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AUX  LECTEURS 
DE  «  L'ENSEIGNEMENT  MATHÉMATIQUE  » 


Il  y  a  dix  ans,  au  commencement  de  l'année  1899,  nous 
présentions  au  public  le  premier  numéro  de  cette  Revue 
internationale;  nous  nous  efforcions  d'indiquer  nette- 
ment le  but  vers  lequel  nous  comptions  diriger  nos 
efforts,  et  les  moyens  par  lesquels  nous  nous  proposions 
d'approcher  de  ce  but  sans  cesse  davantage  —  car  il  est 
de  ceux  qu'on  n'atteint  jamais. 

Aujourd'hui,  jetant  un  regard  derrière  nous,  il  nous  est 
permis  de  dire  que  nos  espérances  n'ont  pas  été  déçues  ; 
nous  pouvons  nous  féliciter  d'avoir  été  entendus  et  com- 
pris. 

La  place  importante  prise  par V 'Enseignement  mathéma- 
tique est  due  pour  une  très  grande  part  à  l'autorité  mo- 
rale de  notre  Comité  de  patronage,  aux  savants  de  haute 
valeur  qui  le  composent,  dont  plusieurs  ont  consenti  à 
nous  honorer  quelquefois  de  leur  collaboration  directe,  et 
auxquels  nous  apportons  ici  le  tribut  de  notre  reconnais- 
sance. Nous  devons  en  même  temps  donner  un  souvenir 
ému  à  la  mémoire  de  ceux  qui  ont  disparu  depuis  dix  ans. 
laissant  un  vide  dans  la  science,  en  même  temps  que  chez, 
nous;  ce  sont  MM.  Bougaïev,  Cremona,  Lignine,  Oltra- 
mare.  Ces  amis,  ces  protecteurs  de  la  première  heure,  oui 
été  remplacés  dans  notre  Comité  de  patronage,  et  bien 
remplacés;  mais  leurs  successeurs  seronl  les  premiers  a 
s'associer   a    nous,   cl    à    souhaiter  que    les    noms    de    ces 
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hommes  de  science,  de  ces  hommes  de  bien,  ne  soient  pas 
oubliés  ici  ;  leur  souvenir  est  pour  nous  impérissable. 

Si  nous  ne  tirons  nulle  vanité  îles  résultats  obtenus, 
si  nous  saxons  «pie  le  mérite  en  revient  surtout  à  nos  col- 
laborateurs, nous  croyons  cependant  pouvoir  nous  félici- 
ter, nous  vanter  même  de  la  mise  en  pratique  d'une 
méthode  à  laquelle  nous  sommes  résolument  décidés  à 
rester  fidèles.  C'est  celle  qui  consiste  à  laisser  librement 
et  largement  s'exposer  dans  cette  Revue  toutes  les  doc- 
trines, toutes  les  opinions,  toutes  les  idées,  alors  même 
que  nous  ne  les  partagerions  pas.  Les  discussions  qui 
peuvent  s'ensuivre,  et  auxquelles  nous  ne  donnerons  ja- 
mais ni  ne  laisserons  jamais  prendre  un  caractère  pure- 
ment polémique,  ne  peuvent  (|ue  profiter  à  la  cause  de  la 
vérité. 

11  n'y  a  pas  lieu  de  revenir  sur  l'œuvre  accomplie  depuis 
dix  années,  en  conformité  du  programme  d'ensemble  que 
nous  tracions  en  1899.  En  dehors  de  ce  programme,  plu- 
sieurs questions  ont  surgi,  que  nous  ne  pouvions  prévoir 
alors,  et  ont  été  suivies  avec  intérêt  par  le  public  mathé- 
matique. Xous  ne  citerons  ici,  clans  cet  ordre  d'idées,  que 
«  L'Enquête  sur  la  méthode  de  travail  des  mathémati- 
ciens »,  dont  l'idée  première  est  due  à  M.  Ed.  Maillet,  et 
qui  a  été  si  riche  en  observations  intéressantes. 

11  est  indispensable  de  signaler  aussi  l'importance  gra- 
duelle prise  dans  le  monde  mathématique  parles  «  Congrès 
internationaux  des  mathématiciens»,  à  la  fondation  des- 
quels nous  axions  travaillé  antérieurement  d'une  façon 
personnelle. 

Axant  l'apparition  de  l'Enseignement  mathématique 
le  premier  de  ces  Congrès  s'était  tenu  à  Zurich,  en  1897; 
depuis,  l«s  Congrès  de  Paris  (1900),  d'Heidelberg  (1904), 
de  Rome  i  I9()8i  ont  montré  la  vitalité  de  cette  institution,. 
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<|ui  a  créé  des  liens  de  solidarité  puissants  entre  les  ma- 
thématiciens des  différents  pays,  et  a  permis  l'étude  de 
questions  d'ordre  général  auxquelles  on  aurait  à  peine 
songé  auparavant. 

Parmi  ces  questions,  celles  qui  se  rapportent  à  l'ensei- 
gnement ont  constamment  attiré  la  sollicitude  des  Con- 
grès internationaux.  Le  Congrès  de  Rome,  notamment,  a 
pris  une  résolution  de  la  pins  haute  importance,  en  déci- 
dant la  nomination  dune  Commission  internationale  de 
renseignement  mathématique,  et  en  désignant  un  comité 
de  trois  membres  qui  procédera  à  cette  nomination. 

Xos  lecteurs  sont  déjà  mis  au  courant  de  cette  organi- 
sation nouvelle.  Nous  sommes  légitimement  autorisés  à  y 
voir  la  consécration  de  nos  efforts  soutenus  ;  nous  avons 
le  droit  de  nous  en  féliciter,  et  le  devoir  d'en  exprimer 
notre  gratitude  au  Congrès,  c'est-à-dire  à  la  représenta- 
tion du  monde  mathématique  tout  entier,  s'unissant  dans 
une  commune  pensée  de  progrès. 

Plus  notre  tâche  a  été  féconde,  plus  nous  avons  encore 
à  travailler  utilement.  Plus  que  jamais  nous  appelons 
donc  à  nous  les  collaborateurs,  sans  lesquels  notre  action 
serait  bien  réduite,  bien  insuffisante.  A  ceux  d'hier,  nous 
disons  merci  ;  à  ceux  de  demain,  nous  assurons  une  hospi- 
talité impartiale  et  sympathique  pour  développer  libre- 
ment leurs  idées  ;  à  tous,  nous  répétons  :  à  l'œuvre  et  bon 

courage  ! 

Les  Directeurs, 

C.-A.    Laisant.  II.    Fehr. 


UNE   LEÇON  SUR  LES  PROGRESSIONS  ET  LEURS 

APPLICATIONS 


Durant  ces  dernières  années,  les  progressions  ont  quel- 
que peu  passé  de  mode  dans  les  cours  élémentaires  de 
mathématiques  eu  Angleterre.  Je  pense  qu'on  pourrait  les 
enseigner  dune  façon  très  utile  et  très  instructive  en  adop- 
tant une  méthode  analogue  à  celle  dont  nous  allons  indiquer 
les  principaux  points. 

I.  —  Progressions  arithmétiques. 

1.  On  donne  deux  segments  de  droites  (dessinés  sur  du 
papier)  représentant  le  premier  terme  et  la  raison  d'une  pro- 
gression arithmétique.  Placer  sur  une  droite  un  certain 
nombre  de  points  équidistants  et  élever  par  ces  points  des 
ordonnées  représentant  les  termes  successifs  de  la  progres- 
sion. 

2.  Propriété  :  Prouver  que  les  extrémités  des  ordonnées 
sont  situées  sur  une  ligne  droite. 

Application  aux  problèmes  suivants  : 

.').  Construire  la  progression  dont  les  deux  premiers  ter- 
mes a  et  b  sont  représentés  par  deux  segments  donnés.  En 
prenant  le  cas  où  a  >  b,  déterminer  d'après  le  diagramme  le 
nombre  de  termes  positifs  de  la  progression. 

4.  Inscnr  un  nombre  déterminé  de  moyens  arithmétiques 
entre  les  deux  longueurs  données  a  et  b. 

I  l'ouver  la  somme  des  termes  de  la  progression.  A  cet 
effet,  on  représentera  de  nouveau  la  progression  graphique- 
ment comme  auparavant,  et  soit  a  le  premier  terme,  l  le  der- 
nier. //  le  nombre  de  termes.  Tourner  le  diagramme  de  façon 
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;i  placer  la  dernière  ordonnée  au  sommet    de    la   première, 

lavant-dernière  au  sommet  de  la  seconde,  etc.,  et  la  première 
au  sommet  de  la  dernière.  On  obtient  alors  sur  la  ligure  // 
ordonnées  respectivement  égales  à  a  +  /.  Par  conséquent, 
le  double  de  la  somme  de  la  progression  est  n  (a  +  /),  et  la 

somme  n  -}  {a   -+-  l). 

Remarquer  que  r?  in  +  l)  est  l'ordonnée  moyenne;  elle  est 

égale  à  l'ordonnée  du  milieu  lorsque  le  nombre  des  ordon- 
nées est  impair.  C'est  aussi  la  moyenne  de  deux  ordonnées 
quelconques  équidistantes  des  ordonnées  extrêmes. 

6.   Obtenir  la   somme   des    //   premiers  termes  de  la  série 

r/,  a  -\-  b,  a  +  2£, sous  la  forme  na  -f-  7  n'a   —   1)6,    en 

remarquant  que  na  représente  la  somme  des  parties  a,  et  que 

-  n  (n  —  \)b  doit  représenter  la  somme  des  portions  A.  2b 

[n  —  l  b. 

II.  —  Progressions  géométriques. 

1.  Dessiner  une  série  d'ordonnées  équidistantes  représen- 
tant les  termes  d'une  progression  géométrique  dont  le  pre- 
mier terme  a  a  une  longueur  donnée  et  dont  la  raison  /•  est 
un  nombre  donné. 

On  pourra  appeler  la  courbe  sur  laquelle  les  extrémités 
des  ordonnées  sont  situées  une  «  courbe  de  progression 
géométrique  ».  C'est  en  réalité  une  courbe  logarithmique. 

2.  Construction  :  Soient  Mt,  M2,  M3 les  points  équidis- 

tants  choisis  comme  pieds  des  ordonnées  et  MjP,  la  première 
ordonnée. 

Prenons  sur  M  i  Ma  un  point  extérieur  T,  tel  que  I^M.,  = 
/•.  T,  M, ,  et  portons  les  longueurs  TjTs  =  T,T3  = respec- 
tivement égales  aux  segments  M,  M2  ,   M2M3 et   menons 

TtPi  qui  rencontre  l'ordonnée  passant  par  .\L  on  P2  ;  puis  de 
même  joignons  TaP2  qui  rencontrera  l'ordonnée  passant  par 

M3  en  P3 ,   et  ainsi    de    suite.    Montrer  que  Mj  \\  .  MaPa 

représentent  alors  les  ternies  de  la  progression. 
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3.  Comme  application  de  celle  méthode,  construire  la  pr 
gression  dont  le  premier  et  le  second  termes  sont  deux  lo 
gueurs  données  a  el  b,  en  supposant  successivement  a  > 
e1  a  <  h. 

\.  Trouver  par  construction  le  nombre  de  termes  dui 
progression  donnée  par  ex.  la  progression  10,  9,  ...)  sùp 
rieurs  a  une  quantité  donnée  (par  ex.  3  . 

5.  Trouver  la  somme  des  termes  de  la  progression.  L 
pourrait  le  faire  au  moyen  d'un  diagramme  dans  lequel  1 
termes  seraient  représentés  par  des  ordonnées,  mais  la  d 
monstration  est  un  peu  plus  simple  lorsque  les  termes  so 

représentés  par  des  longueurs  OPx ,  OP2 ,  OP3 , OP„  mes 

rées  à  partir  d'un  point  fixe  O  sur  un  axe  horizontal.  Noi 
avons  immédiatement,  si  /'  >  i 

P1P2=  1/  —  liOP,  .   PsPg  =  (r— l)OPa,  etc. 

En  ajoutant  le  terme  supplémentaire  OP„  + 1  on  a  final 
ment  P„  P„ +  ,  =  (/•— i)OP„  . 

Par  conséquent,  la  longueur  totale  PjP,, +  i  est  égale 
/•  —  1    t'ois  la  somme  de  la  progression. 

Par  suite,  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  progre 
sion  présente  la  forme 

OP     ,   .  —  OPj  (n  -f-  li""?  terme  —  lpl  terme 

— — x ,     c.-à-d. • 

/•  —  1  /■  —  1 


Si  nous  considérons  maintenant  le  cas  dune  progressa 
décroissante,  la  démonstration  est  absolument  la  même, 
cette  différence  près  que  les  points  \\  ,  P2 ,  P3,...  s'appr 
client    continuellement   de  O  sans  jamais  le    dépasser.    P 

suite,   la   somme   des  segments  Pt  P2 ,  P2P31  P3  P4 tel 

vers  la  limite  Px  O  à  mesure  que  le  nombre  des  termes  au 
mente.  Les  segments  étant  respectivement  égaux  à  (1  —  /•)  fc 
les  longueurs  correspondantes  OPj ,  OP2,...,  on  en  dédi 
que  OPj  est  égal  à  1  —  /•)  fois  la  somme  de  la  progression 
l'infini.  Donc  la  somme  à  l'infini  est  égale  à 


OP. 
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ii.  Dans  le  diagramme  représentant  une  «  courbe  <!<•  pro- 
gression géométrique  »  on  pourra  insérer  mi  nombre  quel- 
conque de  moyens  géométriques.  Si  la  courbe  est  simple- 
ment dessinée  par  l'élève  à  main  levée,  les  moyens  mesurés 
sur  le  diagramme  ne  seront  naturellement  qu'approximatifs. 
Mais,  pour  rendre  la  construction  exacte,  une  simple  règle 
avanl  la  forme  d'une  telle  courbe  suffira  et  -permettra  de 
résoudre  des  problèmes  de  ce  genre. 

,      III.  —  Application   ues  progressions  a  des   formules 

de  mesures. 

11  ne  semble  pas  que  le  fait  suivant  soit  généralement 
connu,  à  savoir  que  la  formule  donnant  la  somme  d'une  série 
géométrique  puisse  être  utilisée  pour  le  calcul  des  aires,  des 
volumes  de  révolution,  des  coordonnées  de  centres  de  gra- 
vité, de  centres  de  pression  ou  des  moments  d'inertie  dépen- 
dant d'intégrales  de  puissances  de  la  variable.  Ainsi  le  vo- 
lume et  le  centre  de  gravité  d'une  pyramide,  d'un  cône  ou 
d'un  paraboloïde,  ou  bien  les  coordonnées  du  centre  de 
pression  d'un  triangle  ou  d'une  parabole,  sont  des  exemples 
pouvant  être  traités  par  cette  méthode.  Prenons  un  exemple 
suffisamment  difficile  pour  pouvoir  servir  de  type;  le  maître 
n'aura  qu'à  s'y  référer  pour  les  applications  analogues. 

Exemple  :  Trouver  le  volume  engendré  par  la  révolution 
de  la  courbe  a  y  =  x2  autour  de  l'axe  des  .r,  entre  x  =  o  et 
x  =  h. 

Divisons  le  volume  en  tranches  par  des  plans  dont  les  dis- 
tances à  l'origine  forment  une  progression  géométrique  de 
raison  /•.  un  peu  inférieure  à  l. 

Les  distances  de  ces  plans  à  l'origine,  en  y  comprenant  la 
base  elle-même,  seront 

h  .       ri,  .      rn-h  .       r3/, 

Les  rayons  des  sections  correspondantes  sont 

h-1        r-h*        ,-«/i"        t*k* 


12  /;.-//.     /;/,'  Y  AN 

Les  épaisseurs  dos  tranches  successives  sont 

il  —  r\h  .      (r  —  r-\h  ,      i/2  —  ;-3i//   

Les  surfaces  de  leurs  plus  grandes  faces  sont 

irA*  itr*!,*  -;8/,< 

<y2  «-  a2 

Les  surfaces  de  leurs  plus  petites  faces  sont 

7T/4//'  7T78//4  Tf/'12/*4 


Le  volume  du  solide  est  compris  entre  la  somme  des  pro- 
duits des  plus  grandes  faces  des  éléments  par  leurs  épais- 
seurs et  celle  des  produits  des  plus  petites  faces  des  élé- 
ments par  leurs  épaisseurs,  c'est-à-dire  entre 


-h- 


et 


ou  entre 


]     _|_    ,-5   _j_    ,.10   _|_ 


(1  —  r)        ir*  +  ;-9  +  r"  -j- 


//5  i  1  — ri  jrA6/^  |1 — r] 

et 


a2  1 1  —  /-5i  a*  1 1 

•ou  encore  entre 


ir/i5  ir/i5#-4 

el 


fl»       |     -f-    ,-    -|_   ,*   +   rS   _|_    r4)  fl*    ,  1    +    ,.    _|_    ,.2    _|_    ,.3   _|_    ,4 

Pour  r  =  1  les  deux  expressions  donnent  la  même  valeur 
limite  nks  :  5û8pour  le  volume  demandé.  Le  volume  est  donc 
du  produit  de  la  base  par  la  hauteur. 

Le  trait  essentiel  de  cette  méthode  réside  dans  le  fait  qu'au 
lieu  d'avoir  des  sections  équidislantes,  les  distances  de  ces 
sections  à  l'origine  forment  une  progression  géométrique 
dont  la  raison  est  un  peu  inférieure  à  l'unité.  Par  suite,  la 
sommation  est  effectuée  au  moyen  de  la  formule  des  pro- 
gressions géométriques,  tandis  que,  dans  le  cas  de  sections 
équidistantes,  nous  serions  obligés  d'avoir  recours  à  des 
formules  séparées  concernant  les  sommes  des  carrés,  cubes 
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cl  autres  puissances  des  nombres  naturels.  Le  fail  que  nous 
avons  le  droit  de  choisir  /'<  1  et  de  passer  ensuite  au  cas 
limite  où  /■  =  1  se  justifie  par  des  diagrammes  bien  cons- 
truits; on  verra  que  les  quantités  dont  on  doit  faire  la  somme 
restent  finies  dans  tous  les  ("as  où  celte  méthode  est  appli- 
cable. 

Gomme  autre  exemple  de  l'usage  des  progressions,  on 
pourra  appliquer  avantageusement  les  propriétés  de  la 
«  courbe  de  progression  géométrique  »,  qui  est  identique 
à  la  courbe  logarithmique,  a  la  démonstration  des  formules 
de  dilférentiation  et  d'intégration  concernant  les  fonctions 
exponentielles  et  logarithmiques.  La  figure,  examinée  au 
point  de  vue  géométrique,  nous,  fournit  une  démonstration 
rapide  du  fait  que  la  limite  dont  dépendent  ces  différentia- 

tions  et  intégrations,  c'est-à-dire  la  limite  de -. —  lorsque 

lt .  —  o  ,  est  finie  et  possède  les  propriétés  du  logarithme 
de  a.  et  que  la  base  de  ce  système  de  logarithmes  est  un 
nombre  fini  e  plus  grand  que  l'unité  pouvant  être  estimé 
approximativement  en  le  mesurant  sur  le  diagramme. 

G. -H.  Bryam    Bangor.  N.  W'ales). 

.\i)h\  —  Le  nom  de  «  progression  »  est  donné  dans  les  anciens  manuels 
anglais  aux  séries  arithmétiques  et  géométriques  et  est  utilisé  dans  le  sens 
que  nous  lui  avons  attribué  ci-dessus.  La  seule  autre  série  à  laquelle  on 
donne  généralement  ce  nom  est  la  progression  harmonique.  Comme  celte 
progression  est  habituellement  étudiée  en  même  temps  que  ses  applications 
géométriques,  nous  n'en  avons  pas  parlé  ici. 

(Traduction  de  J.-P.  Dumùr,  Genève.) 


SUR  LE  PRINCIPE  DE   LA  MOYENNE  ARITHMETIQUE 


I.  —  Il  esl  naturellement  indifférent,  au  point  de  vue  dé 
l'Analyse,  qu'on  reconduise  ou  non  le  postulat  de  la  moyenne 
lit-  Gauss  a  un  système  d'autres  postulats,  ou  bien  qu'on  le 
fasse  découler  d'un  principe  de  minimum.  Mais  il  y  a  pour- 
tant une  raison  d'un  ordre  divers  qui  rend  quelquefois  pré- 
férable qu'on  suive  le  premier  chemin,  et  que  Ton  s'attarde 
à  rechercher  si,  parmi  les  systèmes  de  postulats  définissant 
la  moyenne  arithmétique,  il  n'y  en  a  qui,  pour  l'évidence  et 
la  presque-nécessité  pratique  des  principes  dont  il  résulte, 
nous  semble  imposer,  pour  ainsi  dire,  le  choix  d'une  telle 
moyenne  de  préférence  à  toute  autre,  au  moins  dans  cer- 
tains domaines  d'application. 

Le  système  que  tout  récemment  M.  G.  Schiapakklli  pro- 
posait dans  les  Rendicontidel R.  Islitulo  Lombardo  di  Scienze 
e  Lettere  et  dans  les  Astronomische  Nachrichten  atteint  cer- 
tainement au  plus  haut  degré  un  tel  but  :  nous  saurions 
bien  difficilement  renoncer  aux  propositions,  dont  il  résulte, 
exception  faite  peut-être  d'une  seule  proposition,  qui  est  la 
suivante  : 

'lu  observations  de  même  précision  de  deux  grandeurs  in- 
connues x  et  y  nous  ont  fourni  les  valeurs 

i,  Xi  ...  x    <!<•  .>'     el     a*i  -f-  «  .   »2  -+-  « '„  +  «  de  y  : 

nous  admettons  que,  si  F  (x    est  la  valeur  moyenne  des  x  et 
I    v    la  valeur,  moyenne  des  y,  on  doit  avoir 

F   i    —  F  [x)  =  a  . 

l'ourlant  un  géodésien  saurait  bien  difficilement  se  passer 
d'elle! 

L'étude  de  M.  Schiaparelli  se  fonde  sur  cette  proposition, 
el  sur   les  postulats,   bien   intuitifs,  admettant  que  si  les  ob- 
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nervations  sont  égalemenl  précises  elles  entrent  toutes  et 
indépendamment  de  Tordre  dans  lequel  on  les  a  laites  dans 
la  détermination  de  la  moyenne  et  que  le  passage  d'une 
unité  de  mesure  ///  à  une  autre  m'=-km,  déterminant  le  pas- 
sage d'un  système  de  valeurs  observées  .r,  ...  x„  à  un  autre 

k  .  X ,  A'  •  #«,   détermine  aussi   le    passage   de   la   valeur 

moyenne  F  x)  à  l'autre  /.• .  F(x). 

Nous  nous  proposons  de  reprendre  ici  le  problème,  non 
pour  en  modifier  les  prémisses,  mais  pour  indiquer  un  mode 
de  déduction  purement  analytique  et  peut-être  menant  plus 
rapidement  au  but,  que  celui  proposé  par  l'illustre  astronome 
italien. 

II.  —  La  traduction  en  langage  algébrique  des  conditions 
énoncées  et  l'adjonction  d'une  condition  nouvelle,  destinée 
à  rendre  possible  l'étude  analytique  de  la  question,  nous 
fournit  le  système  de  postulats,  définissant  la  valeur  moyenne 

F  (a,  ...  xj  =  F 

de  //  observations  d'égale  précision  : 

1.  F  est  une  (onction  symétrique  de  ses  n  variables; 

2.  les  dérivées  partielles  --  ;  —  ...  —  sont  assignables  et 

linies  ; 

3.  on  a  F  /r.r,  ,  kx%  ....  kxn)  =  h  .  F  ,r,  ,  .r.,  ,  ...  x,,)1  ; 

4.  on  a  F  .r,  -f  a,  ...  .r„  +  a'  =  Fur,  ,  .r2 Vn)  -f  a 

■c'est-à-dire  pour  2  : 

&F        bF  oK 

1 h  ...  —  =  1  la) 

bxt         d.r2  bxn 

Il  suit  de  même  des  postulats  3  et  4": 

F(0.  0.  ...  iti  =  0       et       F  (a a)  =  a  . 

II  s'agit  de  démontrer,  que 

F  =  F(ar,  .  x, cw)  =  -     .r,  +  x»  -f-  ...  -f  xn     . 


1  Ce  que  nous  exprimons  en  disant  que  F  est  une  fonction  homogène  du  degré  un.  M.  Bolz.s 
[Vorlesungen  uber  Variationsreehnung,  1908,  p.  194)  ;i|ipelle  e positive  Homageneitât»  L'homo- 
généité restreinte,  dont  il  est  question  ici. 
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III.  —  On  a  le  lemme  suivant  : 

Une  fonction   du    degré  d'homogénéité  un,   et  solution   de 
/'équation  aux  dérivées  partielles  a  ,  est  une  fonction  entière. 
Soit  pour  abréger 

/'=/(■'•.  •  «ï «g 

et  supposons  fjue  Ion  ait 

♦ta V  _t 


f 


Z1-'»  i  -v  *»l        * 


où  <h  est  du  degré  de  homogénéité  p  et  y  du  degré  /? 
On  aura 

bar,  T         ^  .vr„ 
îmI  bit 

£  +  -"+*?-* 

/  =  - 


for.  .u\. 


Le  numérateur  est  ici  une  fonction  homogène  du  degré 
p —  1,  le  dénominateur  une  fonction  du  degré  p  —  2.  On 
<-sl  donc  toujours  ramené  au  cas  p  =  1  . 

I\  .  —  Soit  p  =  p  ,r,  ...  .v„  une  solution  linéaire  et  homo- 
gène  de  a  ,  et 

1   (  ) 

"  j  *  +   •  •   +  xn  \  -  P\** r«)  =  •(*• ««)  =  *  • 

La  fonction  )  -  .r,  +  ...  +  xn  |  +  a  .  $    où  a  est  un  entier 

quelconque  satisfait  bien  évidemment  aux  postulats  2,  3,  4  : 
sil  est  possible  de  définir  une  fonction  <1>  symétrique  par 
rapporl  à  ses  //  variables,  on  pourra  admettre  aussi  que 

K=    „  !  r  +  ...  +  •'„  (+«.*. 
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Il  est  aisé  de  démontrer  qu'une  telle  fonction  0  est  iden- 
tiquement nulle. 

L'intégrale  la  plus  générale  de  l'équation  nux  dérivées 
partielles 

.■<t>  i1*!'  .'1» 

\- \-     ..    — ■  =  (I  . 

bri       fcr,  bxn 

dont  elle  est  une  solution,  est 

<s{ax1  +  bxt  -J-  ...  +  lxm  -f  ""  ■ 

où  y  est  une  fonction  arbitraire,  avec  a  -\-  b  +  ...  +  l—-  0  . 
Il  dérive  donc  de  la  définition  de  0  (différence  de  deux  fonc- 
tions linéaires  et  homogènes  ,  que 

<t>  =  axt  -f  bx»  +  . . .  txn 

et,  pour  la  condition  de  symétrie, 

a  =  h  =  ...  =  l  =  0  . 
On  a  donc  0  =  0 


II-..--. 

u   ! 


F  =—   \  .r,  +  Xi  -j-  . . .   +  Xn   | 


C.  Q.  F.  D.  Ugo  Brocgi    Rome  . 


LE  THEOREME  FONDAMENTAL  DE  LA  THÉORIE 
DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES 

ET  LA  THÉORIE  DES  ASYMPTOTES 


Le  Théorème  fondamental  de  la  théorie,  des  équations  al- 
gébriques s'énonce  ainsi  : 

Toute  équation  algébrique  entière  à  coefficients  réels  ou  ima- 
ginaires admet  au  moins  une  racine  de  la  forint-  :  a  —  b\  — 1, 
a  et  b  étant  des  nombres  réels,  pouvant  être  utils. 

Nous  allons  d'abord  démontrer  ce  Théorème;)  l'aide  de  la 
Théorie  des  asymptotes,  dans  le  cas  où  tous  les  coefficients 

T/Rfifleignement  mathëm.,  ll'annéo;  1908  - 
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de  l'équation  F  (X)  =  0  sont  réels,  puis  l'étendre  au  cas  où 
il  y  a  des  coefficients  imaginaires. 

1.  Cas  des  coefficients  tons  réels. 

Toute  équation  algébrique  entière  de  degré  impair  admet 
au  moins  une  racine  réelle.  La  démonstration  en  est  immé- 
diate et  connue. 

Nous  n'avons  donc  à  considérer  que  le  cas  où  le  degré  m 
est  pair  et  dans  ce  qui  suit  nous  supposons  m  pair. 

Posons  : 

X  =  x  +  iy  .  [i  —   l/^^T) 

On  a  : 

F  (X)  =  P  -f  Qt 


-  1  .  2  .  3  ...  m 

le  dernier  terme  n'étant  pas  autre  chose  que  ym  précédé  du 
signe  +  ou  du  signe  —  suivant  que  m  est  ou  non  multiple 
de  4. 

Q  =  yq  , 

La  proposition  à  démontrer  revient  donc  à  celle  ci  :  Les  deux 
courbes  P  —  0  et  Q  =  0  ont  au  moins  un  point  d'intersection 
réel. 

Notons  que  la  courbe  ()  =  0  se  décompose  en  deux    J 

1  |^  —  0. 

Cherchons  les  branches  infinies  et  les  asvmptotes  des  deux 
courbes  P  =  0  et  Q  =  0  soient  en  abrégé  P  et  Q). 

D'après  les  règles  ordinaires  de  la  géométrie  analytique 
il  suffit  pour  avoir  les  directions  des  branches  infinies,  ou  les 
coefficients  angulaires  des  asvmptotes,  /  ou  tgo>,  d'égaler  à  0 
L'ensemble  des  termes  du  degré  le  plus  élevé,  c'est-à-dire  du 
degré  ;;?,  en  remplaçant  y  par  /  ou  (g  g  et  x  par  1. 

11  est  facile  de  voir  que  pour  la  courbe  P,  cette  équation 
est  : 

Il   +  ,//"   +(!.:_   it)m  =  0. 


i: qua  ri o .\  s  a  i.  (.  i: n r / q  v i: s 
et  pour  la  courbe  Q,  c'est  : 

Il    +   it)m  -  (I   +  il)"1  =  •'>■ 

La  première  équation,  celle  relative  à  P,  peut  s'écrire  : 

[(cos  ;»y  -f-  /  sin  my)  -f-  (cos  /»ip  —  /  sin  wtpi  I  ==  Q, 
.  J 
OU  : 

COS    /Hy   =   0    , 

•à  condition  que  cos'"!p  ne  soit  pas  nul,  d'où 

111  f 


l'.l 


.->*  +U   g 


•et 


?  =  (2  k,  +  I) 


2m  ' 


On  a  donc  m  direction  d'asymptotes,  toutes  distinctes  les 

unes  des  autres  et  les  angles  <p  successifs  diffèrent  de  -. 

°  m 

Ce  sont  : 


TT  OIT  07T 

2  m        2  ni        2  m 


i2m  —  Il  n 


2  m 


Par  exemple  pour  le  4"'e  degré  on  a 
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La  condition  :  eosm<p  non  nul  est  vérifiée  par  tous  ces  angles 
et  quelque  soit  m. 

On  démontre  semblablement  que  les  directions  des  asymp- 
totes de  Q  sont  aussi  au  nombre  de  «z,  toutes  distinctes  les 
unes  des  autres  et  que  les  angles  <p  correspondants,  différant 

1  7T 

successivement  aussi  entre  eux  de   -  ,  sont  : 


o 


2tz         'itt 


2  (m  —  1)  7T 


2m  '     2m  '   '    '   '    '  2m 

Par  exemple  pour  le  V'"'  degré,  on  a  : 


7f  TT  .'{7T 

°'    V     2"    T 
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La  condition  eos'"ip  non  nul  est  vérifiée  partons  ces  angles, 

excepté  pour  a  =  .-, .  valeur  qui  se  présente  quelque  soit/». 

.Mais  il  faut  remarquer  que  les  asymptotes  parallèles  à  oX 
se  déterminent  autrement;  pour  les  obtenir,  on  égale  à  o  le 
coefficient  du  terme  du  plus  haut  degré  en  y  ;  or  on  voit  < j n «j 
dans  le  cas  présent,  il  y  a  une  et  une  seule  asymptote  paral- 
lèle à  oY,  pour  la  courbe  q  =  0,  le  coefïicient  dey'"-'-  étant  : 


i 


et  par  suite  du  1er  degré. 


1.2...    m  —  1) 

Remarquons  de  plus  que  l'asymptote  qui  a  o  pour  coefïî- 
cient  angulaire  n'est  pas  autre  chose  que  OX,  droite  qui  fait 
elle-même  partie  de  Q. 

A  chacune  des  asymptotes  correspondent  bien  deux  bran- 
ches de  courbe  réelles,  parce  que  toutes  les  asymptotes  sont 
distinctes,  les  équations  aux  coefficients  angulaires  avant 
toutes  leurs  racines  simples;  nous  en  avons  en  effet  trouvé/?? 
pour  chacune  et  il  ne  peut  pas  y  en  avoir  davantage. 

De  plus  ces  deux  branches  sont  afférentes  Tune  à  Tune  des 
extrémités  de  l'asymptote  et  l'autre  à  l'autre  extrémité,  ce 
qui  a  lieu  de  même  pour  l'asymptote  parallèle  à  o\ . 

Quant  à  la  situation  des  asymptotes,  nous  pouvons  sup- 
poser que  le  terme  du  degré  ///  —  1  manque  dans  l'équation 

F(X'  =  ().  car  on  peut  tou- 
jours le  ramener  à  être  nul.  11 
en  résulte  que  les  termes  de  ce 
degré:  m  —  1,  manquant  aussi 
clans  les  équations  P  =  0  et 
Q  =  0,  toutes  les  asymptotes, 
tant  de  P  que  de  Q,  sont  is- 
sues de  l'origine  des  coor- 
données, d'après  un  corol- 
laire de  la  Théorie  des  asymp- 
totes, qui  s'applique  ici,  parce- 
que  tous  les  coefficients  an- 
gulaires sont  distincts. 
Les  asymptotes  des  deux  courbes  s'emboîtent  donc  les 
unes  dans  les  autres,  c'est-à-dire  sont  alternées,  comme  Fin- 


X 


Fig.  I. 


É  Q  l  A  T I  0  .V  S    .  t  I.  G  E  B  Ji  IQV  I.  s  2 1 

■dique  la  figure  ci-contre  relative  pour  plus  de  simplicité  et  de 
clarté  au  cas  où  /;/  =  4,  mais  qui  peut  être  établie  de  même 
quelque  soit  m  pair. 

D'autre  part  nous  nous  appuyons  sur  ce  théorème  bien 
connu  :  «  Les  courbes  algébriques  n'ont  pas  de  point  d'ar- 
rêt ».  Il  se  démontre  en  effet  sans  supposer  établi  le  théo- 
rème proposé.  Dès  lors,  on  voit  facilement  que  les  courbes 
P  et  Q  se  coupent  nécessairement  au  moins  en  un  point  réel 
et  que  de  plus  si  ce  point  se  trouve  autre  part  que  sur  XX', 
ce  qui  correspondrait  à  une  racine  réelle  pour  F  (X  =0,  il  a 
son  symétrique  par  rapport  à  XX',  puisque  P  et  Q  sont  symé- 
triques chacune  par  rapport  à  XX',  d'où  deux  racines  imagi- 
naires conjuguées.  Considérons  en  effet  la  première  asymp- 
tote de  P,  celle  qui   correspond  à  <p  =  —  /  ici  :  |  \  ;    ou    bien 

la  branche  y  afférente  au-dessus  de  XX'  coupe  XX'  et  alors 
on  a  une  racine  réelle  de  F(X)=0,  ou  bien  elle  ne  coupe 
pas  XX',  et  alors,  après  plus  ou  moins  de  sinuosités  et  de 
circonvolutions  qui  sont  en  nombre  limité  d'ailleurs,  il  est 
facile  de  le  démontrer,  elle  doit  aboutir  à  une  autre  asymp- 
tote; elle  doit  donc  aller  ou  a  b,  ou  à  c  ou  à  d.  Si  elle  va  à  b, 
la  branche  de  Q  qui  part  de  cn  la  coupe  nécessairement.  On 
voit  de  même  que  si  elle  va  à  c  ou  d,  il  y  a  au  moins  une 
intersection  nécessaire. 


Il  est  impossible  de  combiner  les  différentes  branches  sans 
qu'il  y  ait  au  moins  une  intersection. 

La  démonstration  peut  être  considérée  comme  terminée. 
On  peut  toutefois  lui  ajouter  le  raisonnement  suivant  pour 
une  valeur  indéterminée,  c'est-à-dire  quelconque  de  m  pair. 
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Supposons  qu'il  n'y  ait  pas  de  racines  réelles,  car  s'il  y  en 
a  le  théorème  est  démontré  l,  et  ne  nous  occupons  que  de 
la  partie  supérieure  de  la  figure  (l'autre  partie  étant  d'ail- 
leurs symétrique  à  la  première  par  rapport  à  XX';. 

Considérons  une  branche  infinie  quelconque  de  P  et  ses 
deux  asymptotes;  entre  ces  deux  asymptotes  il  y  a  un  nombre 
impair  total  d'autres  asymptotes.  Ou  bien  c'est  le  nombre 
d'asvmptoles  de  Q  comprises  qui  est  impair  et  alors  il  y  a  au 
moins  une  branche  infinie  de  Q  qui  doit  nécessairement 
couper  la  branche  considérée  de  P. 

Ou  bien  c'est  le  nombre  d'asymptotes  de  P  comprises  qui 
est  impair,  et  alors  il  y  a  au  moins  une  branche  de  P  qui  doit 
couper  la  première  ;  ces  deux  branches  de  P  forment  entre 
elles  un  angle  curviligne  qui  comprend  encore  un  nombre 
total  impair  d'extrémités  d'autres  asymptotes  2.  Nous  pouvons 
continuer  ce  raisonnement  et  comme  le  nombre  total  d'extré- 
mités d'asymptotes  comprises  est  toujours  impair  et  comme 
il  diminue  chaque  fois,  nous  devons  nécessairement  arriver 
à  un  nombre  impair  d'asymptotes  de  Q  comprises,  ce  nombre 
dùt-il  être  l'unité,  et  finalement  il  y  a  une  branche  de  Q  qui 
doit  couper  une  branche  de  P. 

Observation.  La  démonstration  ci-dessus  n'a,  comme  on  le 
voit,  rien  qui  soit  ardu;  c'est  une  simple  et  immédiate  appli- 
cation de  la  Théorie  des  branches  infinies  et  des  asymptotes 
en  géométrie  analytique. 

Si  les  démonstrations  purement  algébriques  peuvent  pa- 
raître plus  de  circonstance  pour  le  Théorème  en  question, 
elles  ont  presque  toutes  l'inconvénient,  dans  un  cours  de 
Mathématiques  spéciales,  d'être  plus  ou  moins  difficiles  à 
comprendre  et  à  retenir.  Celle-ci  est  une  suite  immédiate  et 
naturelle  d'une  Théorie  de  géométrie  analytique  et  en  cons- 
titue un  exercice  d'application. 

Ve  Remarque.  Les  équations  P=0  et  Q  =  0  et  les  courbes 
qu'elles  représentent  sont  loin  d'être  quelconques  l'une  par 


1  Locution  usuelle. 

'  La  locution  :  «  extrémité  d'asymptote  »  peut  paraître  impropre,  nous  l'employons  cepen- 
dant a  défaut  d'autre  aussi  brève,  car  elle  est  très  intelligible  par  une  interprétation  men- 
talc  et  nous  ne  faisons  en  cela  qu'imiter  l'exemple  de  MM.  Briol  et  Bouquet  dans  leur 
i  réométrie  analytique 
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rapport  à  l'autre,  et  évidemment  à  priori  il  doit  en  être  ainsi. 
On  a  d'abord  les  relations  connues  : 

;>P  _  5Q  5P  _     _  ôQ 

ÙX  i\V      '  i'V  ÙX 

Il  pessorl  de  la  présente  démonstration  les  deux  T/iéo- 
rèmes  suivants  : 

1.  Les  asymptotes  de  V  et  de  Q  sont  toutes  issues  d'un 
même  point  situé  sur  XX'.  Nous  avons  supposé  que  le  terme 
de  degré  ni  —  i  manquait  dans  l'équation  F(X)  =  0,  mais 
cette  circonstance  n'a  servi  qu'à  mettre  en  évidence  la  pro- 
priété susdite  et  à  nous  permettre  d'en  profiter.  La  propriété 
subsiste  lorsque  la  condition  supposée  n'est  pas  remplie, 
car  on  n'a  fait  par  cette  hypothèse  qu'un  changement  d'axes 
de  coordonnées,  l'axe  des  y  étant  seul  déplacé  parallèlement 
a  lui-même. 

II.  Les  asymptotes  de  P  et  de  Q  forment  une  étoile  régulière 
alternée. 

2ate  Remarque.  La  proposition  des  couples  de  racines  ima- 
ginaires conjuguées  se  trouve  démontrée  dans  le  cas  des 
coefficients  tous  réels. 

2.  Cas  des  coefficients  imaginaires. 

Si  F  X)  a  un  ou  plusieurs  ou  tous  ses  coefficients  imagi- 
naires, on  peut  toujours  écrire  :  F  X  =  /(X)  +  /<p  (X), 
/'X   et  m  X    ayant  tous  leurs  coefficients  réels. 

L'équation  /'X2  +  <p  (X  2  =  0  ayant  tous  ses  coefficients 
réels,  admet  au  moins,  d'après  le  premier  cas  étudié,  une 
racine  :  a  -+-  i(3. 

Or  on  a  :  /(X)2  +  <p  X  2  =:  /  X  +  iz  X  ]  [/'  X  —  /<p  X)j  ;  on 
démontre  aisément  que  si  y.  +  iÇi  n'est  pas  une  racine  de 
/'(X)  +  iy  (X  =  0,  a  —  /jS  en  est  nécessairement  racine.  Ces 
deux  imaginaires  conjuguées  peuvent  d'ailleurs  en  être  toutes 
deux  racines,  mais  alors  on  a  séparément  et  pour  chacune  de 
ces  valeurs  : 

/A)  =  0.  ?  (X)  =  0. 

E.  de  Richard  d'Aboncourt  (Lille). 


QU'EST-CE   QUE   LE   TEMPS? 


Les  considérations  qui  vont  suivre  m'ont  été  suggérées 
au  cours  de  renseignement  pratique  que  j'eus  l'occasion  de 
donner  aux  jeunes  officiers  qui  me  furent  adjoints,  pour  des 
travaux  de  cartographie  astronomique  dans  les  bassins  du 
Congo,  du  Zambèze  et  du  Nil. 

Je  livre  ces  considérations  telles  quelles  aux  lecteurs  de 
Y  Enseignement  mathématique,  après  avoir  dit  toutefois 
qu'elles  sont  le  reflet  des  idées  que  j'ai  trouvées  dans  la 
«  Philosophie  scientifique  »  de  Girard. 


Qu'est-ce  que  le  temps? 

Le  dictionnaire  de  l'Académie  française  dit  : 

temps  =  la  durée  des  choses. 

Le  dictionnaire  de  Larousse  dit  : 

temps  =  mesure  de  la  durée  des  choses. 

Voulant  savoir  ce  qu'est  la  «  durée  »  j'ouvre  le  dictionnaire, 
qui  me  dit  : 

durée  —-  espace  de  temps  que  dure  une  chose. 

Donc,  pour  savoir  ce  que  c'est  que  le  temps,  je  dois  savoir 
ce  que  c'est  que  la  durée  ;  mais  pour  savoir  ce  que  c'est  que 
la  durée,  je  dois  savoir  ce  que  c'est  que  le  temps. 

Je  dois  aussi  savoir  ce  que  c'est  que  Y  espace,  qu'une  chose, 
et  ce  que  représente  la  notion  durer,  qui  entrent  dans  la 
phrase  «  espace  de  temps  que  dure  une  chose  ». 


q  u  i: st-c i:   q  l  i:   1. 1:   r  i:  u i>  s  ?  25 

Que  voilà  l)ien  la  dialectique  prise  sur  le  vif! 

Que  voilà  bien  mise  en  relief  l'inanité  de  ce  qu'on  est  con- 
venu d'appeler  tles  «  définitions  »,  en  entendant  par  «  défi- 
nition >i  un  assemblage  de  mots  grâce  auquel  on  parviendrai! 
à  la  connaissance  des  idées  ou  des  choses. 

En  effet  la  «  définition  »  telle  qu'on  l'entend  encore  dans 
les  prolégomènes  de  la  géométrie  classique,  n'est  autre  chose 
qu'une  des  formes  de  l'erreur  dialectique  qui  consiste  à 
attribuer  une  valeur  réelle  ou  idéale  aux  mots  en  eux- 
mêmes. 

Qu'est-ce  que  «  définir  »  un  mot? 

En  règle  générale  un  mot  est  un  signe  représentatif  im- 
pliquant l'existence  préalable  d'un  objet  à  représenter. 

Or,  cet  objet  peut  être  connu  ou  inconnu  de  celui  à  qui 
l'on  s'adresse. 

S'il  en  est  inconnu  c'est  lui,  l'objet,  qu'il  faut  définir;  et 
Ion  rentre  dans  la  «  définition  de  chose  ou  d'idée  ».  Dans 
ce  cas  l'étude  expérimentale  de  la  chose,  ou  de  l'idée,  dont  on 
s'occupe,  conduit  à  leur  connaissance  plus  ou  moins  complète. 

Si  l'objet  (chose  ou  idée  à  «  définir  »,  est  connu  de  celui  à 
qui  l'on  s'adresse,  il  suffit  d'en  évoquer  le  concept  (qu'il  a 
dans  son  subjectif,  c'est-à-dire  dans  son  «  moi  pensant  »), 
par  un  moyen  quelconque  un  simple  geste  peut  même  parfois 
suffire);  et  c'est  évidemment  ce  moyen  qui  constitue  la  «  dé- 
finition de  mot  ». 

Deux  cas  peuvent  se  présenter  :  ou  bien  on  traduit  un  mot 
d'une  langue  dans  une  autre  ;  ou  bien,  restant  dans  le 
même  idiome,  on  remplace  le  mot  à  définir,  soit  par  un 
autre  mot  supposé  connu  de  l'interlocuteur  dont  on  cherche 
à  se  faire  comprendre,  soit  par  une  périphrase  plus  ou  moins 
étendue. 

En  considérant  ces  deux  modes  de  procéder  en  ce  qu'ils 
ont  d'essentiel,  on  est  forcé  de  convenir  qu'ils  ne  diffèrent 
pas  l'un  de  l'autre. 

Considérons  les  de\t\  égalités  suivantes  : 

I    time  —  temps. 

2)  géographie  =  science  qui  a  pour  objet  la  description 
-de  la  surface  de  la  terre  =  yn  +  ypaaui  =  la  terre  -f-  j'écris. 
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-  deux  égalités  n'offrent  rien  qui  les  distinguent  an  point 
de  vue  philosophique  ou  logique. 

I  >ès  lors  pourquoi  ne  pas  désigner  ces  deux  opérations  par 
le  même  terme?  Pourquoi  ne  p;is  les  appeler,  l'une  comme 
l'autre,  des  a  traductions 

\.r  langage  scientifique  y  gagnerait  en  précision,  et  l'iden- 
ute  établie  entre  la  traduction  des  mois  d'une  langue  dans 
une  autre,  et  la  traduction  des  mots  dans  le  même  idiome,  ne 
tarderait  pas  a  renverser  l'erreur  de  «eux  qui  croient  qu'en 
rassemblant  des  mots  ils  créent  des  choses. 

Les  ouvrages  scientifiques  se  débarrasseraient  peu  à  peu 
de  ces  définitions  absurdes  par  lesquelles  on  remplace  des 
termes  parfaitement  connus,  par  d'autres  qui  le  sont  beaucoup 
moins,  ou  qui  ne  le  sont  pas  du  tout. 

I  )n  verrait  disparaître  peu  à  peu,  des  discussions  scienti- 
fiques, ces  étranges  assertions  purement  subjectives  :  «cela 
doit  être  »  :  «  cela  ne  peut  pas  être  »;  «  cela  est  de  sens  com- 
mun, ou  cela  est  contre  le  bon  sens...  »,  etc. 

Qu'y  a-t-il  là-dedans  sinon  la  croyance  où  Ton  est,  subjec- 
tivement, que  l'univers  doit  se  plier  aux  petites  conceptions 
de  nos  petits  cerveaux:  moins  encore  :  à  nos  petites  combi- 
naisons de  mots  mal  établis,  tirés  de  langues  dont  la  valeur 
philosophique.,  logique  et  scientifique,  est  négative. 

Au  point  de  vue  philosophique  on  peut  dire,  à  la  lettre, 
cpie  les  langues  sont  encore  à  faire,  car  les  mots  sont  trop 
peu  en  accord  complet  avec  les  idées  ou  les  laits. 


Telle  qu'on  l'entend  dans  les  lexiques,  la  «  définition  » 
dont  nous  venons  de  donner  des  exemples  pour  les  concepts 
«  temps  »  et  «  durée  »,  n'est  rien  d'autre  qu'une  traduction 
sans  changement  d'idiome.  Dans  celte  traduction  le  mot  à 
définir  esl  remplacé  par  un  ou  des  mots  équivalents,  et 
ceux-ci  demandent  à  leur  tour  d'autres  mots  pour  être 
définis. 

Il  arrive  même  qu'on  revient,  dans  ce  cycle,  au  premier 
mol   dont   on   voulait  établir  la  signification;   ce  qui   fait  un. 
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joli  cercle  vicieux  ramenant  au  point  de  départ,  et  nous  lais- 
sant désorienté. 

C'est,  évidemment,  une  simple  traduction  sans  change- 
ment d'idiome  que  définir  le  temps  :  mesure  de  la  durée  des 
choses. 

Parfois,  il  est  vrai,  le  lexique  fournit  une  courte  «  explica- 
tion »  du  terme  à  définir. 

Mais  les  mots  dont  se  compose  l'explication  devant  être 
définis  à  leur  tour,  on  n'arrive,  par  ce  moyen,  qu'à  déplacer 
la  question  sans  jamais  la  résoudre. 

C'est,  par  exemple,  à  cette  catégorie  de  définitions  qu'ap- 
partient la  définition  que  le  dictionnaire  de  l'Académie  fran- 
çaise donne  du  mot  «  science  ». 

Dire  qu'une  «  science  »  est  «  un  ensemble,  un  système  de 
connaissances  sur  quelque  matière  »,  ne  signifie  pas  grand' 
chose  tant  qu'on  ne  sait  pas,  avec  une  complète  précision, 
ce  qu'est  un  «  système  »,  en  quoi  surtout  consiste  la  «  con- 
naissance »,  et  quelle  est  la  «  matière  scientifique  »,  ou,  si 
Ton  veut,  la  partie  de  l'objectif  total  univers  ,  qui  relève  de 
la  science. 

Ce  n'est  donc  point  par  la  «  définition  »  que  l'on  peut  ar- 
river à  la  connaissance  des  «  idées  »  et  des  «  faits  »,  mais 
bien  en  soumettant  les  uns  et  les  autres  à  un  examen  direct 
et  approfondi,  dans  lequel  ils  soient  envisagés  et  détaillés 
sous  et  sur  toutes  leurs  faces. 

Cet  examen  consistera  surtout  en  expériences  aussi  variées, 
aussi  répétées  et  aussi  contrôlées  que  possible,  de  tout  ce 
qui  caractérisera  le  fait  ou  Vidée  pour  lesquels  on  cherche 
un  mot  représentatif. 

Le  résultat  de  cet  examen  expérimental  a  été  appelé,  par 
le  capitaine  Girard  (alors  qu'il  professait  à  l'Ecole  militaire 
de  Belgique;,  une  déte  nui  nation. 

Vidée  ou  le  fait  étant  déterminés  par  expériences,  les  sons 
articulés,  variables  avec  les  langues,  au  moyen  desquels  on 
est  convenu  de  les  représenter,  acquièrent,  par  cela  même, 
la  pleine  valeur  d'un  signe  algébrique, 

C'est  ce  qui  se  présente  pour  cette  catégorie  de  laits  telle- 
ment simples,  que  la  connaissance   la  connaissance  humaine 
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<l  11  «>  nous  pouvons  en  avoir  par  nous-mêmes,  est  absolue; 
le!  le  temps  par  exemple. 

Les  vocables  v/bsvoç,  tempus,  temps,  Zeit,  lime,  tijd,  tiempo, 
tempo,  etc..  au  moyen  desquels  le  fait,  identique  au  concept, 
est  traduit  dans  diverses  langues,  ont  des  valeurs  absolument 
identiques,  aussi  précises,  aussi  nettes  pour  tous,  que  le 
signe  /,  au  moyen  duquel  on  représente  le  même  fait  dans 
une  formule  de  cinématique. 

Pour  donner  à  quelqu'un  la  connaissance  du  «  temps  »,  il 
faut  se  rappeler  que  toute  connaissance  nous  vient  par  l'in- 
termédiaire des  sens. 

(  )n  ne  saurait  trop  le  répéter  :  toute  idée  arrive  au  cerveau 
par  un  ou  plusieurs  sens;  Niliil  est  in  intellectu  quod  non 
prias  fuerit  in  sensu .' 

La  même  conviction  se  rencontre  non  seulement  chez  les 
«  matérialistes  »  —  ce  qui  va  de  soi  —  mais  encore  chez  les 
spiritualistes  les  plus  conséquents  et  les  plus  convaincus. 

«  Il  est  évident  •—  dit  Hirn  —  que  la  connaissance  des 
«  phénomènes  externes,  quels  qu'ils  soient,  ne  peut  dériver 
«  que  d'un  rapport  établi  entre  ce  phénomène  et  notre  être 
«  pensant.  » 

(Théorie  mécanique  de  la  chaleur.  Conséquences  philo- 
sophiques et  métaphysiques  de  la  thermo-dynamique.  Paris 
1868). 


Or,  certaines  manifestations  de  la  Nature  sont,  dans  leur 
appréciation  par  l'Homme,  à  la  fois  tellement  simples  et  tel- 
lement mêlées  aux  moindres  actes  de  notre  vie,  que  nous  en 
acquérons  la  connaissance  absolue  sans  nous  en  apercevoir; 
un  rapport  constant  est  établi  entre  ces  manifestations  et 
notre  être  pensant. 

C'est  le  cas  pour  les  phénomènes  «  temps  »,  «  espace  » 
l'espace  euclidien,  bien  entendu),  «  mouvement»,  etc.. 

Ces  faits  que  nous  appellerons  <«  faits  fondamentaux  », 
doivent  faire  l'objet  d'un  examen  approfondi  qui  dépasse  les 
limites  de  la  description  ordinaire;  et  ils  le  peuvent,  puis- 
qu'ils nous  sont  connus   non  par  un  ensemble   restreint  de 
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propriétés,  mais  par  la  totalité  de  celles  dont  la  perception 
peut  être  acquise  par  nous,  en  égard  à  la  constitution  actuelle 
de  nos  facultés  intellectuelles  el  de  notre  individu  physique. 

Gel  examen  approfondi  —  cas  particulier  d'une  description 
—  constitue  ce  qui  a  été  appelé,  plus  haut,  une  «  détermina- 
tion. » 

Précisons. 

Prétendre  «  définir  »  le  temps  et  l'espace  par  une  formule 
de  mots  (ou  de  symboles),  c'est-à-dire  vouloir  les  renfermer 
dans  un  assemblage  de  mots,  constitue  une  erreur  dialec- 
tique. 

Les  «  décrire  »  est  inutile  car  il  suffit,  pour  éveiller  chez 
presque  tout  le  monde  les  idées  correspondantes,  d'en  pro- 
noncer les  noms. 

C'est  que  nous  sommes,  à  ce  point  de  vue,  en  plein  dans 
l'expérience  de  chaque  instant. 

En  effet,  depuis  que  nos  yeux  se  sont  ouverts  à  la  lumière, 
nous  vivons  consciemment  dans  le  temps  et  l'espace. 

Nous  partageons  le  temps,  nous  l'évaluons  plus  ou  moins 
approximativement,  nous  en  suivons  l'écoulement,  ne  fùt-c 
que  par  le  retour  du  jour  et  de  la  nuit,  le  retour  des  repas, 
etc... 

Nous  nous  rendons  expérimentalement  compte  de  la  suc- 
cession des  «  parties  de  temps  »  découpées  dans  le  temps 
continu);  nous  leur  avons  donné  des  noms  :  heures,  minutes. 
Secondes,   etc.,   et   aussi  jour,  semaine,  mois,  année,   (Me. 

Nous  avons  imaginé  des  machines  qui  représentent,  pour 
nous,  ((  le  coins  du  temps  »,  et  Ions  nos  efforts  tendent  a 
avoir  de  telles  machines  (laites  par  l'homme)  nous  représen- 
tant le  «  cours  du  temps  »  avec  la  parfaite  régularité,  la  par- 
faite continuité,  la  parfaite  homogénéité  que  nous  avons  la 
conviction  d'avoir  reconnues  à  cette  manifestation  de  la  Na- 
ture cpie  nous  avons  appelée  «  temps  ». 

El  lorsque,  dans  une  science,  nous  introduisons  le  mol 
<■  temps  »  nous  n'avons  donc  ni  à  le  «  définir  »,  ni  à  le  o  dé- 
crire ». 

Mais  ce  qui  est  nécessaire,  c'est  d'insister  sur  Y  objectivité 
de  ce    phénomène,    c'est-à-dire   sur    son    existence    réelle  en 
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dehors  île  «  notre  moi  pensant  »,  qui  n'est  que  notre  «  sub- 
jectif  ».  Ce  n'est  pas  noire  pensée  qui  a  mis  le  temps  clans 
la  Nature.  C'est  la  Nature  qui  a  mis  dans  notre  pensée  le 
«  concept  humain  o  du  temps,  la  connaissance  du  temps, 
I  idée  du  temps  «  l'ait  fondamental.  » 

11  faut  aussi  insister  sur  la  continuité,  l'homogénéité,  la 
divisibilité,  etc.  du  temps. 

En  un  mot  il  faut  mettre  en  relief  les  propriétés  dont  on 
va  bientôt  faire  un  continuel  usage. 

Ces  faits  fondamentaux,  mis  ainsi  à  la  base  des  sciences, 
peuvent  seuls  donner  à  celles-ci  l'unité  qui  leur  est  néces- 
saire, et  qui,  fixant  nettement  dès  le  début  les  idées  de  l'élève 
comme  du  professeur,  permettront  la  meilleure  classification 
des  faits  scientifiques,  les  meilleures  synthèses,  et  par  suite 
le  meilleur  profit  pour  l'Humanité. 

Les  «  faits  fondamentaux  »  appartiennent  à  cette  classe  nom- 
breuse de  faits  scientifiques  que  ni  l'explication,  ni  la  dé- 
monstration, ne  peuvent  atteindre. 

On  en  acquiert  les  «  concepts  »  par  l'expérience  directe  et 
personnelle,  au  moyen  des  sens  aidés  par  nos  appareils  de  re- 
cherches expérimentales,  qui  ne  sont  qu'un  prolongement 
de  nos  sens. 

Puis  c'est  à  ces  «  faits  fondamentaux  »  que  toute  explica- 
tion d'un  fait  quelconque  ramène;  et  les  démonstrations  ne 
font  que  les  combiner  entre  eux. 

C'est  ainsi  que,  en  réalité  et  en  simplicité,  la  géométrie  est 
la  science  du  mouvement  dans  l'espace,  indépendamment  du 
temps,  de  la  masse,  etc. 

On  n'explique  et  ne  démontre,  ni  le  temps,  ni  l'espace,  ni 

le  mouvement,  ni  la  continuité on  en  constate  l'existence. 

Ils  constituent  les  événements  simples  dont  la  combinaison 
incessante  produit  les  phénomènes  complexes  naturels,  (qui 
sont  des  résultantes);  leur  décomposition  ramène  aux  faits 
fondamentaux  (qui  en  étaient  les  composantes). 

Quand  on  y  arrive  l'explication  des  faits  complexes  est  en- 
tière, complète,  définitive. 


Q  l  '  E  ST-C  E    Q  l  '  E    I.  E    T  E  M  P  S  ?  :  ;  l 

Ces  faits  fondamentaux  sont  ce  qu'il  y  a  de  vrai,  de  réel, 
•  ■t  de  logique  dans  les  «  axiomes  »  placés,  aujourd'hui  encore, 
à  l'entrée  de  tant  de  sciences,  comme  éléments  constitutifs 
de  ces  sciences. 

Or  l'examen  froid  et  impitoyable  des  axiomes  les  montre 
presque  tous  incapables  de  constituer  une  matière  scienti- 
fique, absurdes  au  point  de  vue  philosophique,  également 
propres  à  corrompre  la  faculté  de  raisonner  chez  l'homme. 

Donnons  ici  un  seul  exemple  :  «  le  tout  est  plus  grand  que 
la  partie.  » 

Cet  axiome  ne  marque-t-il  pas  le  point  extrême  de  la  pué- 
rilité dialectique? 

En  présence  d'une  pareille  niaiserie  la  critique  demeure 
sans  voix. 

D'autres  fois  les  axiomes  sont  des  restrictions  à  des  lois 
générales;  parfois  ils  sont  de  mauvaises  définitions  de  mots 
pris  immédiatement  avant  ou  après  dans  un  sens  différent. 

Quand  un  axiome  signifie  quelque  chose  de  raisonnable 
c'est  que  ce  quelque  chose  est  un  «  fait  »,  par  exemple  le 
fait  qu'entre  deux  points  on  ne  peut  mener  qu'une  seule  ligne 
droite,  fait  objectif,  réel,  naturel,  fait  d'expérience  directe 
incessamment  renouvelée. 

Si  bien  qu'après  un  examen  approfondi  de  la  question 
«  axiomes  »,  on  arrive  à  cette  conclusion  que  le  mot  «  axiome  » 
devrait  disparaître  du  langage  scientifique;  on  ferait  repa- 
raître son  élément  vrai,  réel  et  logique,  sous  la  dénomina- 
tion, irréprochable  à  tous  les  points  de  vue,  de  «  fait  fonda- 
mental »,  que  Girard  lui  a  donnée. 


Revenons  maintenant  a  notre  question. 

Qu'est-ce  que  le  temps? 

réponse  :  un  fait  fondamental,  naturel,  objectif,  existant 
en  dehors  de  notre  moi  pensant,  et  dont  la  notion  (le  con- 
cept) est  mise  dans  ce  moi  pensant  (notre  subjectif  par  une 
expérience  continue,  commençant  a  notre  naissance  pour  ne 
finir  qu'à  notre  mort. 
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Tout  ce  qui  se  rapporle,  humainement  parlant,  à  ce  l'ail 
Ibiulaniental,  est  éveillé  dans  notre  esprit  par  le  seul  pro- 
noncé du  mol  o  temps  ». 

Ainsi  en  abordant  la  question  de  la  mesure  du  temps,  il 
est  établi  que  nous  savons,  par  expérience  personnelle,  ce 
que  c'est  que  le  temps,  avec  sa  continuité,  sa  régularité,  son 
homogénéité 

Et  nous  nous  bornons  à  en  déterminer  des  durées  et  à  en 
fixer  des  instants. 

lue  durée  sera  pour  nous  une  quantité  de  temps. 

Un  instant  sera  pour  nous  l'élément  qui  s'écoulant,  (au  fi- 
guré) du  passé  vers  l'avenir,  avec  une  vitesse  constante,, 
forme  le  temps.  Cet  élément,  que  nous  appelons  instant, 
sera,  si  l'on  veut,  l'atome  du  temps,  que  nous  irons  saisir, 
parla  pensée  et  par  nos  instruments,  en  un  point  quelconque 
de  sa  marche,  ou  du  moins  de  ce  qiie  nous  dénommons  ainsi, 
par  manque  de  langues  mieux  appropriées.  L'instant  dans  le 
temps  sera  l'analogue  du  point  dans  l'espace.  Il  faut  les 
associer  au  mouvement  pour  obtenir,  d'une  part  le  tempsr 
de  l'autre  la  ligne,  la  surface,  le  volume. 


J'ai  donné  ce  chapitre  tel  que  je  le  retrouve  dans  mes  car- 
nets de  notes  rédigés  en  pleine  brousse,  pour  la  formation 
pratique  de  jeunes  gens  frais  émoulus  de  l'Ecole;  ce  n'était 
pas  eux  que  gênait  la  définition  du  mol  temps,  c'était  moi. 

En  disant  ici  comment  j'avais  diminué  ma  gène,  je  n'ai 
d'autre  prétention  que  de  provoquer  peut-être  la  discussion 
sur  ce  point,  afin  d'en  tirer  pour  mon  propre  compte  tout  le 
profil  possible. 

Comin1  Lemaire  (Bruxelles), 

chef  de  i  ;  •  mission  scientifique  du  Ka-Tanga  (1898-1900) 
et  de  la  mission  scientifique  du  Bahr-el-Ghazal  (1902-1905), 


SUR  LES  DERNIERES  MODIFICATIONS 

DANS  L'ENSEIGNEMENT  DES  MATHÉMATIQUES 

AUX  ÉCOLES  RÉALES  EN  RUSSIE 


Parmi  les  communications  nombreuses  sur  l'enseignement  des 
mathématiques  dans  des  divers  pays,  que  nous  avons  entendu 
avec  beaucoup  d'intérêt  au  IVme  Congrès  des  Mathématiciens,  à 
Rome,  il  manquait  complètement  la  revue  de  l'état  de  renseigne- 
ment mathématique  en  Russie.  Il  sera  donc  conforme  aux  vœux 
du  Congrès,  et  de  quelque  intérêt  pour  les  lecteurs  de  cette  Revue, 
d'avoir  un  aperçu  des  changements  qu'ont  subis  les  programmes 
de  Mathématiques  dans  les  écoles  réaies  en  Russie.  Les  lecteurs 
de  Y  Enseignement  mathématique  ont  eu,  en  1893,  les  articles  de 
M.  Bobynin  sur  renseignement  mathématique  secondaire  et  supé- 
rieur en  Russie  dans  son  état  actuel1,  ce  qui  me  permet  [quoique 
je  ne  sois  pas  tout  à  l'ait  d'accord  en  quelques  points  avec  l'hono- 
rable auteur]  de  me  restreindre  aux  changements  introduits  pen- 
dant les  deux  dernières  années.  Je  me  borne  aux  écoles  réaies, 
parce  (pie  l'enseignement  mathématique  y  est  plus  complet  et  a 
subi  d'ailleurs  des  changements  plus  considérables. 

Suivant  le  plan  d'études  approuvé  par  le  Ministre  de  l'Instruc- 
tion publique  le  26  VI  8  VII)  1906,  les  matières  de  renseignement 
sont  distribuées  de  la  manière  suivante  : 

I  r.  (>(  2""  classes  :  Arithmétique,  \  leçons  par  semaine. 

3""'  classe  :  Arithmétique,  2;  Algèbre.  2;  total  4. 

V"  classe  :  Algèbre,  3;  Géométrie  et  dessin  géométrique,  k  ; 
total  7. 

.")""'  classe  :  Algèbre,  3  ;  Géométrie,  3:  total  (i. 

(!""  classe  :  Algèbre  cl  trigonométrie  4  :  Géométrie  2;  total  6. 

Je  ne  reproduirai  pas  les  programmes  en  entier  et  j'indiquerai 
seulement  les  changements.    Comp.  Bobynin  1.  c. 

Arithmétique.  —  Les  théorèmes  sur  la  divisibilité  des  nombres 
ne  figurent  plus  dans  les  programmes  des  deux  premières  classes  ; 
ils  ><>nt  remis  a  la  septième.  De  plus  ces  programmes  ne  sonl  pins 
divises,  mais  ils  l'ont  un  tout,  et  la  remarque  méthodologique  qui 


1  Enseignement  Becondaire,  |>.  237-261.  Enseignement  supérieur,  p.  397-414. 
L'Enseignement  mathém.,  il* année;  1909. 
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suit  le  texte  laisse  libre  d'augmenter  ou  de  diminuer  l'ensemble 
des  questions  à  étudier  en  première,  suivant  les  cas,  pourvu  toute- 
fois que  le  programme  soit  rempli  en  entier  dans  deux  années.  Du 
cours  de  la  troisième  sont  exclus  la  règle  conjointe  et   l'escompte. 

Algèbre.  — La  «résolution  des  équations  numériques  du  pre- 
mier degré  à  une  inconnue  »  figure  dans  le  cours  de  la  troisième. 
La  division  des  polynômes  est  remise  au  contraire  à  la  quatrième. 
L'extraction  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  et  de  la  racine 
cubique  du  nombre  et  d'un  polynôme  est  supprimée.  La  remarque 
méthodologique  jointe  au  programme,  dit  que  dans  cette  classe 
.(quatrième)  il  faut  faire  attention  spécialement  à  la  résolution  des 
problèmes  à  l'aide  des  équations  et  donner  des  exemples  sur  les 
divers  cas  qui  peuvent  se  présenter,  ainsi  que  sur  l'équivalence 
des  équations,  mais  (pie  systématiquement  la  discussion  des 
équations  et  leur  équivalence  ne  doivent  pas  être  enseignées.  Le 
cours  de  la  cinquième  commence  par  l'extraction  de  la  racine 
carrée  des  nombres  avec  l'approximation  donnée  ;  racine  carrée 
incommensurable,  notions  sur  les  nombres  irrationnels  et  sur  les 
opérations  avec  ces  nombres.  Après  le  chapitre  sur  les  équations 
du  2""  degré  se  trouve  introduite  la  notion  des  racines  imagi- 
naires. Sont  mentionnées  explicitement  :  la  détermination  des 
signes  des  racines  réelles  d'après  les  signes  des  coefficients  de 
L'équation  du  second  degré  et  la  construction  d'une  pareille  équa- 
tion d'après  ses  racines. 

Les  équations  bicarrées,  proportions  arithmétique  et  géomé- 
trique (avec  application  aux  fractions  décimales  périodiques),  ter- 
minent le  programme  de  la  cinquième  classe,  qui  parait  assez 
surchargé.  La  résolution  de  l'inéquation  du  premier  degré  à  une 
inconnue  est  maintenant  supprimée;  la  résolution  de  l'équation 
indéterminée  du  premier  degré  à  deux  inconnues  est  renvoyée  à 
la  septième.  La  théorie  des  logarithmes  est  concentrée  dans  le 
cours  de  la  sixième,  dont  le  programme  commence  par  des  expo- 
sants fractionnaires,  négatifs  et  irrationnels;  il  passe  ensuite  aux 
logarithmes,  à  la  résolution  des  équations  exponentielles,  à  l'ana- 
lyse combinatoire  au  binôme  de  Newton  (pour  l'exposant  entier 
positif  et  aux  fractions  continues.  La  discussion  des  équations 
du  premier  et  du  second  degré  est  remise  au  cours  de  la  septième 
classe  L 

Géométrie.  —  Le  nombre  des  leçons  a  été  diminué  en  quatrième 
\  avec  li'  dessin  géométrique  au  lieu  de  5);  les  lignes  proportion- 
nelles el  la  similitude  des  triangles  et  (les  polygones  sont  remises 
a  la  cinquième,  dont  le  nombre  de  leçons  est  aussi  réduit  à  3  par 
semaine,  mais  dont  le  cours  est  augmenté  encore  par  l'introduc- 


1  Eb1  rajé  encore  vie  problème  des  courriers»  qui  figurait  avant  dans  les  programmes.  La 
circulaire  du  :!•;  IV  1907  ajoute  an  cours  «le  la  sixième  après  la  théorie  des  logarithmes  :  «inté- 
rôts  composés  et  annuités  ». 
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lion  de  la  construction  des  formules  algébriques  homogènes  les 

plus  simples,  drs  racines  de  l'équation  du  second  degré,  de  la 
discussion  de  quelques  problèmes  <lu  second  ordre,  ainsi  que  du 
principe  de  l'homogénéité.  Ces  questions  figuraienl  avant  au  pro- 
gramme de  la  septième  classe  complémentaire),  avec  plus  de 
détails.  En  revanche  la  stéréométrie  est  remise  à  la  sixième  classe. 
De  plus  "  la  remarque  méthodique»  qui  suit  les  programmes  con- 
seille de  «  ne  pas  entrer  dans  des  finesses  superdues  sur  les  ques- 
tions de  proportionnalité  et  de  la  mesure  de  la  longueur  de  la  cir- 
conférence, de  l'aire  du  cercle  et  des  surfaces  et  volumes  des  corps 
ronds  dans  les  cours  de  la  quatrième,  cinquième  et  sixième  classe, 
—  la  discussion  approfondie  de  ces  questions,  fondée  sur  la  théo- 
rie des  limites,  doit  avoir  lieu  dans  la  classe  complémentaire  >>. 

En  sixième  2  leçons  sont  consacrées  à  la  stéréométrie.  On  a 
rayé  du  programme  :  l'égalité  des  angles  trièdres  et  les  condi- 
tions de  l'égalité  et  de  la  similitude  des  prismes  et  des  pyramides. 

La  Trigonométrie  est  divisée  en  deux  parties,  dont  la  première 
relative  à  la  résolution  des  triangles  est  étudiée  en  sixième1;  la 
seconde,  qui  comprend  la  théorie  des  fonctions  trigonométriques, 
est  remise  à  la  septième. 

Les  changements  indiqués  plus  haut  sont  introduits  depuis 
l'année  scolaire  1906-1907.  Les  programmes  de  la  classe  septième 
complémentaire)  ont  subi  plus  de  changements.  Le  dessin  pro- 
jectif  est  rayé  depuis  1906-1907);  les  2  leçons  qui  lui  étaient  con- 
sacrées sont  rendues  aux  Mathématiques.  On  a  introduit  les  élé- 
ments du  Calcul  infinitésimal  et  de  la  Géométrie  analytique.  Les 
programmes  que  je  reproduis  ci-après  in-extenso2,  sont  mis 
en  exécution  depuis  l'année  scolaire  1907-1908.  Conformément  à 
ces  changements  on  a  modifié  les  examens  des  mathématiques  en 
septième  :  au  lieu  de  trois  prohlèmes  sur  l'algèbre,  l'application 
de  l'algèbre  à  la  géométrie  et  la  trigonométrie)  en  1906-1907  on  en 
a  proposé  deux  :  un  sur  l'Algèbre  et  un  sur  la  Trigonométrie. 
Depuis  1907-1908  pour  l'épreuve  écrite  on  doit  proposer  Circulaire 
de  .)  XI  1«)()7,  n°  24914)  deux  problèmes,  dont  l'un  sur  la  Trigono- 
métrie et  l'autre  sur  le  cours  spécial;  il  est  laissé  au  loisir  des 
conseils  pédagogiques  des  écoles  réaies  de  choisir  le  thème  sur 
l'Analyse  infinitésimale  ou  bien  sur  la  Géométrie  analytique.  La 
circulaire  du  10  111  1908  n°  7095]  prescrit  de  ne  point  proposer  à 
l'examen  oral  des  questions  et  des  problèmes  sur  la  Géométrie. 

Kharkoff,  25  VII    7  VIII    L908.  D.  Sintsof. 

(Voir  le  Programme,  page  suivante). 


1  Le  nombre  des  leçons  d'Algèbre  et  de  Trigonométrie  est  assigne  sommairement  égal  .i  S. 

2  Je  crois  utile  de  le  faire  pour  montrer  1»  tendance  de  réglementer  tous  les  détails,  ce  qui 
«•si  caractéristique  à  toutes  les  mesures  du  Ministère  russe.  —  Toutes  les  dispositions  --"ni 

tirées  dos  documents  officiels  —  du  »  Journal  du  Ministère  de  L'Instruction  publiqi 1907  et 

unis  et  de  la  Circulaire  i> -  le  district  scolaire  de  Kharkoff,  année  1906,  n°'  '.».  10;  année  1907, 

qoi  2,  3,  6  et  T  et  1908,  n«  1. 
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RAMM1      Dl     MATHÉMATIQUES    P0UB     H    CLASSJ     SUPPLÉMENTAIRE    DES    ÉCOLES 

m  Mi-  russes,  approuvé  par  le  Ministère  de  l'Instruction  publique  et  intro- 
duit depuis  l'année  scolaire  1907-1908. 

I.  Arithmétique.  -  Théorèmes  principaux  sur  la  divisibilité  des  nombres. 
Plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  eutiers.  Résolution  des  équa- 
tion- indéterminées  du  premier  degré  à  deux  inconnues  en  nombres  entiers 
et  positifs. 

II.  Algèbre.  —  Nombres  complexes  (imaginaires).  Opérations  avec  les 
nombres  eomplexes  :  addition,  soustraction,  multiplication,  division,  puis- 
sance [binôme  de  Newton)  et  extraction  de  la  racine  carrée.  Propriétés 
principales  de  la  fonction  entière  et  de  ses  racines.  Cas  particuliers  :  fonc- 
tions  .»  "  —  a"  el  ar'p  -f-  b.rp  -f-  c-  Solutions  étrangères.  Discussion  des 
équations  du  premier  degré  à  une  inconnue  et  du  système  de  deux  équations 
du  premier  degré  a  deux  inconnues.  Cas  d  indétermination  et  d  incompatibilité. 

III.  Trigonométrie.  —  Fonctions  trigonométriques  de  l'arc.  Variation  des 
fonctions  trigonométriques  pour  la  variation  de  l'arc  de  —  x  à  -)-  x  .  For- 
mules de  réduction  des  fonctions  trigonométriques  d'un  arc  quelconque  aux 

fonctions  trigonométriques  de  l'are  compris  entre  0  et  —.  —  Relations  entre 

les  fonctions  trigonométriques  d'un  même  arc.  —  Théorème  d'addition  (fonc- 
tions trigonométriques  de  la  somme  et  de  la  différence  des  arcs).  Fonctions 
trigonométriques  de  l'are  multiple  et  du  demi-arc.  Transformation  de  la 
somme  et  fie  la  différence  de  deux  sinus  ou  de  deux  cosinus  en  un  produit. 
La  notion  des  fonctions  circulaires  inverses.  —  Equations  trigonométriques. 

■r3 
—  Les  inégalités  sin  >  <^  *  <C  tang  x  et  0  <^  x  —  sin  x  <^  —  pour    les   arcs, 

compris  entre  0  et  —  et  la  possibilité  du  calcul  approché  des  fonctions  tri- 
gonométriques, qui  en  découle. 

IV.  Eléments  de  Géométrie  analytique.  —  Détermination  de  la  position 
d'un  poinl  sur  un  plan  par  ses  coordonnées  rectangulaires.  Distance  de  deux 
points.  Coordonnées  «lu  point  milieu  d'un  segment  rectiligne  à  l'aide  des 
coordonnées  de  ses  extrémités.  —  Ligne  droite.  Formes  diverses  de  1  équa- 
tion de  la  ligne  droite  :  1°  équation  résolue  relativement  à  l'une  des  coor- 
données  ;  -"  équation  aux  segments  ;  3°  équation  normale  ;  el  ï°  équation  gé- 
nérale du  premier  degré.  Equation  des  droites  qui  passent  par  unpoint  donné. 
Equation  de  la  droite  qui  passe  par  deux  points  donnés.  Intersection  de 
deux  droites  données.  Angle  de  deux  droites  ;  conditions  pour  qu'elles 
soient  parallèles  ou  perpendiculaires.  Distance  d'un  point  à  une  droite. 
Expression  de  l'aire  d'un  triangle.  —  Déplacement  de  l'origine  des  coordon- 
na '■(  s  —  Cercle.  Son  équation  en  coordonnées  rectangulaires.  —  Coordon- 
née- polaires.  Spirale  d'Ârchimède.  Idée  générale  des  coordonnées  et  des 
lieux  géométriques.  Sections  du  cône  circulaire  droit  par  des  plans  ne  pas- 
sant pas  par  le  sommet.  Trois  types  de  sections  :  ellipse,  parabole,  hyperbole. 
Leur  propriété  caractéristique —  que  h-  rapport  des  distances  de  chacun  de 
leur-  points  an  loyer  et  à  la  directrice  esl  constant.  Equations  en  coordon- 
née- polaire-.  Equations  en  coordonnées  rectangulaires  par  rapport  au  som- 
met. Equations  de  i  ellipse  el  de  l'hyperbole  par  rapport  aux  centres  et  aux 
axes.  Fllipse.  comme  projection  du  cercle.  Equations  de  l'ellipse  et  de  l'hy- 
perbole in  coordonnées  bi-polaires.  Equation  de  la  tangente  en  un  point  donné 
de  la  courbe.  Diamètres  de  l'ellipse,  de  l'hyperbole  et  de  la  parabole. 


MELANGES    ET    CORRESPONDANCE  :;: 

V.  Eléments   d'analyse   infinitésimale.   —    Fondements   de   la   théorie   des 

limites.  Application  de  la  théorie  <li's  limites  ;i  la   mesure  de  la  longueur  de 

La  circonference.de  l'aire  du  cercle,  des  surfaces  el  des  volumes  du  cylindre, 

si ii  .*• 
du  cône  el  de  la  sphère.  Limite  du  rapport  — —  pour  x  tendant  vers  zéro. 

/          1  \" 
Limite  vers  laquelle  tend   le  binôme  (  I  -| I    quand  n  croît   indéfiniment. 


Système  naturel  «les  logarithmes.  .Module.  —  Variable  indépendante  (argu- 
ment) ei  dépendante  (fonction).  Fonction  explicite  et  implicite.  Variation 
continue  de  l'argument.  Fonction  continue  pour  la  valeur  donnée  <le  l'argu- 
ment el  dans  le  domaine  donné  de  l'argument.  Exemples  de  fonctions  con- 
tinues; fonction  ax '.  Représentation  géométrique  des  fonctions.  —  Notion  de 
la  dérivée  et  de  la  différentielle  d'une  fonction.  Signification  géométrique  et 
mécanique  de  la  dérivée.  —  Dérivées  de  la  somme,  de  la  différence,  du 
produit  et  du  quotient  de  fonctions.  Dérivées  et  différentielles  d'une  fonction 
composée.  Dérivée  de  la  fonction  inverse.  —  Dérivées  des  fonctions  .*•"',  ex- 
ponentielle, logarithmique  et  des  fonctions  trigonométriques.  —  Représen- 
tation géométrique  de  la  propriété  de  la  fonction  continue  :  «si  la  fonction 
est  continue  dans  un  certain  domaine  de  l'argument  et  si  aux  limites  du 
domaine  elle  prend  des  signes  contraires,  elle  s'annule  à  l'intéiieur  du  do- 
maine». —  Représentation  géométrique  du  théorème  de  Rolle  ;  théorème 
de  Lagrange.  —  Les  critères  de  la  croissance  et  de  la  décroissance  des 
fonctions.  Valeurs  extrêmes  de  la  fonction  dans  le  domaine  donné  de  l'argu- 
ment ;  leur  recherche.  Equations  de  la  tangente  el  de  la  normale  d  une 
courbe  donnée  au  point  donné  ;  tangentes  de  l'ellipse,  de  l'hyperbole  et  de 
la  parabole.  Notion  de  l'intégrale  définie.  Application  au  calcul  des  aires. 
Notion  de  l'intégrale  indéfinie'. 


MELANGES  ET  CORRESPONDANCE 


Un  peu  plus  de  Cinématique. 

11  est  une  branche  de  la  mécanique  qui  échappe  aux  postulats 
newtoniens:  c'est  la  cinématique.  Au  moment  où  ces  postulats 
sont  si  discutés,  ne  serait-il  pas  opportun  que  l'attention  des  cher- 
cheurs se  reporte  sur  elle  ? 

Toute  peu  étendue  qu'elle  soit  actuellement,  elle  n'en  suffit  pas 
moins  à  l'explication  de  nombreux  mécanismes.  Un  progrès  en 
cette  partie  pourrait  avoir  de  grandes  conséquences. 

Voici  un  point  de  départ  qui  mené  fort  loin  : 

Problème.  Un  point  matériel  M  étant  soumis  à  une  rotation 
propre,  autour  d'un  axe  A,  dans  un  système  qui  est  tout  entier 
entraîné  dans  une  rotation  autour  d'un  axe  B,  déterminer  la  tra- 
jectoire de  ce  point  dans  la  suite  du  temps. 
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Nous  spécifions  —  et  c'est  là  la  nouveauté  —  que  la  distance  \\ 
du  mobile  à  son  axe  A  doit  rester  invariable.  Mais  sa  distance  a 

l'axe  B  pourra  varier  du  fait  même  de  la  rotation  propre.  Soit  ip 
l'angle  que  l'ont  les  deux  axes  A  <-t  1)  :  ed  angle  demeure  constant. 

Le  lieu  le  plus  étendu  des  points  situés  à  la  distance  I!  d'un 
axe  A  es1  un  cylindre  de  révolution  indéfini,  de  rayon  11,  décrit 
autour  de  cet  axe:  notre  mobile  ne  peut  (pie  demeurer  à  la  surface 
de  ce  cylindre. 

D'autre  paît,  l'entraînement  est  la  rotation  d'un  système  varia- 
ble, puisque  tous  les  points  n'en  sont  pas  immobiles.  Nous  nous 
taisons  une  idée  d'une  telle  rotation  en  subdivisant  le  temps  en 
intervalles  infiniment  petits  et  assimilant  le  système  variable  à  un 
système  invariable  durant  chacun  de  ces  intervalles. 

Pendant  une  de  ces  subdivisions  du  temps,  notre  mobile  est 
donc  astreint  aussi  à  se  trouver  sur  un  certain  cylindre  de  révolu- 
tion décrit  autour  de  l'axe  B.  Sa  trajectoire,  pendant  le  même 
temps,  sera  donc  un  (dément  de  l'intersection  de  ce  cylindre  et  de 
celui  de  la  rotation  propre. 

Supposons  que  les  axes  A  et  B  se  rencontrent  en  un  point  0.  Ce 
point  restera  lixe. 

Prenons  notre  mobile  sur  la  perpendiculaire  commune  aux  deux 
axes  A  et  B,  soit  en  M0,  nos  deux  cylindres  ont  alors  même  rayon, 
et  leurs  axes  concourent.  Leur  intersection  est  donc  plane  et  la 
trajectoire,  elliptique. 

On  voit  aisément  que,  en  considérant  comme  axes  de  rotation 
les  demi-droites  menées  selon  la  convention  classique,  le  seul  plan 
d'intersection  qui  convienne  est  le  plan  bissecteur  extérieur  de 
L'angle  des  deux  axes.  L'ellipse  que  ce  plan  détermine  a  pour  petit 
axe  b.  et  pour  excentricité  e,  savoir  : 

b  =  R  e  =  sin  -"- 

Traçons  cette  ellipse  en  entier  :  elle  sera  le  lieu  des  points  du 
plan  qui  sont  à  la  distance  R  de  l'axe  OA  ;  et  puisque  le  plan  est 
bissecteur,  ce  sera  aussi  le  lieu  des  points  situés  à  la  même  dis- 
tance de  OB.  Si  nous  envisageons  le  mobile  en  une  position  quel- 
conque sur  cette  ellipse,  il  y  retrouvera  les  mêmes  conditions 
qu'en  M0. 

A  chaque  intervalle  de  temps,  un  point  pris  sur  le  plan  bissec- 
teur extérieur  a  donc  sa  trajectoire  élémentaire  sur  ce  plan,  et  elle 

est  un  élément  de  l'ellipse  définie  par  b  =  R,  e  =  sin  |. 

Dans  la  suite  du  temps,  le  plan  bissecteur  tourne,  de  même  que 
Taxe  OA,  autour  de  l'axe  fixe  OB,  et  il  décrit  autour  de  cet  axe 

un  cône  «le  révolution  ayant  pour  demi-angle  au  sommet  -         • 
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Mais  rapportons  le  mouvement  du  point  M  à  un  système  de  coor- 
données participani  à  l'entraînement  :  soit,  un  trièdre  I  rirectangle, 
ayant  pour  axe  des  :.  <  M>.  pour  axe  des  //.  la  perpendiculaire  com- 
mune OM0 ,  l'axe  des  x  étant  perpendiculaire  aux  deux  autres. 
Dans   un  tel  système,  l'axe  (  )A  e1   le  plan  bissecteur  restent  fixes. 

Or,  la  propriété  que  possède  le  point  M  d'être  à  la  distance  R 
<lf  l'axe  OA  et  de  devoir  l'ester  invariablement  a  cet  le  distance  et 
celle  encore  d'être  à  la  distance  R  de  OB  et  de  rester  durant  un 
intervalle  de  temps  infiniment  petit  à  la  même  distance  de  OB  sub- 
sistent en  quelque  système  que  l'on  ait  à  en  examiner  les  effets. 

Soient  donc  1 0 ,  /, .  /.,  trois  instants  consécutifs,  séparés  par  les 
intervalles  infiniment  petits  /\t(l.  /\tx .  Si.  a  l'instant  /,,  dans  notre 
système,  le  mobile  est  vu  sur  le  plan  bissecteur  et  sur  l'ellipse  sus- 
indiquée,  il  se  déplacera,  durant  l'intervalle  AV  sur  ce  plan  et 
cette  ellipse,  qui  sont  fixes  pour  nous:  il  s'y  retrouvera  donc  au 
temps  t0  -\-  A^n  =  En  puis  au  temps  /,  +  A^i  ou  t,,  et  ainsi  de 
suite.  Le  poit  M  se  déplacera  donc  d'une  manière  continue  sur 
les  dits  plan  et  ellipse. 

Plan  et  ellipse  sont  fixes  dans  l'intérieur  du  système  où  nous 
nous  sommes  placés  ;  mais  ils  sont  mobiles  par  rapport  à  des  re- 
pères extérieurs.  Le  grand  axe  de  l'ellipse  est.  à  chaque  instant, 
sur  l'intersection  du  plan  bissecteur  avec  le  plan  des  axes  AOB, 
lequel  n'est  autre  que  notre  plan  des  .r,  c.  Soit  OD  ce  grand  axe 
de  l'ellipse,  qui  est  dans  le  système  une  ligne  fixe;  mais  si,  à  un 
instant  ta  .on  a  repéré  la  direction  de  cette  ligne  sur  quelque  étoile 
éloignée,  et  tracé  sur  le  plan  cette  direction  OD0,  on  verra  sur  le 
plan  du  mouvement  cette  direction  OD0  s'écarter  continuellement 
de  la  direction  OD.  Le  plan  et  toute  figure  liée  à  OD  paraîtront 
donc  pivoter  autour  du  point  0. 

En  examinant  les  choses  d'un  point  de  vue  extérieur  à  notre  sys- 
tème, c'est,  au  contraire,  la  direction  0D„  qui  sera  fixe,  et  la  direc- 
tion OD  qui  s'en  écartera  continuellement. 

Le  mobile  n'en  décrit  pas  moins  son  ellipse,  mais  celle-ci  est 
tropique  ; 

Le  pivotement  de  OD  par  rapport  à  OD0  constitue  une  sorte  de 
mouvement  précessoraïj 

Enfin,  le  plan  du  mouvement  éprouve  sa  variation  c>>/ti</in>  autour 
de  l'axe  fixe  OB. 

Les  conditions  de  vitesse  des  mouvements  composants  pourront 
taire  que  le  premier  de  ces  mouvements,  le  mouvement  elliptique, 
paraisse  exister  seul,  le  deuxième  étanl  presque  insensible  et  le 
troisième,  tout  a  fait  négligeable.  Mais  ces  trois  sortes  de  mouve- 
ments existent  toujours. 

En  quelque  position  qu'un  mobile  se  trouve  par  rapport  aux 
axes  A  et  B.  et  quand  même  ces  axes  ne  se  rencontreraient  pas. 
on  peut  toujours    mener,    par  une  position  \.    un    plan   bissecteur 
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extérieur  de  l'angle  des  axes  représentatifs  des  deux  rotations. 
Soit  On  le  point  où  ce  plan  rencontre  l'axe  A;  menons  par  0«  une 
parallèle  OJB'  à  l'axe  B.  On  peut  substituer  à  la  rotation  d'en- 
traînemenl  une  rotation  égale  autour  de  l'axe  OB',  plus  une  cer- 
taine translation  a  déterminera  chaque  instant. 

Sous  l'influence  de  la  rotation  propre  e1  de  la  rotation  autour 
de  <>B'.  le  mobile  N  décrit  une  ellipse,  pivotant  dans  son  plan  au- 
tour de  On  .  pendant  que  ce  plan  varie  coniquemenl  dans  l'espace. 
La  translation  complémentaire  ne  modifie  en  rien  la  direction  des 
plans,  ni  les  déplacements  angulaires;  mais  elle  reporte  le  point 
de  pivotement  au  véritable  point  lixe.  qui  est  l'intersection  du 
plan  bissecteur  avec  l'axe  lixe  B.  Et,  durant  chaque  intervalle  de 
temps  inliniment  petit,  cette  translation  respecte  aussi  le  mouve- 
ment elliptique  élémentaire,  mais  en  le  soumettant,  par  la  suite 
du  temps,  à  son  propre  changement  de  direction. 

La  trajectoire  du  mobile  peut  donc  toujours,  dans  les  limites 
utiles  d'ailleurs,  être  définie  par  une  ellipse  pivotant  autour  d'un 
point  de  son  plan,  pendant  que  ce  plan  varie  coniquement  dans 
L'espace  autour  du  même  point. 

Quand  un  pendule  bat  à  la  surface  de  la  Terre,  la  distance  du 
centre  de  percussion  à  l'axe  d'oscillation  est  une  donnée  qui  ne 
varie  pas.  soit  que  le  pendule  batte  ou  ne  batte  pas,  ni  du  fait  que 
la  Terre  tourne.  Le  cas  rentre  donc  dans  les  conditions  de  notre 
problème.  L'expérience  du  Panthéon  a  rendu  manifeste  les  trois 
sortes  d'effets  que  nous  venons  d'indiquer  :  trajectoire  tropique 
alternativement  différente  ,  pivotement  précessoral  alternatif  . 
variation  conique  dans  l'espace. 

La  détermination  des  mouvements  dans  notre  problème  exige 
une  analyse   plus  approfondie  que  ce  qui  précède.  On  démontre  : 

1°  Que  lorsque  le  mobile  est  sur  le  plan  bissecteur,  il  décrit  sur 
L'ellipse  tropique  des  secteurs  égaux  dans  des  temps  égaux,  l'ori- 
gine de  ces  secteurs  étant  au  centre  de  l'ellipse. 

2°  Lorsque  le  mobile  est  en  dehors  de  ce  plan,  le  mouvement 
analogue  est  possible  encore,  mais  dans  certaines  limites;  les  sec- 
teurs égaux  décrits  dans  des  temps  égaux  ont  alors  pour  sommet 
commun  l'un  ou  l'autre  foyer. 

31  Lorsque  les  axes  ne  se  rencontrent  pas,  les  secteurs  décrits 
SUCCessivemenI  dans  des  temps  égaux  ne  peuvent  être  égaux  ni 
autour  du  centre,  ni  autour  (l'un  foyer,  ni  autour  d'aucun  autre 
point. 

Les  conditions  de  possibilité,  de  stabilité  ou  d'instabilité,  de 
persistance  ou  de  cessation  de  ces  mouvements  offrent  un  grand 
intérêt  et  louchent  a  diverses  questions  de  physique  et  d'astro- 
nomie. 

Comm'   Litre     Toulouse). 
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M  K  I.  A  N  G  E  S    E  T    CO  I!  R  E  S  I'  <)  N  DANC  E 


A  propos  d'un  article  de  M.  Burali-Forti  sur  le  calcul  vectoriel. 

Dans  le  numéro  de  V Enseignement  mathèm.  du  15  sept.  1908 
M.  Burali-Forti  a  produit  des  arguments  qu'il  estime  de  nature  a 
orienter  le  choix  d'une  notation  pour  le  calcul  vectoriel.  Il  est 
permis  de  se  demander  s'il  y  a  un  intérêt  réel  à  fixer  la  notation 
pour  ce  domaine  particulier  des  Mathématiques,  contrairement  à 
ce  qui  a  lieu  dans  tous  les  autres  domaines,  où  l'usage  seul  a  fait, 
jusqu'à  présent,  œuvre  d'unification  plus  ou  moins  imparfaite. 

Une  notation  vectorielle  ne  présente  en  effet  rien  de  bien  parti- 
culier et  les  quelques  lignes  nécessaires  pour  l'exposer  ne  dépas- 
sent pas  les  limites  du  préambule  indispensable  dans  toute  œuvre 
mathématique.  De  fait,  il  s'agit  uniquement  de  représenter  deux 
opérations  sur  les  vecteurs  produit  externe  et  produit  interne). 
Dans  ces  conditions,  la  question  n'est-elle  pas  sans  importance'.' 

Quant  aux  propriétés  des  opérations  linéaires  (ou  transforma- 
tions homographiques)  et  au  calcul  cpii  serait  susceptible  de  les 
mettre  automatiquement  en  œuvre,  ce  sont  choses  indépendantes 
de  la  notation  vectorielle  elle-même.  C'est  ainsi  que  les  formules 
élémentaires  signalées  par  M.  Burali-Forti  se  trouvent  dans  la 
plupart  des  traités  sur  les  quaternions,  exprimées,  il  est  vrai,  sous 
des  formes  un  peu  différentes,  mais  tout  aussi  simples  —  plus 
simples  même,  à  mon  avis,  puisque  mes  préférences  personnelles 
vont  à  la  notation  quaternionienne. 

Au  surplus,  pense-t-on  faire  observer  une  restriction  à  la  li- 
berté qui  ne  s'imposerait  pas  d'elle-même? 

G.  Combebiac  (Bourges.) 


Sur  une  fonction  continue  sans  dérivée 
à  propos  d'un  article  de  M.  Cahen. 

M.  Cahen  a  donné  dans  l'Enseignement  mathématique,  t.  V1I1, 
p.  361  un  exemple  de  fonction  continue  n'ayant  pas  de  dérivée 
pour  une  infinité  de  valeurs  de  la  variable.  En  étudiant  plus  avant 
cette  fonction,  qu'il  appelleXfa^,  voir  Ann.  de  l'Ec.  normale  sup., 
XXV,  p.  200-21'.».  L908   il  trouve  les  propriétés  suivantes: 

Pour  toute  valeur  de  .i\  appartenant  a  un  certain  ensemble 
infini  dénombrable  Y.  .  dont  les  éléments  sont  certaines  fonctions 
rationnelles  d'uo  paramètre  a,  la  fonction  prend  une  valeur  qui 
est  la  même  fonction  rationnelle  d'un  paramètre  l>. 

o  On  peut  donc  calculer  ces  valeurs  sous  forme  finie.  La  fonction 
\  dépend  des  deux  paramètres  a,  h  ;  il  y  a  donc  une  double  infinité 


M  l  l. .  I  .Y  G  E  S     E  T    CO  II  R  E  S  P  0  N  DANC  E  S  : 

<lr  ces  fonctions  :  mais  on  ramène  leur  étude  ;i  (•«•11*-  d'une  simple 
infinité  <le  fonctions  ne  contenant  qu'un  paramètre. 

«  La  fonction  X  n'a  de  dérivée  pour  aucune  valeur  de  .r,  sauf 
peut-être  pour  des  valeurs  exceptionnelles. 

e  Cette  fonction  satisfait  à  une  infinité  de  relations  fonction- 
nelles, qui  permettent  de  calculer  sa  valeur  pour  toute  valeur  de  .r, 
quand  on  la  connaît  pour  les  valeurs  de  x  comprises  dans  certains 
intervalles,  aussi  petits  qu'on  le  veut  d'ailleurs.. 

«  On  peut  aussi  calculer,  sous  forme  linie,  l'expression  J  X  U'  dx, 

lorsque  x0  et  .r,  sont  deux  nombres  de  l'ensemble  (E). 

«  Enfin  ces  recherches  se  rattachent  à  un  mode  particulier  d'ap- 
proximation des  nombres,  dont  la  numération  binaire  est  un  cas 
particulier,  et  qui  sera  peut-être  susceptible  d'applications  arith- 
métiques. » 


Démonstration  élémentaire  du  théorème  de  Mannheim. 

Théorème.  —  Si  deux  côtes  d'un  triangle  circonscrit  à  un  cercle 
donné  sont  fixes  et  que  le  troisième  côté  soit  variable,  l'enveloppe 
du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  est  un  cercle. 

Soient  I  le  centre  du  cercle  donné,  et  ABC  le  triangle  circons- 
crit dont  les  côtés  AB,  AC  sont  fixes  et  le  troisième  côté  BC  est 
mobile.  Nous  voulons  démontrer  que,  quelle  que  soit  la  position 
du  côté  BC,  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  est  toujours 
tangent  à  un  cercle  détermine. 

A  cet  effet  décrivons  un  cercle  tangent  intérieurement  au  cercle 
ABC  en  un  point  P  et  qui  touche  de  plus  les  côtés  AC  et  AB  du 
triangle  ABC  aux  points  Q  et  R.  Joignons  d'abord  PB,  PC  ainsi 
que  QR,  nous  avons  : 

/\  /\  s\  /\  s\ 

AQR  +  ARQ  =  A15C  +  ACB  =  BFC  , 

tous  étant  supplémentaires  à  l'angle  A.  Joignons  ensuite  PQ  et  PR  ; 
nous  aurons  par  rapport  au  cercle  PQR  : 

/\  /\  /\ 

AQK  =  AUQ  =  QPR  . 

Si  donc  on  mène  la  bissectrice  PI)  de  l'angle  BPC,  on  a  : 

/\/\  /\  /\  /\         i     y\  /\ 

BPD  =  CPD  =  AQK  =  ARQ  =  QPK  =  -  lABC  +  ACB)  (I)  . 

Soit  maintenant  M  le  point  où  la  droite  PQ  prolongée  rencontre 


.s 
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le  cercle  ABC  :  menons  les  tangentes  PE  el  MF  aux  extrémités  de 
l'arc  PCM .  nous  avons  : 

PMF  =  MPK  ; 


mais  PE  étant  aussi  tan- 
gente à  Tare  PQ,  on  a  : 

/\  /\ 

PQC  =  QPli  , 


et  par  suite  : 


PMF 


PQC 


Ce  qui  montre  que  MF 
est  parallèle  à  AC  ;  le 
point  M  est  donc  le  mi- 
lieu de  l'are  AC  et  : 


/\         1    /\ 

MPC  =  -  ABC  .         (2) 


D'après  les  égalités  (1)  et  (2   on  a  nécessairement  : 


/\  s\  /\ 

CPQ  <  CPD  <  CPR  . 


11  s'ensuit  que  la  droite  PD  se  trouve  à  l'intérieur  de  l'angle 
QPR;  cette  droite  rencontre  donc  la  droite  QR  entre  les  points 
Q  et  R  et  appelons  I'  ce  point  de  rencontre.  Comme,  d'après 
l'égalité  1),  l'angle  I'RA  est  égal  à  l'angle  I'PB,  le  quadrilatère 
['PBR  est  inscriptible  à  un  cercle,  et  par  suite  : 


Mais,  puisque 


ÎU'I' 


HBI'  =  HPP 

PPQ  =  l'PC 

. 

/\           1 

/s 

ABC  ; 

la  droite  BI'  est  donc  la  bissectrice  de  l'angle  B  du  triangle  ABC. 

On  pourra  démontrer  de  la  même  manière  que  la  droite  CI'  est 
la  bissectrice  de  l'angle  C  du  même  triangle. 

Le  point  I'  esl  donc  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  ABC, 
c'est-à-dire  le  centre  1  du  cercle  donné.  On  voit  ainsi  que  les 
points  Q  et  M  sont  les  points  d'i  ntersection  de  la  droite  qui,  pas- 
sant par  le  point  déterminé  I,  est  perpendiculaire  à  la  droite  Al 
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avec  les  côtés  fixes  A.C,  AI}.  Mais  comme  la  droite  AI  esl  fixe 
quelle  « [ iif  si»ii  la  position  de  la  droite  BC,  les  points  Q  e1  lî  sonl 
iinssi  fixes  et  le  cercle  PQR  qui  touche  en  ces  points  aux  deux 
droites  livs  A.C  «'i  Ali  est  bien  déterminé  ef  ne  dépend  nullement 
de  la  position  de  la  droite  BC. 

Ainsi  done.  tout  cercle  circonscrit   au   triangle   ABC   est    bien 
tangent  au  cercle  détermine  PQR,  quelle  que  so.il   la  position  du 

rôle   BC. 

^  .  Saw  wama    Tokio  . 


Sur  le  dernier  théorème  de  Fermât. 

(A   propos  d'un  article  <!<•  M.  Cailler  sur  les  congrueiic 
il  ii  i  n (isième  degré). 


Il  esl  facile,  comme  on  sait,  de  rattacher  la  théorie  de  l'équa- 
l  ion  de  Fermai 

..-'  +  y1  +  -J  =  0 

a  celle  des  équations  et  des  congruences  du  troisième  degré. 

Soient,  en  eflét,  .s-, ,  ss,  v,  les  fonctions  symétriques  élémentai- 
res x  -f-  y  +  3  .  xi)  -\-  .rz  -f-  //:■ .  .>//:■  .  I.a  somme  x-1  -j-  y1  d-  zl  est 
une  fonction  rationnelle  entière  à  coefficients  entiers  de  si  .  s2,  s3. 
En  l'égalant  à  zéro,  on  obtient  une  relation  de  la  forme 

»  > ,  .  s2 .  s3 1  =  0, 

</>  étant  un  polynôme  de  degré  /  a  coeiïicients  entiers. 
Or  X,  ij  .  s  sont  racines  de  l'équation 

il)  /S  —  S^l*  +   Stt  —  .-=  —   o    . 

On  voit  donc  que  l'étude  de  l'équation  de  Fermât  se  ramené  a 
celle  de   l'équation  (1)  caractérisée  par  la  relation  (f  =  (t. 

Au  lieu  de  l'équation  I  on  peut  envisager  la  congruence  cor- 
respondante iikkI  // ,  n  étant  nu  nombre  entier  quelconque.  L'étude 
se  simplifie,  mais  la  portée  de  la  méthode  diminue. 

Il  m'a  paru  intéressant  d'appliquer  ;i  ces  congruences  les  pro- 
positions établies  par  M.  Cailler  dans  son  article  Sur  les  con- 
gruences du  troisième  degrés  Ens.  math.,  novembre  1908,  p. 
i74-487  . 

Bornons-nous  au  cas  où  les  nombres  ,v,  //.  ~  sont  supposés 
premiers  à  /.  et  posons  //  —  /.  Dans  ce  cas  .v,  n'est  pas  divisible 
par  /  ;  d"aiil  re  part  on  a  toujours 

x1  +  y1  ■+-  -J  =  x  +  y  +  r  . 
L'ICnscigncmcnl  inathem.,  Il"  unnec;  1909.  i 
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I )onc  s,  =  o  el  la  congruence  «In  troisième  degré  s  écrit 

|    '  -      /  -  =     0     I  II1IMJ        /      . 

Or  Legendre   Mèm.  .Vend.  Se.  Institut  France.   1823    a  déjà  l'ail 
cette  remarque  «  { 1 1 < -  la  différence 

■\  —  ■»■  -f  y  -r  ■  '  =  -\  —  ? 

est   divisible  par    x  -f-  y     x  -\-  z     //  -{-  z)  =  si.si  —  .v3  et   par  l. 
Posons 

s    —  » 

1'    I.Ç,   .    Si        S; 


I  ,  n,  s,  —  s 


Comme  sf  'esl  divisible  par  V"  et  que  d'autre  part -s,  s2  —  .s-.,  est 
premier  à  /.  on  aura  en  faisanl  qp  =  0  , 

P    -i  •  *»,  s,|  =  0 

el  pai  conséquenl 

P(0,  s,,  s»)  =  0  . 

puisque  s,  =  o . 

'  >n  en  conclul  ceci  :  si  l'équation  de  Fermât  admet  nue  solution 
première  à  /.  la  congruence  I'  caractérisée  parla  relation  1*  ==  () 
a  trois  racines.  Or  les  polynômes  I*  se  calculent  1res  simplement 
a  l'aide  <le  la  formule  «le  Waring    E.  Lucas.  Théorie  des  nombres, 

p.  274  . 

Pour/  =  3,  I*  =  I;  iIiiiic  I1  r.-  ii  mod.  3  et  l'équation  de  Fer- 
mat  est  impossible  en  nombres  entiers  premiers  à  /  pour  l  =  3. 

Pour  l  =  5 ,  P  =  —  ■■''.,.  La  condition  P  =  0  donne  s2  =  0 ,  mais 
alors  le  discriminant  — 4ss —  27s.de  I'  seréduità  —  27sï=non- 
résidu  puisque  —  .'!  est  non-résidu  pour  tous  les  /  de  la  forme 
3m —  I  .  La  congruence     I'     ne   saurait    donc  avoir  trois  racines. 

Pour  l  —  II.  P  =  st  si  —  n"  .  Le  module  /  etanl  un  nombre  de 
la  loi  nie  Win  —  I  .  nous  pouvons  écarter  l'hypothèse  sa  =  0.  Reste 
l'hypothèse  s  =  s  •  le  discriminant  de  I'  se  réduit  à  —  .'! Ix„  =  '2s' 
=  non-résidu. 

Soit  encore  lz=.  17.  Le  polynôme  P  s'écrit  — s2  st  —  5s,s  -|-s). 
En  écartant  l'hypothèse  sg  ==  0  et  en  posant  s  =«,*  =c,  on 
esl  conduit  à  la  congruence 

M2  —  5uv  +  r2  =  0  "o  m  —   12»')  \u  —   LOv)  =  0  . 

Mais  pour  '/  =E  l-c  le  discriminant  devient  —  75*  ==  10s  =  non- 


.i/  /.  lin  <;  i:  s  /•;  /   co  i;  /,*  /•;  s  f>  o  n/j.i  y  <  i:  5 1 

résidu.    Reste    l'hypothèse    //  =  LOp  ;    le   discriminanl    devienl 

67  «J=  s\  =  résidu. 

Le  nombre  des  racines  de  I'  esl  donc  égal  à  <>  ou  à  .'!.  Mais  est- 
il  égal  à  (».  csi-il  égal  à  .'5?  Pour  répondre  à  cette  question  nous 
allons  appliquer  à  la  congruence  1'  lé  critérium  donné  par  M. 
Cailler  à  la  p.  't<S<>  (quatrième  cas  .  Soient  a ,  h  deux  nombres  dé- 
finis par  les  relations 

an  ==  —  —,      a  -\-  h  —  —   . 
:;  Si 

Pour  que  la  congruence    I'    ait  trois  cacines,  il  Paul  el  il  sullit 

([Ile 


a     —  h 


=  0  (mod.   17 


a  —  h 
ou 

;  fa  -4-  />i-  —  ah  \  \  [a  +  /xs  —  3a6(a  +  6)  J  =  0 

et  comme  a  +  J  n'est  pas  divisible  par  17.  cette  relation  s'écril 
(a  +  27^)  (m  +  (.»n  =  0. 

<  h  pour  «  =  lÔv  le  premier  membre  n'est  pas  divisible  par  17. 
Les  propositions  établies  par  M.  (.ailler  permettent  donc  de  dé- 
montrer l'impossibilité  de  L'équation  de  Fermât  en  nombres  en- 
tiers premiers  a  l  pour  l '.=  17. 

Lorsque  le  module  /est  un  nombre  de  la  forme  '.\nt  -\-  1.  nous 
n'avons  plus  le  droit  de  rejeté}-  l'hypothèse  s3  ==  0,  car  le  discri- 
minant de  (!'),  qui  se  réduit  à  —  27.v~,  est  résidu  quadratique  el 
la  congruence  I'  peut  avoir  trois  racines.  C'est  par  l'étude  di- 
recte de  la  relation  <p  =  0  et  non  des  congruences  que  Lame  et 
Lebesgue  on1  réussi,  comme  on  sait,  à  démontrer  L'impossibilité 
de  l'équation  de  Fermai  pour  1=1   ./.  de  Mathèm.  L840  . 

D.  Mii;im anoi  1    ( ienève  . 


Règle  à  calculs  pour  les  écoles. 

Au  moment  où  la  règle  à  calculs  tend  à  pénétrer  de  plus. en  plus 
dans  la  pratique,  il  est  indispensable  de  pouvoir  eu  montrer  le 
maniement  dans  les  gymnases  e1  écoles  techniques. 

Jusqu'ici  son  introduction  dans  L'enseignement  était  rendue 
difficile  par  suite  du  prix  élevé  de  cel  instrument.  La  maison 
Wichmann  Berlin,  NW  6,  Karl  si  rasse,  L3  .  vienl  d'éditer  une  règle 
a  calculs  en  carton    blanc,  donl    le   prix    1res   modique     I    mark   25 
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permettra  d'introduire  les  règles  à  calculs  à  mi  grand  nombre 
d'exemplaires  dans  les  écoles.  La  règle  mesure  26 centimètres,  cl. 
au  point  de  vue  dé  la  précision,  elle  donne  les  résultats  les  plus 
satisfaisants.  Les  graduations  permettent  d'effectuer  des  multipli- 
cations, divisions,  puissances  et  racines.  En  outre  la  maison 
Wichmann  fait  construire  des  exemplaires  de  poche,  mesurant  Là 
cm.    prix  :  1  mark). 

Ainsi  que  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  le  dire,  la  règle  à 
calculs  ne  présente  pas  seulement  un  grand  intérêt  au  point  de 
vue  des  opérations  arithmétiques,  mais  son  apprentissage  esl 
aussi  lies  instinctif  au  point  de  vue  de  la  lecture  des  différentes 
graduations.  C'est  une  excellente  préparation  à  l'emploi  des  ins- 
truments de  mesures.  H.  I\ 
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Commission  internationale  de  l'enseignement  mathématique. 

Le  Rapport  préliminaire  sur  l'organisation  de  la  Commission  et 

le  plan  général  des  travaux*  a  rencontré  l'accueil  le  plus  favo- 
rable dans  les  divers  pays.  On  peut  être  assuré  dés  maintenant 
qu'en  raison  de  l'importance  et  de  l'intérêt  de  la  tache  entrepris* 
par  la  Commission,  les  délégations  trouveront  tout  l'appui  néces- 
saire, non  seulement  de  la  part  de  leur  Gouvernement,  mais  aussi 
de  la  part  de  tous  ceux  qui  s'intéressent  au  développement  di 
l'enseignement  scientifique  et  technique. 

Les  démarches  en  vue  de  la  constitution  de  la  Commission  et 
de  l'approbation  des  délégations  par  leur  Gouvernement  respec- 
tif suivent  leur  cours.  Nous  espérons  pouvoir  en  donner  la  liste 
dans  le  prochain  numéro.  Dans  plusieurs  grands  pays  les  déléga- 
tions sont  déjà  formées  e|  se  sont  mises  à  l'œuvre  en  constituant 
leur  sous-commission  nationale  et  en  répartissant  les  travaux  des 
nombreux  rapports  partiels  sur  les  différentes  questions  posées 
par  le  Rapport  préliminaire. 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 
Prix   décernés   et  prix  proposés. 

La  séance  publique  annuelle  consacrée  aux  prix  de  l'Académie 
des  Sciences  de  Paris  a  eu  lieu  le  7  décembre  L90&.   M.  le  Prof. 


1  Voir  VEntcigii.  Mathem.  du  15  novembre  1908 
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Bouchard,  en  présidanl  La  séance,  a  prononcé  Le  traditionnel  dis- 
cours à  la  mémoire  des  membres  disparus  dans  l'année  el  donl 
voici  la  liste  :  II.  Becquerel.  —  A.  de  Lapparent.  —  Lord  Kelvin. 

—  .1.  JaNSSEN.   —  GlARD.  —  MaSCART.    —    DlTTE.  —  PÉRON.  —  ClOS. 

—  Fliche.  —  Alberl  Gauory. 

PRIX   DÉCERNÉS 

('.i  ométrie.  —  Grand  prix  des  sciences  mathématiques  3000  IV.  : 
Sujel  proposé  :  Réaliser  un  progrès  important  dans  l'étude  de  la 
déformation  de  la  sur/ace  générale  du  second  degré.  —  Le  prix  est 
partagé  entre  M.  Luigi  Bianchi,  professeur  a  l'Université  de  Fisc. 
Membre  de  l'Académie  royale  dei  Lincei,  et  M.  C.  Guichard,  Cor- 
respondant di'  L'Institut,  Professeur  à  l'Université  <le  Clermont- 
Ferrand. 

Géométrie.  Prit  Francœur  L000  fr.  .  —  Le  prix  est  décerne  a 
M.  Emile  Lemoine,  pour  L'ensemble  de  ses  travaux  mathématiques. 

Prix  Poncelet  2000  fr.  .  —  Le  prix  est  décerné  à  M.  Fredholm, 
professeur  à  l'LIniversité  de  Stockholm,  pour  ses  belles  recherches 
sur  les  équations  intégrales  qui  portent  son  nom. 

Mécanique.  Prix  Montyon  700  fr.  .  —  Le  prix  est  décerne  à 
M.  K.  Lebert,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Vannes, 
pour  ses  mémoires  sur  les  mouvements  vibratoires  dans  les  poutres 
droites  et  les  arcs  supportés  et  suspendus. 

Navigation.  Prix  extraordinaire  de  la  marine  (6000  tv.  .  des- 
tine a  récompenser  tout  progrès  de  nature  à  accroître  l'efficacité 
de  nos  forces  navales.  —  Le  prix  est  réparti  de  la  manière  soi- 
xante : 

Prix  de  2500  fr.  ;i  M.  Laubeuf  submersibles  ;  prix  de  2500  fr. 
a  M.  Louis  Dunoyer  moyens  d'augmenter  l'efficacité  du  compas 
dans  les  navires  et  même  dans  les  sous-marins  à  coques  métal- 
liques ;  pri\  de  1000  fr.  à  M.  Dautriche  influence  des  sels  alca- 
lins sur  le  degré  d'explosivité  des  matières  explosives  . 

Prix  Plumey  4000fr.  .  perfectionnement  des  machines  à  vapeur 
ou  de  toute  autre  invention  pouvant  contribuer  au  progrès  de  la 
navigation  à  vapeur.  —  Le  prix  est  réparti  comme  suit  :  1500  fr. 
a  M.  Codron,  professeur  de  constructions  de  machines  et  de 
résistance  des  matériaux,  a  l'Institut  industriel  du  Nord  travail 
des  métaux  :  1500  fr.  a  M.  Marchis,  de  l'Université  de  Bordeaux 
production  et  usage  du  froid  ;  LOOOfr.  a  MM.  Fortant  et  Le  Bes- 
nbrais    oscillations  de  l'eau  le  long  d'une  paroi  verticale  . 

Astronomie.  Prix  La  lande  540  fr.  . —  Le  prix  est  partagé  entre 
MM.  YV.-L.  Li.kix  et  F.-L.  Chase,  de  l'Observatoire  de  Yale  Uni- 
versity.  détermination  de  nombreuses  parallaxes  stellaires  .  Une 
mention  esl  accordée  a  M.  M. -F.  Smith,  attaché  au  même  éta- 
blissement . 
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Prix  I  al:.  460  IV.  .  —  [je  prix  est  décerné  à  M.  Michel  Luizet, 
astronome  adjoint  à  l'Observatoire  de  Lyon  (étoiles  variables  . 

Prix  Janssen  astronomie  physique).  —  1-e  prix  est  attribué  à 
M.  Pierre  Puisbux,  astronome  à  l'Observatoire  de  Paris,  pour  ses 
ici' li  ère  lies  sélénographiques. 

PRIX  PROPOSKS 

Programme  des  prix  proposés 
pour  les  années    1010.    L911,    L912,    lOl.iel    L914. 

Géombtbie.  Prix  Francœur  1000  IV.).  —  Ce  prix  annuel  sera 
décerne  ;i  l'auteur  des  découvertes  ou  des  travaux  utiles  aux  pro- 
grès des  sciences  mathématiques  pures  et  appliquées. 

Grand  Prix  des  Sciences  mathématiques,  i>000  fr.  .  —  Nous  rap- 
pelons que  l'Académie  met  au  concours  pour  10 10,  la  question 
suivante  : 

()/i  sait  trouver  tous  les  systèmes  de  deux  fonctions  mèromorphes 
dons  le  plan  d'une  variable  complexe  et  liées  par  une  relation 
algébrique.  Une  question  analogue  se  pose  pour  un  si/slente  de 
trois  fonctions  uniformes  de  deux  variables  complexes,  ayant  par- 
tout a  distance  finie  le  caractère  dune  fonction  rationnelle  et  liées 
par  une  relation  algébrique.  —  L'Académie  demande,  à  défaut 
dune  solution  complète  du  problème,  d'indiquer  des  exemples 
conduisant  à  des  classes  de  transcendantes  nouvelles. 

Géométrie.  Prix  Bordin.  —  L'Académie  met  au  concours,  pour 
l'.HI,  la  question  suivante  :  Perfectionner  en  un  point  important 
la  théorie  des  systèmes  triples  de  surfaces  orthogonales.  Elle  désire 
des  méthodes  permettant  d'ajouter  à  la  liste  des  systèmes  triples 
déjà  connus  et  elle  attacberait  un  prix  particulier  à  la  découverte 
des  systèmes  triples  algébriques  les  plus  simples. 

Prix  Poncelet  2000  fr.).  —  Décerné  alternativement  a  un  ou- 
vrage sur  les  matbémaliques  pures  ou  sur  les  mathématiques 
appliquées.  Le  prix  Poncelet  sera  décerne  en  1909  ;i  un  ouvrage 
sur  les  mathématiques  appliquées  et  en  L910  à  un  ouvrage  sur  les 
mai hématiques  pures. 

Mécanique.  Prix  Vaillant  (4000  IV.  .  —  L'Académie  a  mis  au 
concours,  pour  l'année  loi  I.  la  question  suivante  : 

Perfectionner  m  un  point  l'étude  du  mouvement  d'un   ellipsoïde 
dons   un  liquide  indéfini,  en   ayant  égard  éi  la  viscosité  du  liquide. 
Prie  Boileau    1300  fr.).  —  (le  prix  triennal  esl  destine  a  récom- 
penser les  recherches  sur  les  mouvements  des  fluides, jugées  sul- 

ti>anle^  pour  contribuer  au  progrès  de  l'hydraulique.  A  défaut, 
la  l'ente  triennale  échue  sera  donnée,  a  titre  d'encouragement,  a 
un  savant  estime  de  l'Académie  el  choisi  parmi  ceux  qui  sont  no- 
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toiremenl  sans  fortune.  L'Académie  décernera  le  pris  Boileau 
dans  sa  séance  annuelle  de  L912. 

Astronomie.  Prix  Pierre  Guzman  100,000  fr.  .  —  Décerné  à 
celui  ([tii  aura  trouvé  le  moyen  de  communiquer  avec  un  astre 
autre  que  la  planète  Mais.  Prévoyanl  que  le  prix  de  cent  mille 
lianes  ne  sciait  pas  décerné  toul  <le  suite,  la  fondatrice  a  voulu, 
jusqu'à  ce  que  ce  prix  lût  gagné,  que  les  intérêts  du  capital,  cu- 
mulés pendant  cinq  années,  formassent  un  prix,  toujours  sou>  le 
nom  de  Pierre  Cuzinan.  qui  serait  décerne  a  un  savant  français. 
ou  étranger,  qui  aurait  fait  faire  un  progrès  important  a  I  Astro- 
nomie. I.e  prix  quinquennal,  représente  par  les  intérêts  du  capital. 
sera  décerné,  s'il  y  a  lieu,  en  1910. 

Prit  Lalande  540  IV.  .  —  (le  prix  annuel  doit  être  attribué  a  la 
personne  qui.  en  France  ou  ailleurs,  aura  lait  I  observation  la 
plus  intéressante,  le  mémoire  ou  le  travail  le  plus  utile  aux  pro- 
grès de  l'Astronomie. 

Prix  Valz  460  IV.  .  —  Ce  prix  annuel  est  décerné  à  l'auteur  de 
l'observation  astronomique  la  plus  intéressante  qui  aura  été  laite 
dans  le  courant  de  l'année. 

Prix  Janssen.  —  (le  prix  biennal,  qui  consiste  eh  une  médaille 
d'or  destinée  a  récompenser  la  découverte  ou  le  travail  taisant 
faire  un  progrès  important  a  l'astronomie  physique,  sera  décerné 
en  1910. 

Prix  d.  de  Pontècoulant  7<in  IV.  .  —  (le  prix  biennal,  destiné  à 
encourager  les  recherches  de  mécanique  céleste,  sera  décerné 
dans  la  séance  publique  annuelle  de   l(.»l  I. 

Histoire  des  Sciences.  Prix  Binoux  2000  fr.).  —  Ce  prix  alter- 
natif sera  décerne,  en  1909,  à  l'auteur  de  travaux  sur  l'Histoire 
des  Sciences  et,  en  1910,  à  l'auteur  des  travaux  sur  la  géographie 
ou  la  navigation . 

Prix  Petit  d'Or mo y.  Deux  prix  de  10,000  fr.  —  L'Académie  a 
décidé  que,  sur  les  fonds  produits  par  le  legs  Petit  d  Ormoy,  elle 
décernera  tous  les  deux  ans  un  prix  de  dix  mille  francs  pour  les 
Sciences  mathématiques  pures  ou  appliquées,  el  un  prix  de  dix 
mille  francs  pour  les  Sciences  naturelles.  "Elle  décernera  les  prix 
Petit  d'Ormoy,  s  il  y  a  lieu,  dans  sa  séance  publique  de  | «. ) i  i. 


Première  Réunion  de  la  Société  Italienne  de  Mathématiques. 
Florence,    16-20  octobre    1908. 


Séance  d'inauguration.  La  première  réunion  plénière  de  la 
Société;  italienne  de  Mathématiques  a  eu  lieu  à  Florence  du  16  au 
1\)  octobre  1908.  La  séance  d'inauguration  a  été  tenue  le  16  octobre, 
à  lo  heures  '  ,  du  matin,  dans  une  salle  de  l'Académie  royale  des 
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Beaux-Arts;  elle  ;i  été  ouverte  par  .M.  Agos'tino  (ii:.\.\i»i.  présidenl 
du  comité  local.  M.  Lazzkki  a  prononcé  le  dise»  mis  d'inauguration 
dans  lequel  il  expose  le  luit  que  s'esl  donné  la  société  naissante. 
Nous  donnerons  ici  quelques-uns  «1rs  passages  essentiels  de  ce 
discours  : 

Faire  bénéficier  l'école  des  progrès  de  la  science,  c'est  la  la 
phrase  qui  exprime  «  J  «  -  la  façon  la  plus  heureuse  le  but  de  notre 
Société  italienne  de  Mathématiques,  qui  reçoit  aujourd'hui  une 
consécration  solennelle  dans  cette  belle  ville  de  Dante,  de  Brunel- 
lesco,  d«'  Michel-Ange. 

•  Le  perfectionnement  et  l'amélioration  de  l'école  el  particulière- 
ment de  I  école  moyenne,  est  un  problème  de  la  plus  haute  impor- 
tance civile  et  politique.  L'école  doit  instruire  et  éduquer  les  nou- 
velles générations;  c'est  la  que  se  forment  le  Gœuret  l'intelligence 
de  la  jeunesse,  et  c'est  là  aussi  que  se  trempe  le  caractère  des  futurs 
citoyens,  qui  devront  un  jour  exercer  une  action  directe  dans  le 
pays:  il  n 'est  donc  pas  exagéré  d'affirmer  que  la  sagesse  des 
ordonnances  scolaires  se  réfléchit  sur  la  grandeur  et  la  pros- 
périté de  la  nation.  Coopérer  efficacement  à  la  résolution  d'un  tel 
problème  a  été  la  pensée  qui  a  mù  les  signataires  de  la  circulaire 
du  I"  février  dernier,  dans  laquelle  on  se  proposait  la  constitution 
de  notre  association,  et  c'est  cette  idée  qui  vous  a  fait  répondre 
nombreux  à  l'appel. 

Le  moment  ou  nait  notre  société  est  très  propice,  parce  que 
son  actionne  se  réduit  pas  a  celle  dune  académie  inutile,  mais  elle 
est  vraiment  efficace  et  importante. 

Les  grandes  découvertes  scientifiques  du  XIX'  siècle  et  leurs 
innombrables  applications  ont  rapidement  changé  la  face  (\u 
monde  :  «Iles  ont  transformé  nb  imis  fundarhentis  les  conditions 
de  la  vie  civile,  et  le  siècle  présent  est  caractérise  par  la  foi,  que 
tous  ont.  dans  le  pouvoir  irrésistible  de  la  science.  C'est  sous  le 
souille  de  cette  loi  que  continuellement  s'accélère  la  course  de 
l'humanité  mis  un  idéal  suprême  de  grandeur  et  de  prospérité! 

El  cette  tendance  se  manifeste  dans  notre  pays  plus  que  dans 
tout  autre,  car  il  sent  fortement  l'orgueil  de  devoir  au  génie 
italien  les  plus  grandes  découvertes  scientifiques;  peu  à  peu  re- 
uaissenl  les  germes  de  l'antique  grandeur.  A  ce  renouveau  rapide 
des  conditions  morales  et  matérielles  du  pays  on  doit  l'uniformi- 
sation des  ordonnances  scolaires,  et  quoique  la  loi  organique  qui 
renie  l'instruction  en  Italie  soit  encore  la  loi  Casati,  promulguée 
vers  le  milieu  du  siècle  dernier,  un  grand  nombre  de  règlements, 
déprogrammes  et  de  circulaires  ministérielles  se  sont  succèdes 
de  sorte  qu'il  ne  subsiste  (pie  bien  peu  de  chose  de  cette  pauvre 
loi.  «  Mais  toutes  ces  modifications  ont  plutôt  atteint  la  forme  que 
la  matière  et  par  ce  l'ail  les  écoles  moyennes  se  trouvent  encore 
eu  l'étal  ou  elles  étaient    il  v  a    dix.  vingt  ou  trente  ans.   Tout    est 
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changé  substantiellement,  mais  les  ordonnances  n  mil  snl>i  que 
des  transformations  formelles  el  elles  ne  correspondent  plus  aux 
besoins  du  pays  qui  se  trouve  comme  un  adolescenl  <|ui  a  trop  vite 
grandi  dans  ses  babils  de  l'année  précédente. 

Le  ministre  Léonardo  Bianchi  sentit  la  nécessité  d'une  réforme 
et,  par  un  décret  royal  du  19 novembre  l'.io."),  lit  nommer  une  com- 
mission chargée  d'étudier  l'organisation    des  études  secondaires 

eu  Italie  et  de  taire  des  propositions  pour  leur  peifecl  ion  ne- 
ineu  I  . 

ci  La  commission  comprit  que  certaines  réformes  ne  peuvent 
sortir  du  cerveau  d'un  ou  plusieurs  hommes,  même  très  savants, 
comme  Minerve  de  la  tête  de  Jupiter;  c'est  pourquoi  son  président 
M.  l'aolo  Boselli  répondit  au  ministre  :  «  Nous  interrogerons  les 
documents  déjà  réunis  par  nous,  les.exemples  des  autres  nations  et 
par  dessus  tout  la  vive  pensée  de  notre  pays.  » 

■  Le  27  mars  1906,  la  commission  adressa  a  ceux  qui  étudient 
les  questions  didactiques,  aux  corps  scientifiques  el  littéraires, 
aux  facultés  universitaires,  etc.,  le  questionnaire  que  tout  le  monde 
connaît  et  qui  lui  permit,  grâce  aux  nombreuses  réponses  reçues. 
de  formuler  ses  premières  propositions. 

Au  problème  de  donner  un  ordre  parlait  à  l'enseignement  dans 
les  écoles  moyennes  est  lie  celui  de  former  de  bons  maîtres;  et 
quoique  en  Italie  il  n'y  ail  vraiment  pas  pénurie  de  ceux-ci.  on  ne 
peut  pas  dire  que  les  écoles  où  ils  sont  formés  fonctionnent  sufli- 
samment  bien  ;  il  est  douteux  que  les  bons  résultats  obtenus  soient 
dus  ;i  leur  bonne  marche  plutôt  qu'au  caractère  de  1  esprit  latin 
qui  corrige  les  méfaits  de  l'institution. 

Au  moment  actuel,  ces  deux  questions  présentent  un  intérêt 
vital,  et  il  en  sera  ainsi  tant  que  les  nouvelles  écoles  secondaires 
ne  seront  pas  un  fait  accompli.  C'est  pour  cela  que  nous  avons 
voulu  (pu-  ce  congrès  s'en  occupe  exclusivement,  en  limitant  toute- 
lois  la  question  aux  mathématiques. 

«  Tandis  que  les  classiques  et  les  modernes  se  battent  a  coups 
de  plume  pour  la  question  des  écoles  secondaires  avec  ou  sans  la- 
tin, l'enseignement  des  mathématiques  a  subi  un  coup  sérieux  dan» 
les  lycées  ou  le  programme  <le  hxi'i  accorde  le  eboix  entre  le  grec 
et  les  mathématiques,  les  reléguant  tous  deux  au  rang  des  mâ- 
t  ières  inutiles  ou  de  luxe. 

«  .Nous  ne  nions  pas,  nous  mathématiciens,  que  les  éludes  clas- 
siques concourent  à  former  l'esprit  et  le  cœur  de  la  jeunesse,  a 
éduquer  L'intelligence  et  à  développer  le  sentiment  esthétique, 
mais  nous  croyons  que  cette  éducation  de  l'esprit  ne  peul  et  re  com- 
plète sans  une  élude  proportionnelle  des  sciences  et  spécialement 
des  mathématiques  qui  habituent  a  bien  raisonner.  Notre  assu 
dation  pourra  faire  apprécier  l'importance  educatrice  de  la 
science  el  défendre  celle-ci  contre  les  pièges  qui    pourraient   lui 
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être  tendus;  nous  scions  certainement  aides  dans  cette  tâche  pai 
noire  sœur  la  Société  italienne  de  Physique. 

I  ai  <lit  que  la  Société  italienne  de  Mathématiques  ne  pouvait 
trouver  un  moment  plus  opportun  que  Le  moment  présent  pour 
naître;  ce  mol  de  naître  a  peut-être  pu  faire  penser  a  certains 
d'entre  vous  que  j'ai  oublié  l'ancienne  association  «  Matlicsis  . 
qui  a  vécu  douze  ans  d'une  vie  non  pas  toujours  florissante,  niais 
certainement  glorieuse. 

A  cet  endroit,  l'orateur  retrace  brièvement  L'histoire  de  l'asso- 
ciation     Matlicsis  »,  puis  il  ajoute: 

i  >n  pourra  penser  que  L'ancienne  •<  Matlicsis  »  n'est  pas  morte 
et  que  la  nouvelle  société  n'est  (pie  le  vieux  tronc  qui  reverdit  :  non. 
il  faut  considérer  la  Société  de  Mathématiques  comme  une  plante 
nouvelle,  jeune  et  robuste,  née  de  la  bonne  semence  de  la  pre- 
mière. Notre  association  est  fondée  sur  une  Large  hase,  ouverte  à 
tous  ceux  qui  s'occupent  de  mathématiques,  elle  doit  avoir  une 
vie  nouvelle,  imitant  tout  ce  qui  a  été  l'ait  de  bon  et  évitant  les 
erreurs  que  l'expérience  a  pu  nous  révéler;  (die  doit  vivre  et  rendre 
à  son  pays  d'utiles  services,  a  l'exemple  de  ses  sœurs  d'Allemagne, 
de  France,  d'Angleterre,  d'Amérique,  etc.  Elle  doit  grouper  l<-> 
maîtres  de  tous  grades  et  faire  converger  leurs  efforts  vers  un  seul 
luit  :  le  progrès  de  L'école.  » 

L'orateur  parle  encore  des  autres  sociétés  existantes,  particu- 
lièrement du  Circolo  matematico  di  Palermo  a  et  de  la  «  Société 
per  il  progresse  délie  scienze  »  et  met  en  évidence  la  différence 
qu'il  y  a  entre  elles  et  la  société  naissante. 

M.  Lazzeri  termine  son  discours  en  espérant  que  tous  les  socié- 
taires son1  animés  d'une  égale  ardeur  pour  conduire  La  nouvelle 
association  vers  un  avenir  brillant. 

Après  ce  discours, acecueilli  par  de  vifs  applaudissements, M.  Le 
sénateur  \  eronese  propose  et  l'assemblée  approuve  la  constitution 
suivante  du  Comité  du  Congrès  : 

Prof.  Grandi,  président;  Çonti,  Lazzeri,  Severi,  vice-présidents ,' 
Cbccarom,  Mkdici,  Michel,  secrétaires. 

Il  est  ensuite  donné  lecture  d'un  télégramme  du  Ministre  de 
l'Instruction  publique  qui  s'excuse  de  n'avoir  pu  assister  à  cette 
séance  d'inauguration. 

Prbmière  séance  ordinaire. —  I  ,e  même  jour,  ii  \  heures  de  laprès- 
diner,  sous  la  présidence  de  M.  le  prof.  Lazzeri,  fui  tenue  la  première 
séance  ordinaire  dans  laquelle  on  discuta  longuement  le  projet  de 
- 1 :•  t w I  -  présenté  par  une  commission  composée  des  prof.  A.MODEo, 
Conti  et  Enriques,  Lequel  projet  fui  accepté  après  quelques  modi- 
lical  ions. 

Nous  donnons  ici  la  teneur  des  deux  premiers  articles  : 

Art.  I.  —  Il  osi  constitué  enlre  les  mathématiciens  el  maîtres  de  mathé- 
mathiques  une  société  intitulée  :    •  Mathesis  —  Società  italinna  di  materna- 
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tiehe  »,  qui   a  pour  hni  l'amélioration  de   l'école  dans  tous   ses    degrés,   au 
point  de  vue  scientifique  et  didactique. 

Art.  -.  —  Pour  atteindre  ce  but,  la  société  : 

<i    Tient  des  réunions  plénières  el  partielles 

l>)  Propose  et  favorise  des  recherches  scientifiques  et  didactiques 
c     Publie  un  bulletin  ; 

(/    Cherche  aussi  par  d'autres  moyens  à  répandre  entre  ses  adhérents 
la  connaissance  des  théories  fondamentales,  des  meilleures  œuvres,  etc. 

Suivent  les  articles  ayant  (rail  a  la  réglementation  intérieure 
cotisations  el  formation  du  comité  . 

Il  «-si  encore  décidé  que  la  société  tiendra  sa  prochaine  réunion 
en  1909. 

Seconde  séance,  17  octobre.  —  Ouverte  à  i)  h.  du  matin,  sous  la 
présidence  du  prof.  Conti,  la  séance  est  consacrée  à  la  discussion 
d'un  rapport  des  prof.  Berzolari,  Bortolotti,  Bonola  et  Veneroni 
sur  les  programmes  des  mathématiques  dans  l'école  secondaire 
reformée.  La  discussion  est  close  par  l'approbation  à  l'unanimité 
des  deux  ordres  du  jour  suivants  : 

I  /.'-  Congrès,  tenu  ni  compte  des  propositions  générales  d<>  la 
Commission  royale  pour  In  réforme- des  ordonnances  scolaires, 
passe  a  la  discussion  des  principes  qui  doivent  servir  de  base  aux 
programmes  de  l'école  moyenne,   a 

2°  Le  Congrès  ayant  entendu  le  rapport  su/-  le  second  thème. 
applaudit  aux  idées  qui  y  sont  exprimées  et  reconnaît  l'opportunité 
de  ne  pas  entrer  en  discussion  sur  la  question  des  programmes,  ce 
sujet  ne  pourra  être  traite  efficacement  que  lorsque  les  lapes  d'écoles 
moyennes  réformées  seront  établis.  » 

//  reconnaît  encore  l'opportunité  de  ne  pas  entrer  en  matière  sur 
les  réformes  proposées  par  la  commission  royale,  et  se  contente 
d'affirmer  les  principes  suivants.  <pii  doivent  inspirer  la  reforme 
pour  ce  qui  concerne  l'enseignement  des  mathématiques. 

V"  Que  l'école  secondaire,  quant  à  renseignement  des  mathéma- 
tiques, soit  divisée  en  deux  cycles. 

2"  Que  dans  le  premier  cycle  l'enseignement  ait  le  caractère 
intuitif-expérimental ,  évitant  absolument  les  définitions  abstraites, 
el  que,  dans  le  second,  on  tire  profit  des  notions  introduites  dans  le 
premier,  seulement  pour  illustrer  les  définitions  et  postulats,  mais  en 
donnant  ensuite  un  développement  logique  et  déductif  dans  toutes 
les  branches  <le  l'école  secondaire  supérieure,  en  considérant  conti- 
nuellement les  questions  et  les  interprétations  pratiques  qui  prépa- 
rent, suggèrent  el  illustrent  la  théorie. 

.'!"  Qu'il  soit  introduit  les  éléments  fondamentaux  des  fonctions 
dérivées  et  intégrales  et  de  leurs  plus  importantes  applications  phy- 
siques et  géométriques. 

Troisième  séance,  19  octobre.  -  La  troisième  séance  fui  prési- 
dée par  le  prof.  Severi.  Elle  avail    pour  objet    la  préparation  des 
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instituteurs  /mur  les  écoles  moyennes.  Après  la  Lecture  d'un 
rapport  du  prof.  Pittarelli  e1  une  discussion  à  laquelle  prirent 
pari  les  prof.  Pinçherle,  Pbano,  Loria,  Sevbri,  Bortolotti,  Padoa, 
\mi.  Bonola,  on  approuve  l'ordre  du  jour  suivant  du  prof.  Padoa: 
Le  Congrès  approuvant  le  rapport  du  prof.  Pittarblli  sur  le 
lli  thème,  s'oppose  à  la  distinction  de  deux  lauréats  de  mathéma- 
tiques, scientifique  et  didactique,  et  affirme  qu'il  est  urgent  de  cons- 
tituer l'école  des  maîtres  sur  des  bases  plus  larges.  » 

Qi  \iitii:\ii:  séance,  2(i  octobre.  Présidence  de  M.  Lazzbri. 
—  La  dernière  séance  fui  destinée  à  la  discussion  de  différents 
ordres  <\u  jour  proposés  par  les  sociétaires.  Cinq  de  ceux-ci  furent 
\oies.  Dans  le  premier,  le  Congrès  affirme  la  nécessite  d'abroger 
le  décrel  du  Ll  novembre  1904,  laissant  dans  les  lycées  le  choix 
entre  le  gvee  et  les  mathématiques. 

Le  second  dit  (pie  les  examens  de  maturité  ne  présentant  pas 
assez  de  garanties  sur  la  valeur  des  jeunes  gens  sortant  de  l'école 
élémentaire,  il  faudrait  y  substituer  des  examens  d'admission  aux 
écoles  secondaires. 

Le  troisième  demande  que  les  épreuves  écrites  soient  rétablies 
dans  les  examens  de  mathématiques  de  l'école  secondaire. 

Les  quatrième  et  cinquième  ordres  du  jour  ont  trait  à  la  régie*- 
mentation  dans  les  nominations  des  professeurs  des  écoles  ou  Ton 
forme  les  maîtres  secondaires. 

Après  le  vote  de  ces  ordres  du  jour.  M.  Lazzbri  remercie  les 
assistants  ainsi  que  la  presse  florentine  et  déchue  (dos  le  1"  Con- 
grès de  la  Société  italienne  de  Mathématiques. 

Election  m  premier  Conseil  directeur.  —  L'élection  du  premier 
Conseil  directeur  a  eu  lieu  le  20  décembre.  Sont  élus  : 

Prof.  Sbveri  Francesco,  de  l'Université  royale  de  Padoue  : 

Conti  Alberto,  de   l'Ecole   normale  royale  Marguerite   de 

Savoie,  a  Home  ; 
Dell'Agnola  ('..  A.,  de  l'Institut  technique  royal  de  Venise  : 
Gazzaniga  Paolo.  du  Lycée  royal  de  Padoue; 
LazzERI  Giulio,  de  l'Académie  navale  de  Livourne. 

M.  Severi  a  été  désigné  comme  président. 


Le  Congrès  scientifique  de  Saragosse,  octobre  1908. 

Nous  avons  déjà   eu    l'occasion    de    signaler   la   création   d'une 
Association  espagnole  pour  le  progrès  de  la  science  (Asociacion 

espagnol  a  para  el  progreso  de  las  ciencias)  qui  vient  de  tenir  son 
premier  Congrès  a  Saragosse,  c\\\  22  au  20  octobre  1908.  Nous 
nous  bornerons  a  mentionner  brièvement  les  travaux  d'ordre 
nia  I  heiuat  [que. 

I.   —   La  section   des  mathématiques  pures  elait  présidée  succès- 
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sivemenl    par  MM.  Echeuaray,   Iîi  mit./.    e1   Gaiicia  de  Galdeano. 
\  oici  la  liste  des  communications  présentées  : 

M.  Esteban  Terradas,  professeur  à  l'Université  de  Barcelone  : 
I"  sur  les  mouvements  des  /ils  élastiques  et  non  élastiques  ;  2°  sur 
les  nouveaux  concepts  de  In  mécanique  statistique  ;  3°  sur  un  pro- 
gramme pour  l'élude  des  fondions  elliptiques. 

M.  Torroja,  professeur  à  l'Université  de  Madrid,  sur  l'applica- 
tion de  l'homographie  et  de  la  corrélation  à  l'étude-des  surfaces. 

M.  Jimenez  Rueda,  sur  quelques  questions  de  géométrie  élémen- 
taire. 

M.  Clariana,  sur  la  métaphysique  du  calcul. 

M.  Cebrian,  sur  la  généralisation  des  fonctions  circulaires. 

M.  Perer  Mcnitoz,  sur  les  quaternions. 

M.  Octavio  de  Zoledo,  sur  les  déterminants. 

M.  Vêla,  sur  les  méthodes  modernes  de  l'Astronomie. 

M.  ('.ai. an,  sur  les  abaques  astronomiques. 

M.  le  colonel  Gai. vis,  sur  l'intensité  de  la  gravite  en  Espagne. 

M.  li-  1\  Civera,  directeur  de  l'Observatoire  de  l'Ebro,  sur  les 
relations  entre  l'activité  solaire  et  les  tempêtes. 

M.  Vera,  sur  un  cercle  international  de  gravitation. 

M.  Castkl,  sur  une  balance  algébrique. 

M.  Rius  y  Casas,  sur  les  nombres  multidigites. 

II.  -  Dans  une  section  de  mathématiques  appliquées,  d'impor- 
tants travaux  ont  été  présentés  par  MM.  Torres  de  Quevedo, 
Marva,  colonel  Losada,  Mier  y  Mitra,  etc. 

III. —  Dans  la  Section  de  1 Enseignement,  nous  signalerons  tout 
particulièrement  les  communications  de  M.  G.  de  Galdeano  : 
I"  Essai  de  classification  des  idées  mathématiques  ;  2°  La  mathéma- 
tique dans  son  état  actuel  ;  :>"  Plan  d'enseignement  mathématique 
pour  les  établissements  espagnols  ;  4°  Quelques  règles  de  pédago- 
gie mathématique.  M.  de  Galdeano  estime  que  l'organisation  ac- 
tuelle ne  contribue  pas  a  développer  l'intelligence  des  élèves,  et 
qu'il  y  a  lieu  de  hd  faire  subir  d'importantes  transformations  en 
tenant  compte  des  conditions  modernes  de  la  science  el  de  l'ensei- 
gnement. 

D'autres  travaux  ont  encore  ele  présentes  par  le  commandant 
d'artillerie  Duran  Lorigà  et  MM.  les  professeurs  Domexech  el 
M  Ait/,  m.  sur  la   réorganisation  des  Facultés  des  Sciences. 

Deux   commissions   ont     été    constituées  ;      l'une    a    été    chargée 
d'examiner    la     création    d'une    société    mathématique    espagnole 
président  M.  de  Galdeano    :    l'autre  est  destinée  à  étudier   la  for- 
mation   d'un     vocabulaire     mathématique    espagnol      président 
M.  Unis  y  Casas  . 

Dans  la  séance  de  clôture  du  Congrès,  présidée  par  M..  MM.  le 
Roi  et  la  Reine,  M.  Echegaray  a  prononce  un  très  beau  discours 
sur  le  rôle  des  mathématiques,  el  il  a  terminé  en  exprimanl  l'es- 
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poir  que   Le  Congrès  de  Saragosse  soit   le  point  de  dépari  d'une 
restauration  scientifique  de  l'Espagne. 


Faculté  des  sciences  de  Paris  ;  thèses  de  doctorat. 

Thèse  des  Sciences  Mathématiques  soutenues  en  t908.  —  Lalescu, 
Trajan  Bucarest),^*/1  l'équation  de  Voltéra  soutenue  le  28  février 
1908).  —  Rousier,  Jean-Baptistste,  Rochèchouart,  II"  Vienne), 
Ondes  pur  éiueisiou  (le  12  mars  1008).  —  PoPOVICJ,  Constantin, 
Jassy,  Roumanie  .  Sur  les  surfaces  intégrales  communes  aux  équa- 
tions différentielles  (le  27  mars  1908). 

Doctorat  d'I  niversité.  — Enache,  Nicolas  (Dozesci,  Roumanie  , 
(  'ontributions  à  la  théorie  de  l'écoulement  sur  les  déversions  à  minces 
parois  et  à  nappe  noyée  au  dessous,  (le  k  mars  L908).  —  Hevwood, 
Horace  Bryon  (Peklani,  Angleterre  ,  Su/'  l'équation  fonctionnelle 
de  Fredholm  et  quelques-unes  de  ses  applications,  (le  22  mai  1908). 


Nouvelles  diverses.  —  Nominations  et  distinctions. 

Allemagne  —  M.  Disteli,  professeur  de  géométrie  descrip- 
tive à  l'Ecole  technique  supérieure  <le  Dresde,  a  accepté  l'appel 
qui  lui  a  été  adressé  par  l'Ecole  technique  supérieure  de  Carlsruhe 
pour  la  chaire  laissée  vacante  par  le  professeur  Schur  nomme  à 
Il  Iniversité  <le  Si  rasbourg. 

Privat-docents.  —  Ont  été  admis  en  qualité  de  privat-docents  : 
M  Hellïngek,  pour  les  mathématiques,  à  l'Université  de  Stras- 
bourg :  M.  (1.  Hessenberger,  pour  les  mathématiques,  à  l'Université 
de  Bonn  :  M.  Conrad  Muller,  pour  l'Histoire  des  mathématiques, 
à  l'Université  de  Gœttingen. 

Angleterre.  —  Publications  récentes.  Parmi  les  livres  de 
quelque  importance  publiés  pendant  les  derniers  mois  de  1908, 
on  nous  signale  les  suivants:  A  Trealiseon  Spherical  Astronomy, 
par  Sir  Roberl  Ball. —  Pure  Mathematics,  par  G.  II.  Hardy. — 
Analylical  Geometry  of  the  Conic  Sections,  par  le  Rev.  E.  11. 
Askw  1 1  ii.  —  An  introduction  to  the  Theory  of  Infinité  séries,  par  T. 
.1.  I'Bromwich.  —  The  Thirteen  Books  ni'  Euclid's  Eléments, 
translated  from  the  text  ofHeiberg,  with  introduction  and  com- 
mentary,  parT.  P.  Heath.  —  A  Study  of  Mathematical  Education, 
par  by  Benchara  Br  vnford.  —  Mathématiques,  vol.  ill.  des  mémoi- 
res de  .1.  .1.  Sylvester.  --  The  Physics  of  Earthquake  Phenomena, 
par  C.  G.  K  nott. 

.Vous  devons  nous  borner  à  indiquer  les  titres,  el  nous  n'aurons 
sans  flou  le  pas  l'occasion  d'analyser  l'un  ou  l'autre  de  ces  ouvrages, 
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car  les  éditeurs  anglais,  pour  la  plupart  <l  cuire  eux,  n  onl  pas  en- 
core pris  L'usage  d'envoyer  leurs  publications  pour  compte  rendu 

dans  les  re\  ues  scienl  iiiqtlcs. 

—  Nous  présentons  a  M.  le  professeur  Sir  (i.  (iiti.KMiii.i..  notre 
distingué  collaborateur  cl  membre  du  Comité  de  Patronnage  de  la 
Revue,  nos  plus  vives  félicitations  a   L'occasion   du  «  Knigthood  » 

litre  de  Sir  qui  lui  a  été  conféré  par  son  Roi,  en  reconnaissance 
de  ses  travaux  scientifiques  à  l'Ordnance  College.de  Woolwich. 
Smith's  Prizes  ».  —  Il  esl  question  d'augmenter  le  montant  des 
célèbres  Smith's  Prizes  »,  ou  de  créer  des  prix  additionnels. 
Les  sommes  nécessaires  seraient  prélevées  sur  le  tond  recueilli 
par  souscription  par  les  amis  de  lord  Rayleigh,  chancelier  de 
Il  'niversité  de  Cambridge. 

—  Une  remarquable  conférence  sur  l'enseignement  mathématique 
dans  ses  rapports  avec  la  science  a  été  récemment  faite  par  M.  J. 
Pkiîkv.  devant  un  auditoire  très  nombreux,  compose  des  Associa- 
lions  fédérées  des  Instituteurs  non  primaires  de  Londres  et  de 
l'Association  des  Professeurs  de  Mathématiques.  Elle  a  été  suivie 
dune  intéressante  discussion,  qui  a  été  présidée  par  M.  G. -H. 
Buyan,  président  de  cette  dernière  association.  On  en  trouve  un 
compte  rendu  détaille  dans  la  Mathematical  Gazette  de  janvier  1909. 

Nous  donnerons  un  aperçu  de  cette  conférence  dans  le  prochain 
numéro. 

—  M.  Whitehead  est  nomme  président  des  examinateurs  pour  le 
Mathematical  Tripos,  part.  I  (règlemenl  nouveau  pour  1909  .  Pour 
ces  mêmes  examens,  d'après  l'ancien  règlement,  les  examinateurs 
sont  MM.  Beuhy  et  ('■.  Biktwhistle,  et  les  «  modérateurs  MM. 
K.-ll.  Il  UIDV  et  .l.-M.  Dodds. 

M.  Glaisheh  a  été  déclaré  lauréat  du  Prix  Morgan  pour  1908, 
de  la  f.ondon  mathematical  Society,  en  raison  de  ses  belles  recher- 
ches île  inathemat  iques  pures. 

M.  II.  Lamb,  professeur  à  L'Université  de  Manchester,  a  été 
nommé  docteur  honoraire  de  l'Université  de  Cambridge. 

M.  15. -F.  Seoir.  I-Yllou du  St.  .lohn's  Collège  de  Cambridge, 
est  nomme     Master  »,  en  remplacement  de  t'en  C.  ïaylor. 

M.  le  professeur  Ï.-J.-I'a  Bromwich,  F.  11.  S.,  a  reçu  le  grade 
de  docteur  es  sciences  de  l'Université  de  Cambridge. 

Autriche-Hongrie.  —  M.  Denizot  est  nomme  professeur 
extraordinaire  de  Mécanique  générale  a  L'Ecole  techuique  supé- 
rieure de  I .emberg. 

M.  F.  Rusl  est  nomme  professeur  extraordinaire  de  Mathéma- 
tiques a  l'Ecole  technique  supérieure  tchèque  de  Prague. 

M.  \  vvi.cik  est  nommé  professeur  extraordinaire  de  Mathéma- 
tiques a  L'Ecole  technique  supérieure  bohème  de  Prague. 

Prival-docent  :  M.  II.  Tietze  a  été  admis  en  qualité  de  privat- 
docenl  pour  les  Mathématiques  a  L'Université  «le  \  ienne. 
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Etats-Unis*  —  M.  A.  Hi. iss.  de  Princeton,  esl  nomme  pro- 
fesseur extraordinaire  de  Mathématiques  à  l'Université  de  Chicago. 

M.  A.  Butterfield,  i  I  •'  Il  ii  i  versi  te  de  Vermont,  esl  nommé  pro- 
fesseur  «le  Mathématiques  ;'i  l'Institut  polytechnique  de  \\  orcester. 

M.  II.  Dalaker,  esl  nommé  professeur  extraordinaire  de  Mathé- 
matiques à  l'Université  de  Minnesota. 

MM.  S.-C.  Davisso.v  ei  IIask.man  sont  nommés  professeurs  ex- 
traordinaires de  Mathématiques  à  l'Université  Indiana. 

M.  Hartwell  est  nommé  professeur  extraordinaire  de  Mathé- 
matiques ;i  II  niversité  de  Kansas. 

M.  It.-C.  Mac  Laiiiin.  lauréat  du  second  Smith'  Price  1896),  puis 
successivement  professeur  de  Mathématiques  à  I  l  niversité  de  la 
Nouvelle-Zélande,  et  de  Physique  à  l'Université  Columbia  à  New- 
York,  est  nomme  président  de  l'Institut  technologique  de  Massa- 
chuset  ts. 

M.  C.-A.  Waldo  esl  nommé  professeur  <le  Mathématiques  à 
l'Université  Washington  de  St-Louis. 

France*  — M.  Padé,  professeur  de  Mécanique  rationnelle  a 
l'Université  de  Bordeaux,  est  nomme  lecteur  de  1  Académie  de 
Besançon. 

Itnlic.  —  P rivât- docent.  :  M.  I  .  Cisotti  est  admis  en  qualité 
de  privat-docent  pour  la  Mécanique  rationnnelle  à  i  l  niversité  de 
Padoue. 

Suixwe.  —  M.  L.  Kollros,  professeur  au  Gymnase  de  la  Chaux- 
de-Fonds,  est  nommé  professeur  de  ('.cornet rie  descriptive  a 
l'Ecole  polytechnique  fédérale,  à  Zurich. 

Université  de  Genève.  —  Il  a  été  créé  un  poste  d'assistant  pour 
les  travaux  pratiques  de  Mathématiques.*-  l.c  Séminaire  de  Géo- 
métrie supérieure  a  obtenu  un  crédit  extraordinaire  pour  la  col- 
lection des  modèles  et  instruments  mathématiques;  1000  IV.  ont 
été  donnés  par  la  Société  académique  et  1000  fr.  par  l'Etat. 

Nécrologie. 

M.  A.  l.i.i.ori.T.  professeur  de  Mécanique  rationnelle  à  l'I  niver- 
sité de  Toulouse,  est  décédé  le  6  janvier  looo. 

Cours  universitaires. 

Paris;  Collège  <l<-  France.  —  l=r  semestre  1908-1909  (à  partir  du  7  dé- 
cembre 1908). 

Mathématiques.  M.  Jokdan,  professeur  titulaire.  —  M-  Humbert,  sup- 
pléant, étudiera  la  Transformation  el  la  Multiplication  complexe  des  fonc- 
tions abéliennes  (2  heures  —  Physique  générale  et  expérimentale.  M.  Bril- 
■  en  in  étudiera  la  Dyuamiqne  des  fluide-.  Résistance  des  liquides  el  «les  gaz 
au  mouvement  des  solides  (2  heures).  —  Mathématiques.  Fondation  Claude- 
Autoine  Peccot.   M.  N chargé  du  cours. 
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I  Bennecke.  —  Eine  konforme  Abbildung  ais /wcidiniciisi, mille  Logarith- 
mentafel  zur  Rechnung  mil  komplexen  Zahlen.  —  1  fasr.  in-'i":  ().  Sali, 
Berlin. 

<  "/  <  •  s  i  une  application  de  la  représentation  conforme  à  la  résolution  gra- 
phique «les  opérations  à  effectuer  sur  des  nombres  complexes.  La  table, 
établie  avec  beaucoup  de  soin  par  l'auteur,  permet  de  chercher  directement 
le    logarithme   vulgaire   de  x  -f-  iy  el    réciproquement.    Elle   esl    obtenue   à 

la  ii  li'  de  la  correspondance  par  point  s  sur  deux  plans  de  la  Ion  ri  ion  Z  =  loi;  r  . 
Si  l'on  a  X  -f"  /Y  =  logfjj  -f-  iy)  .  on  obtient  les  deux  Familles  de  courbes 

.»■  =  IOXcosYln  10)  .  y  =  10Xsin(Yln  10)  . 

Lorsqu'on  u'exige  pas  une  1res  grande  approximation,  cette  méthode  gra- 
phique conduil  iris  rapidemenl  au  résultat. 

Pierre  Boutroux.  —  Leçons  sur  les  fonctions  définies  par  les  équations 
différentielles  du  premier  ordre,  avec  une  aote  de  M.  Paul  Painlkvé.  — 

I  vol.  gr.  in-K".   190  p.;  (i  fr.  .")():  Gauthier- Villars,   Paris. 

Pour  comprendre  exactement  l'objet  el  la  portée  de  ces  leçons  il  esi  bon, 
il  me  semble,  de  partir  d'abord  d'une  remarque  qui,  depuis  nombre  d'an- 
nées, --iinpose  aux  géomètres  el  <|ui  a  été  particulièrement  précisée  par 
RI.  l'ainleve  |)e  toutes  les  I  ra  uscendaii  t  es  définies  par  les  eipia  I  ions  d  i  ll'e- 
rentielles  il  n'y  en  a  qu'un  1res  petit  nombre  dont  l'élude  révèle  une  pro- 
priété exacte  telle,  par  exemple,  que  la  périodicité.  Dès  lors,  à  défaut  de 
propriétés  exactes,  lVlfort  présent  el  l'effort  à  venir  ne  peuvent  être  tournés 
que  vers  l'étude  de  propriétés  approchées.  M.  Pierre  Boutroux  est  déjà 
entré  dans  celte  voie  en  étudiant,  dans  sa  thèse,  les  fonctions  méromorphes 
nouvelles  satisfaisant  à  des  équations  différentielles  formées  par  M.  Pain- 
levé    et    en    montrant    que   ces    intégrales,    quotients    de   fonctions   entières, 

Croissaient    suivant    le   mode  exponentiel. 

II  s'agit  maintenant  de  recherches  qu  ou  peut  rattacher  au  point  de  départ 
précédent,  mais  qui  sont  beaucoup  plus  avancées  et  intéressent  d'ailleurs  de 
nouvelles  équations,  notamment  celles  de  la  forme  v'Q  =  P  ,  P  el  Q  élan! 
«les  polynômes  en  <   et  v  el  plus  particulièrement 

y'  -f  A,+  A,r  +  A2v3  +  Aaj»  =  0  . 

les  A  étant  des  polynômes  en  x  ■ 

Ce  qu  il  faut  remarquer  tout  d'abord,  el  ce  qui  constitue  un  pas  en  avant 
«lune  importance  capitale,  c'est  l'apparition  nécessaire  de  fonctions  multi- 
formes à  une  infinité  de  branches.  On  démontre  que,  parmi  les  équations 
des  types  précédents,  l'équation  de  Riccali  est  la  seule  dont  l'intégrale  soit 
uniforme   et    que   des  fonctions   à    un   nombre   fini   de   branches    ne   peuvent 

[/Ensei  ornement   mnthcin.,   Il-  nnnéc  ;   1909.  •'> 
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satisfaire  qu'a  «les  équations  se  ramenaul  par  une  transformation  rationnelle 
;i  une  équation  de  Ricrati.  Quoique   1res   simple,   la   démonstration   de   ces 

lails  n'en  va  pas  moins  sans   un  certain  élO ■ruent.    Nous  ;m>ns  donc  devant 

nous  le  champ  de  tondions  à  une  infinité  de  branches  et  rien  pour  ainsi  dire 
dans  l'analyse  créée  jusqu'à  ce  jour  ne  donne  de  méthodes  pour  en  aborder 
I  étude.  Les  fonctions  multiformes  considérées  jusqu'ici  n'avaient,  en  géné- 
ral, qu'un  nombre  fini  de  branches,  elles  étaient  en  relation  simple,  par 
leurs  inverses  avec  les  fonctions  uniformes  et  enfin  on  savait  construire  des 
surfaces  de  Riemann,  à  i\\*  nontbre  fini  de  feuillets,  sur  lesquelles  des  cou- 
pures appropriées  les  rendaient  uniformes. 

Ici  les  questions  sont  d'une  autre  nature.  M.  Pierre  Boutroux  cherche  à 
étudier  d'abord  la  croissance  et  l'allure  de  certaines  branches  de  l'intégrale 
de  v'Q  =  P  où  P  est  de  degré  p  eu  y  et  Q  de  degré  q  .  Il  montre  que, 
moyennant  certaines  conditions  initiales  et  pour  p  —  q  =  1  il  existe  des 
branches  qui,  dans  de  certains  angles  ayant  leur  sommet  à  l'origine,  n'ont 
ni  zéros  ni  points  singuliers  d'aucune  sorte.  Ce  sont  des  branches  à  crois- 
sance exponentielle.  Si  la  condition  p  —  q  =  l  u'esl  pas  réalisée,  des  cir- 
constances plus  complexes  se  présentent,  mais  il  existe  alors  des  branches 
également  fort  remarquables  qui,  sur  une  surface  de  Riemann  dont  on  ex- 
cepte certains  cercles  dont  la  somme  des  aires  est  en  rapport  nul  avec  l'aire 
totale  de  la  surface,  croissent  moins  vite  qu'une  puissance  Unie  de.»-.  Ce 
sont  des  branches  à  croissance  rationnelle. 

La  classification  des  points  singuliers  transcendants  paraît  devoir  être  fort 
laborieuse  à  cause  du  très  grand  nombre  de  cas  qu  il  faudrait  considérer. 
Si  encore  il  n'existait  que  des  points  autour  desquels  se  permutent  une  infi- 
nité de  branches!  Mais  en  dehors  de  ces  points  que  l'auteur  appelle  direc- 
tement critiques,  il  en  existe  d'autres,  indirectement  critiques,  qui  sont 
limites  d'un  ensemble  de  points  tels  qu  autour  de  chacun  d'eux  les  permu- 
tations sont  possibles.  Dans  ces  conditions  les  divers  types  de  singularités 
se  divisent  en  cas  qui  comprennent  des  sons-cas,  et  il  semble  même  que 
l'on  puisse  subdiviser  indéfiniment  la  classification.  Au  milieu  de  cet  éche- 
veau  compliqué,  l'auteur  trouve  de>  fils  conducteurs  par  des  procédés  ingé- 
nieux et  simples.  Il  considère  des  équations  particulières,  même  certaines 
dont  les  intégrales  sont  délerminables  par  les  procédés  élémentaires  et, 
parlant  de  tels  repères,  établit  par  analogie  des  résultats  plus  généraux  et 
qui  semblent  de  la  plus  haute  importance.  Il  revient  sur  les  points  singuliers 
classiques  de  Brio)  et  Bouquet  et  montre  qu'il  n'y  avait  là  qu'une  classifi- 
cation provisoire,  ces  points  pouvant  être  de  natures  fort  diverses  et  n'ayant 
été  rapprochés  que  par  suite  d'un  point  de  vue  très  spécial.  Enfin  il  étudie 
|e>  relations  qui  peuvent  exister  entre  diverses  blanches  d'intégrales  sans 
s'astreindre  à  rester  dans  le  voisinage  d'un  point  critique. 

M.  Paul  Painlevé  a  terminé  l'ouvrage  par  une  note  de  46  pages  où  il 
eludie  la  réduction  a  «les  formes  canoniques  des  équations  dont  les  inté- 
grales n'ont  qu'un  nombre  fini  de  blanches.  Les  problèmes  qui  restent 
poses,  soit  par  les  recherches  de  M.  Boutroux,  soit  par  celles  de  M.  Pain- 
levé,  nous  permettent  sans  doute  des  résultats  non  moins  intéressants  que 
ceux  déjà  obtenus.  Et  que  l'on  ne  croie  pas  que  la  complexité  des  questions 
entraîne  quelque  difficulté  dans  la  lecture  de  l'oeuvre;  au  contraire,  tout 
parait  intuitif,  inspiré  de  I  esprit  d  analogie  et  construit,  non  pas  en  démon- 
trant et  en  entassant  de-  détails  ardus,  mais  en  taisant  de  larges  appels  à  la 
notion  de  continuité.  A.  Buhl  (Montpellier). 
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i  lu  ï>i  —  Méthodes  américaines  d'éducation  générale  et  technique. 
—  I  vol.  gr.  in-S'>.  744  |».,  365  ligures;  Dunod  cv  Pinal,  Paris;  Musée 
proveocial .  (  iharlcroi. 

Le  régime  scolaire  d'un  pays  dépend  nécessairemenl  d'un  ensemble  de 
•conditions  sociales,  économiques  el  historiques.  Chaque  pays  a  ses  tradir 
lions  :  leur  influence  tend  cependanl  trop  souvent  à  retarder  le  développe- 
iii. ni  rationnel  «le  I  instruction,  tel  que  l'exigeraient  les  conditions  modernes 
de  la  vie  économique.  Aux  Etats-Unis  i!  n'y  avait  guère  des  traditions  si  ol>- 
server  el  ce  sont  les  conditions  sociales  et  économiques  qui  ont  été  les 
principaux  facteurs  de  l'organisation  des  études  dans  les  établissements  de 
culture  générale  el  dans  les  écoles  techniques  et  professionnelles. 

L  <xposé  très  remarquable  que  fait  M.  O.  Buyse  de  cette  organisation 
si  ra  lue  avec  beaucoup  d  intérêt  et  de  profit  par  tons  ceux  qui  cherchent  à 
contribuer  an  progrès  de  l'enseignement  scientifique  et  professionnel.  Il 
montre  quels  sont,  dans  les  divers  types  d'écoles,  les  faits  marquants  qui 
caractérisent  l'enseignement  des  différentes  branches. 

Les  professeurs  américains  estiment  que  l'enseignement  en  général,  et 
spécialement  I  enseignement  scientifique,  ne  saurait  être  fécond  que  si  les 
élèves  sont  exercés  à  trouver  eux-mêmes  les  vérités,  les  lois.  C'est  le  prin- 
cipe de  la  méthode  de  h  redécouverte  »  (rediscovery)  étendu  à  toutes  les 
branches.  Les  leçons  de  (lasses,  dont  1  importance  est  très  réduite,  pré- 
parent on  confirment  les  éludes  pratiques  du  laboratoire  et  de  l'atelier. 
«  Apprendre  en  agissant,  dit  l'auteur,  est  la  substance  même  des  méthodes 
xolaires  aux  Llats-l  nis.  » 

L  ouvrage  comprend  sept  livres  dont  voici   les  principaux  objets  : 

I.  —  /.  enseignement  élémentaire  .  les  systèmes  scolaires  ;  les  caractéris- 
tiques de  l'école  primaire:  le  dessin  et  les  travaux  manuels  Les  bihlio- 
thèques  pour  enfants. 

II.  L'enseignement  secondaire  technique:  l'enseignement  moyen  en 
général  :  l'école  technique.  Caractéristiques  de  l'enseignement  scientifique 
dans  les  écoles  secondaires .  Les  sciences  d  observation  ;  l'expérimentation 
personnelle  par  les  élèves,  base  de  toutes  les  connaissances.  Les  travaux 
manuels.  L'enseignement  aux  jeunes  tilles. 

III.  —    Les  institutions  d'enseignement  industriel. 

I\      —   Les  institutions  d'enseignement  professionnel. 

\.       —    L  Education  d'une  race.   Institutions  pour  arriéres  ethniques. 

\  I.    —   L'enseignement  commercial. 

NIL   —   Les  écoles  techniques  supérieures. 

Les  matériaux  considérables  réunis  dans  cet  ouvrage,  et  accompagnés  de 
nombreuses  illustrations,  permettent  de  dégager  les  lois  qui  dominent  la 
pédagogie  générale  et  professionnelle  aux   Llats-l  nis.    L'Américain  désire 

que  l'école  assure  ù  ses  enfants  l'éducation  physique,  intellectuelle  et 
morale. 

Dans  ses  Conclusions,  fauteur  estime  que  »  les  grandes  idées  sur  l'essor 
dune  nation  par  l'éducation  sont  à  I  arrière-plan  dans  nos  écoles  ;  les  cadres 
de  1  instruction  sont  fixes,  les  méthodes  ne  font  cas  que  des  notions  abstrai- 
tes, de  l'argumentation  purement  logique  et  des  conclusions  tirées  du  syllo- 
gisme ;  les   matières   sont    enseignées   par  des   moyens    convenli els  qui 

semblent  s  éloigner  des  formes  de  la  vie  réelle  :  les  questions  d'organisation, 
les  programmes,  les  tendances  éducatrices,  ne  sont  discutées  que  dans  des 
cercles   restreints  :    le   public   ne  comprend   pas  le  langage  de   nos   pédago- 
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u "<'s .  il  reste  étranger  el  indifférent  à  ces  discussions   qui    sont  l'affaire  de 
professionnels,  «le  fonctionnaires  ». 

En  Amérique,  au  contraire,  chaque  école  a  ses  pulsations  propres  :  tou- 
tes les  grandes  questions  qui  touchent  à  son  patrimoine  scientifique  et  clas- 
sique soni  en  discussion  permanente  dans  les  livres,  dans  les  revues,  les- 
journaux  et  surtout  dans  les  assemblées  et  congrès  auxquels  s'associe  eb 
s'intéresse  le  peuple.  Les  innovations  qui  surgissent  sont  notées,  essayées,. 
exécutées  ;  le  public  —  qui  est  cordialement  accueilli  dans  les  classes,  les- 
ateliers,  les  laboratoires,  —  se  préoccupe  de  leur  réalisation  et  se  déclare 
satisfait.  Sous  sa  poussée,  la  vie  sociale  et  économique  s'est  prolongée. jus- 
que dans  le  domaine  scolaire  et  elle  donne  aux  études  de  la  fraîcheur  et  une 
allure  rationnelle  et  vraie.  Dans  tout  l'enseignement,  1  idée  et  sa  réalisation 
par  1  action,  sont  associées  indissolublement  :  par  l'éducation  agissante,  la. 
volonté  des  enfants  et  des  adolescents  prend  possession  d'elle-même.  » 

H.  F. 

Prancesco  Caldarera.  — Primi  fondamenti  délia  Geometria  dello  Spazio. — 

I  vol.  in-8°  de  236-IV  pages,  7  fr.  —  Yirzi.  Palermo. 

<>i  important  ouvrage  de  M.  Caldarera,  titulaire  de  la  chaire  de  Méca- 
nique rationnelle  à  l'Université  de  Païenne,  fait  suite  à  ses  «  Primi 
fondamenti  délia  Geometria  del  piano  »  publiés  en  1891.  De  même  que  dans 
ce  dernier  ouvrage  on  se  sert  systématiquement  des  coordonnées  trilinéaires, 
dans  celui-ci  on  se  sert  des    coordonnées   tétraédriques   ou    quadriplanaires. 

Le  livre  est  divisé  en  quatre  chapitres  : 

I.  Points,  plans  et  lignes  en  général,  et  par  rapport  au  tétraèdre  fonda- 
mental.   G7  pages. 

IL  Les  formes  fondamentales  de  /'''.  2me  et  3me  espèces.  58  pages. 

III  Généralités  sur  les  lignes  et  les  surfaces:  espace  réglé,  pôles  et 
polaires;  figures  polaires  réciproques  ;  principes  généraux  d'homographie  et 
de  dualité.  58  pages. 

IV.  /Cléments  de  géométrie  différentielle.  55  pages. 

II  n  est  guère  possible  dans  ce  court  compte-rendu,  de  faire  un  examen  dé- 
taillé de  ces  chapitres  permettant  de  mettre  en  évidence  toute  l'importance  des 
nombreuses  et  belles  théories  exposées  par  bailleur.  Nous  ne  voulons  cepen- 
dant pas  négliger  de  mettre  en  relief  une  nouvelle  et  remarquable  formule 
(8  133,)  de  l'angle  de  torsion  en  un  point  quelconque  d'une  courbe  gauche, 
exprimée  par  la  somme  des  carrés  de  trois  déterminants  de  troisième  ordre  : 
ceux-ci  sont  composés  de  manière  que  l'on  peut  déduire  deux  quelconques 
d  entre  eux  du  t  roisiènie  par  de  simples  substitutions  circulaires  des  indices. 
Au  pniiit  de  vue  méthodique,  l'ouvrage  est  fort  bien  conçu  et  grâce  à  la  ma- 
nière originale  et  nouvelle  suivant  laquelle  les  matières  sont  groupées  et 
étudiées,  il  sera  lu  avec  plaisir  par  ceux  qui  connaissent  déjà  quelque  peu 
le  sujet.  Ouant  aux  non-initiés,  pourvus  qu  ils  aient  une  préparation  suffi- 
sante, l'élude  de  cet  important  ouvrage  est  éminemment  suggestive,  car  elle 
le  pousse  à  examiner  un  grand  nombre  de  développements  destinés  à  vérifier 
tous   les   résultats  qui  y  sont  indiqués. 

L'auteur  fait  usage  de  quelques  notations,  qui  permettent  aux  lecteurs  de 
mieux  fixer  dans  son  esprit  les  formules  et  les  relations  étudiées. 

En  résumé,  l'ouvrage  dé  M.  Caldarera  constitue  un  excellent  essai  d'une- 
nouvelle  géométrie  analytique  <>  coordonnées  trilinéaires  et  tétraédriques. 

Giov.  Russo  (Calarizaro.) 
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Moritz  Cantor.       Vorlesungen  liber  Geschichte  der  Matematik.  Band  IV 
von  1759  6is  1799.  tinter  Mitwirkung  der  Herren  V.  Bobynin,  A.  v.  Brauu- 
iniilil,  F.  Cajori,  S.  Gunther,  V.  Kommerell,  G.  Loria,  E.Netto.G.  Vivanli, 
C.-R.  Wallner.  —  I  vol.  in-8°,  1113  p.  ;  32  Mk.  ;  B.-<i.  Teubner,  Leipzig. 

On  saii  que  le  tome  III  de  l'Histoire  des  mathématiques  dé  M.  Moritz  Can7 
*or  se  termine  à  l'année  1 7 ."> S .  ci  que  le  savanl  professeur  de  Heidelberg 
comptait  arrêter  là  son  remarquable  exposé.  Sur  les  instances  de  nombreux 
mathématiciens  qui  le  priaient  de  continuer  son  œuvre,  il  consenti)  à  diriger 
la  publication  d'un  nouveau  volume  dans  lequel  on  réunirait  un  certain  nom- 
bre de  monographies  concernant  la  seconde  moitié  du  XVIIIe  siècle,  el  qui 
seraient  rédigées  par  un  groupe  de  savants. 

Les  matières  ont  été  réparties  en  dix  nouveaux  chapitres  (XIX  à  XXVIII). 
de  la  manière  suivante  : 

XIX.  Histoire  des  mathématiques  :  monographies  et  biographies  ;  vocabu- 
laires :  éditions  d'ouvrages  classiques.  Par  S.  Gunther. 

XX.  Arithmétique.  Algèbre.  Théorie  <\cs  nombres.  Par  F.  Cajori. 

XXL  Analyse  rombinaloire.  Calcul  des  probabilités.  Séries.  Imaginaires. 
Par  JE.    Netto. 

XXII.  Géométrie  élémentaire.  —  Traités  de  Géométrie  élémentaire.  Géo- 
métrie pratique.  Recherches  spéciales  de  Géométrie  élémentaire.  Théorie 
•des  parallèles.  Par  V.  Boby.nin. 

XXIII.  Trigonométrie.  Le  développement  donné  par  Euler,  ses  contempo- 
rains et  ses  successeurs.  Les  bases  de  la  Trigonométrie.  Tétragonométrie. 
Polvgoinélrie.  Tables.  Séries  I  rigouométriques.  Par  A.  v.  Braunmuhl. 

XXIV.  Géométrie  analytique  à  deux  et  à  trois  dimensions.  Sections  coni- 
ques. Courbes  d'ordre  supérieur.  Courbes  gauches  et  surfaces.  Par  V.  Kom- 
merell. 

XXV.  Perspective  el  Géométrie  descriptive.  La- perspective  depuis  le 
moyen  âge  à  la  fin  du  XVIIe  siècle.  La  grande  période  de  la  perspective  théo- 
rique. Les  précurseurs  de  Monge.  Monge  et  les  fondements  de  la  Géométrie 
descriptive.  Par  G.  Loria. 

XXVI.  Calcul  infinitésimal.  Les  bases  ;  les  traités.  Différenliation  el  inté- 
gration. Intégrales  définies.  Applications  analytiques.  Transcendantes.  Inté- 
grales elliptiques.  Par  G.  Vivanti. 

XXVII.  Equations  différentielles.  Calcul  des  différences.  Calcul  des  varia- 
tions. Par  C.-R.  Wallner. 

XXVIII.  Coup  d'ceil  d'ensemble  sur  la  période  de  1 7ô8  à  1799.  Par  M.  Cantor. 
Chacune  de  ces  monographies  est  rédigée  sous  la  seule    responsabilité   de 

son  auteur.  Elles  ne  présentent  évidemment  pas  l'unité  de  méthode  qui  carac- 
térise les  trois  premiers  volumes.  Mais,  par  leur  ensemble,  elles  n'en  cons- 
tituent pas  moins  un  complément  très  précieux  de  l'œuvre  magistrale  de 
M.  Cantor. 

Paul  Crantz.  —  Arithmetik  und  Algebra  zum  Selbstunlerricht,  Zweiler 
Teil.  —  1  vol.  cari,  (collection  «  Ans  Natur  und  Geisteswell  •>>,  128  p.  ; 
I   Mk.  25;   B.  G.   Teubner,   Leipzig. 

.Nous  avons  déjà  annonce    la    première  partie  de  cet  ouvrage  dans  le  tome 

précédent    (1908,  p.  182|  ;    l'auteur  s'est  proposé  de  faire  un  exposé  clair  el 

simple  des  éléments  d'arithmétique  et  d'algèbre  cpii  font  partie  du  pro- 
gramme de  nos  écoles  moyennes. 
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Les  sujets  traités  dans  ce  second  volume  figureul  dans  la  pluparl  des 
manuels;  les  maîtres  y  trouveront  cependant  quelques  innovations;  ainsi,  la 
résolution  algébrique  de  l'équation  du  3me  degré  esl  rattachée  d'une  manière 
élégante  à  l'étude  des  équations  réciproques.  Suivant  la  tendance  moderne 
I  auteur  s'est  appliqué  à  rendre  les  choses  visibles  :  la  représentation  gia- 
phique  des  fondions  intervient  dans  la  résolution  des  équations  à  mie  et  à 
deux  inconnues  et  dans  l'analyse  indéterminée  ;  les  nombres  complexes  et, 
en  particulier,  les  racines  nèmw  <le  l'unité,  sonl  accompagnées  de  leurs- 
images  géométriques. 

Les   progressions    servent   d'introduction    —   d'une  part    — ■  an\     notions- 
d'infiniment  petil    et   d'infiniment   grand,    de   séries   convergentes  et    diver- 
gentes,  et    —   d'autre  part   —   aux   problèmes    d'arithmétique  commercial* 
sur  les  annuités  ei  les  rentes. 

Le  binôme  de  Newton  termine  I  ouvrage. 

Comme  le  litre  l'indique,  cette  publication  esl  destinée  aux  autodidactes 
la   clarté   d'exposition   et   les    nombreux    exercices   numériques,    traités    en 
détail,   contribueront   certainement    à   donner   à  ces   deux  petits  volumes   le 
succès  i|ii  ils  méritent . 

L.  Koi.i.noss  (La  Chaux-de-Fonds). 

L.  Crei.ier.  —  Géométrie  cinématique  plane.  Notice  avec  quelques  appli- 
cations à  l'usage  des  techniciens  et  «les  ingénieurs. —  I  fasc.  in-4°,  14  p.  : 
Imprimerie  Gassmann,  Bienne  (Suisse i. 

M.  Crelier  a  destiné  ces  notions  de  géométrie  cinématique  à  ses  anciens- 
élèves  du  Technicum  de  Bienne  ;  mais  elles  seront  également  lues  avec  intérêt 
par  les  ingénieurs  et  les  professeurs  des  écoles  techniques.  L'auteur  s  est 
efforcé  de  rester  dans  le  domaine  élémentaire  qu'il  présente  sous  une  forme 
1res  simple,  en  s'inspiranl,  pour  ce  qui  esl  des  principes,  du  bel  Ouvrage  d< 
Géométrie  cinématique  du  Colonel  Mannheim. 

La  Notice  débute  par  les  définitions,  les  constructions  et  les  opérations 
de  quelques  courbes  particulièrement  importantes  par  leur  emploi  dans  I» 
géométrie  du  mouvement.  Puis  viennent  trois  chapitres  consacrés  à  l'étude 
du  centre  instantané  de  rotation,  et  des  mouvements  épicycloïdaux,  du  centre 
de  courbure  et  du  déplacement  de  figures  de  grandeur  variable.  Dans  un 
cinquième  et  dernier  chapitre  on  trouve  les  applications  aux  guides  recti- 
lignes  :  Inverseur  de  Peaucclier,  guides  elliptiques,  guides  Evans,  lïculeaiiv 
Roberts,  guides  conchoïdaux  et  lemniscoïdaux,  parallélogramme  de  Watt. 

1    I.nkiqi  is.  —  Les  problèmes  de  la  science  et  de  la  logique  -    l  vol.  in-s 
(Bibliothèque  de  philosophie  contemporaire)  '■'<  \\\  75.  Félix  Alcan,   Fans 
L'esprit  général  de  celte  élude  est  à   la   fois  critique  et   positif;  I  auteur 
interprète   dune   façon    claire   et    scientifique    et    cherche   à    concilier    sans- 
transactions  éclectiques  les   tendances   spéculatives  qui  ont  guidé  sa  pensée. 
Après   avoir   lixé    les   lins   et    la    méthode    de    la    recherche,    M.     Fnriques- 
développe  une  analyse  de  ce  qui  forme  le  réel,  soit  au  point  de  vue  vulgaire 
soit  au  point    de  vue  scientifique:   c'est   ainsi  que  celle  analyse  s  étend  à  une 
critique  des  faits  et  des  théories  qui  tend  à  distinguer  d'une  part  le  contenu 
positif  de  la  Science,  d  autre  part  son  aspect   subjectif. 

De  cette  analyse   naissent  deux    ordres  de    problèmes      \°   les    problèmes- 
concernant   la  transformation  logique  des  concepts  considérée   comme    déve- 
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loppemenl  psychologique  el  comme  instrument  de  naissance,  et  _  ceux 
qui  se  rapportent  au  sens  et  à  l'acquisition  des  concepts  plus  généraux 
•  I  espace,  temps,  force,  mouvement,  ele  ,  et  à  leur  emploi  dans  la  science. 

C'est  .ni\  premiers  qu  est  consacré  lu  suite  du  volume  présenté  aujonrd  bui 
au  public.  Dans  la  logique  pure,  l'auteur  recherche  la  valeur  réelle  des  lois 
formelles  «lu  raisonnement  el  les  conditions  auxquelles  elles  deviennent  un 
critérium  probant  à  l'égard  des  faits  :  pour  la  logique  formelle,  il  a  besoin 
«le  retenir  sou  nom.  comme  instrument  rigoureux  de  transformation  du 
raisonnement  dont  là  valeur  peut  être  contrôlée  indépendamment  <l«> 
vérifications  de  l'expérience  et  de  la  vérité  ou  <l«'  la  fausseté  des  hypothèsi  s, 
voire  même  de  leur  contenu  effectif,  r'est-à-dire  <l«-  la  signification  réelle  du 
raisonnement . 

J.-C.  Pields   —  Theory  of  the  algebraic  Functions  of  a  complex  variable. 

—  I  vol.  in-'i".   186  p.;  Mayer  et  Millier,  Berlin. 

13e  Iimis  l.-s  domaines  «l«'s  sciences  mathématiques,  l'un  «les  plus  explorés 
il  des  plus  étudiés,  I  un  de  ceux  auxquels  la  plupart  des  géomètres  re- 
viennent avec  prédilection,  esi  celui  des  fonctions  algébriques  d  une  variable. 
Les  notions  l«?s  plus  diverses  y  affluent  et  c'est  par  des  méthodes  très  éloi- 
gnées «'ii  apparence  que  les  mêmes  problèmes  se  trouvent  résolus. 

Ici.  comme  «I  ailleurs  dans  presque  toutes  les  théories,  l'évolution  liisto- 
rique  n'a  pas  suivi  la  voie  «pii  semble  la  plus  logique.  Le  théorème  d'Abel, 
par  exemple,  puis,  plus  lard,  tons  les  résultats  auxquels  Riemann  lut  con- 
duit, intuitivement  pour  ainsi  dire,  en  considérant  les  surfaces  qui  portent 
son  nom.  ont  précédé  les  célèbres  leçons  de  Weierstrass.  Celui-ci  lut  l'un 
«li's  premiers  qui  s'efforça  de  fonder  systématiquement  la  théorie  «les  trans- 
cendantes abéliennes  sur  celle  des    fonctions   algébriques    proprement    <lil<^ 

Les  mêmes  tendances  se  retrouvenl  aujourd'hui  chez  «•eux  qui,  disciples 
de  Kronecker  et  de  MM.  Dedekind  et  Weber,  adoptent  «les  procèdes  arith- 
métiques qui,  convenablement  modifiés,  devront  permettre  un  jour  d'édifier 
parallèlement  à  la  théorie  supérieure  «les  nombres  une  théorie  complète  «les 
fonctions  algébriques  de  une  ou  plusieurs  variables  indépendantes. 

M.  Pields,  dont  le  remarquable  volume  a  paru  peu  après  le  grand  traité 
de  .MM.  Hensel  et  Landsberg',  parait  avoir  eu.  comme  peut-être  au>si  ces 
deux  auteurs,  le  désir  essentiel  de  montrer  comment  on  pourrait  parvenir 
à  un  pareil  résultat.  Comme  eux  el  avec  t«>n>  ceux  qui  cherchent  à  se  placer 
au  point  de  vue  arithmétique,  M.  Pields  s  attaque  d'abord  à  un  problème 
qu'avec  raison  «m  considère  comme  fondamental  pour  toutes  ces  mêmes 
théories,  celui  «le  la  construction  de  fonctions  «lu  corps  algébrique  consi- 
déré ayant  en  des  p«>ints  donnés  de  la  surface  de  Riemann  correspondante 
«les  infinis  d'ordres  donnés. 

MM.  Mensel  et  Landsberg  font  dans  ce  but  usage  «le  systèmes  fondamen- 
taux dont  ils  transforment  successivement  les  fonctions,  tan«lis  «pie  M.  Pields, 
en  se  servant  «1  une  méthode,  dite  par  lui  de  déformation  des  produits, 
arrive  au  même  résultat.  Cette  méthode  elle-même  sera  suffisamment  carac- 
térisée, quoique  «1  une  façon  sommaire,  «n  «lisant  qu'étant  donnée  une  fonc- 
tion G(s  .  n  qui.  décomposée  en  facteurs,  s'écrirait  : 

G(8,f)  =  j„_>  -  Qd->  -  Q*i  •••  '-V—  Q__,l  . 


1  Hknsbl  et  Landsbeho,   Théorie  der  atgebraischen   Funktianen   einei    Variablen  mut  ihn 
Anwendung  auf  algebraische  Kurven  und  Abelsehe  Intégrale. 
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M.  Fields  modilîe  séparémenl  el  d  une  manière  convenable,  par  suppression 
(1rs  termes  «le  moindre  degré,  chacune  des  séries  de  puissances 

Qi  .  Q.  .  ...  Q„_,  ■ 

M.  Fields  suppose  doue  connue  toute  la  théorie  du  développement  des 
fonctions  algébriques  en  séries  de  puissances  dans  le  voisinant-  d'un  point 
donné. 

Une  lois  résolues  toutes  les  questions  qui  touchent  au  problème  fonda- 
mental, M.  Fields  arrive  sans  difficulté  au  point  central  de  toute  sa  théorie, 
i  son  théorème  complémentaire,  par  lequel  du  nombre  des  constantes  qui 
interviennent  dans  nue  fonction  arbitraire,  on  passe  à  celui  des  constantes 
de  la'  fonction  la  plus  générale  dont  les  infinis  constituent  un  système  adjoint 
du   système  des   inlinis  de   la   fonction   donnée. 

Du  théorème  complémentaire  découlent  ensuite  comme  simples  corollaires 
les  propositions  les  plus  essentielles,  celles  de  Blïl  l-Nœt  lier  el  de  Riemanii- 
Roch  qui,  en  dernier  ressort,  lui  sont  d'ailleurs  équivalentes.  Les  Ihéorèmi  s 
connus  touchant  les  points  de  Weierstrass  en  sont  de  même  des  consé- 
quences immédiates  M.  Fields  peut  aussi,  en  se  basant  sur  le  théorème 
complémentaire,  établir  que  le  genre  reste  inaltéré  à  la  suite  d  une  transfor- 
mation biraliomielle   quelconque,   puis   généraliser    les    formules   de    Plùcker 

•  ■I  esquisser  enfin  une  théorie  des  systèmes  corésiduels.  Le  livre  s'achève 
par  un  aperçu  rapide  des  propriétés  essentielles  des  intégrales  abéliennes 
de  chaque  espèce. 

Les  deux  théories,  celle  de  M.  Kields  d'une  pari  et  celle  de  MM.  Hensel 
el  Landsberg  d'autre  part,  quoique  tout  à  fait  distinctes  el  indépendantes, 
suivent  une  marche  parallèle.  Au  moment,  toutefois,  où  le  premier  de  ces 
auteurs  s'arrête,  les  deux  autres  poursuivent  en  utilisant  systématiquement 
nue  notion  dont  M.  Fields  ne  fait  usage  nulle  part  niais  qui  simplifie  la  plu- 
part des  énoncés,  celle  des  diviseurs  premiers  algébriques. 

N'importe.  Le  but  que  M.  Fields  s'était  proposé  se  trouve  complètemeul 
atteint.  Sa  théorie  ne  laisse  rien  à  désirer.  Le  théorème  complémentaire  est 
établi  sans  aucune  hypothèse  restrictive  touchant  les  singularités  de  I  équa- 
tion qui  sert  à  la  définition  du  corps.  A  cet  égard,  M.  Fields  va  très  loin 
puisqu'il  lui  est  indifférent  de  supposer  que  celle-ci  soit  ou  non  irréductible, 
pourvu  que  les  facteurs  multiples  en  aient  été  éliminés.  Cette  hypothèse  a 
son  avantage  car  elle  le  conduit  dans  le  cours  du  volume  à  une  extension  de 
la  notion  de  genre  ainsi  qu  à  un  certain  critère  d'irréductibilité. 

Le  livre  de  M.  Fields  est   intéressant  d'un  bout  à  l'autre  ;   la  personnalité 

•  le  son  auteur,  connu  par  d  excellents  travaux  antérieurs,  sa  compétence 
absolue,  le  soin  apporté  à  chaque  page  du  volume  rédigé  une  première  fois 
en  18'J8.  sont  autant  île  garants  que  l'ouvrage  ci-dessus  sera  aussi  bien 
accueilli  des  chercheurs  en  quête  de  méthodes  nouvelles  que  des  amateurs 
de  rigueur  absolue,  désireux  en  même  temps  d'une  exposition  aussi  rigou- 
reuse que  p  issible.  G.  Dumas  (Zurich). 

IL  Le  Vavasseur.  —  Quelques  démonstrations  relatives  à  la  théorie  des 
nombres  entiers  complexes  cubiques.  —  Propriétés  de  quelques  groupes 

d  ordre  Uni.  —  I   vol.  gr;  iu-8°,  "fi  p.;  :{  fr.  ;  Gaulhier-Villars,  Paris,  1908. 

Dans  un  mémoire  publie  en  1897  (Ann.  de  la  Fac.  des  Sciences  de  Tou- 
louse)  Stielijes  a  énoncé,  sans  démonstration,  quelques  propositions  relatives 
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à  l.i  théorie  «les  nombres  entiers  cubiques.  M.  Le  Vavasseur  faîl  voir,  dans 
son  premier  mémoire,  que  les  théorèmes  de  Stieltjes  ><■  déduisent  1res  sim- 
plement «le  la  lui  île  réciprocité  il  Eisenslein.  l'uni-  mettre  le  lecteur  en  me- 
sure 'le  lire  les  mémoires  d'Eisenstein  et  de  Stieltjes  I  auteur  esquisse  rapi- 
dement les  principes  essentiels  de  In  théorie  du  corps  cubique.  On  -ait  que 
cr  corps  rentre  comme  cas  particulier  dans  la  catégorie  des  c<>c|>s  algébri- 
ques formes  avec  les  racines  de  l'unité  qui  ont  été  étudiés  pour  la  première 
lois  par  Kummer.  Mais  on  peu  t  en  Faire  une  étude  directe  —  «  »  î  t   à   I  aide  des 

méthodes  fécondes  de  Kummer  et  deDedekind,  soil  en  prenant  pour lèle 

Gauss  dans  son  mémoire  k  Theoria  residuorum  biquadraticorum  commen- 
ta tio  seennda  .  La  méthode  de  Gauss  esl  certainement  l'une  des  plus  élé- 
mentaires, —  c'est  elle  (jni  a  servi  de  modèle  à  M.  Le  Vavasseur  dans  son 
mémoire  sur  les  nombres  cubiques. 

Le  second  mémoire  de  M.  Le  Vavasseur  esl  consacré  a  I  élude  de  quelques 
groupes  dOrdre  fini.  Un  sait  l'énorme  importance  qu'a  prise,  depuis  Abel  el 
Galois,  la  théorie  de  ces  groupes  dans  la  résolution  algébrique  des  équa- 
tions. Mais  il  reste  encore  beaucoup  à  taire  dans  ce  domaine  malgré  les  tra- 
vaux de  Jordan,  de  Kronecker,  de  Hermite. 

M.  Le  Vavasseur  s  occupe  d'abord  des  groupes  cycliques  d'ordre  quelcon- 
que et  de  leurs  isomorphismes.  11  passe  ensuite  à  des  groupes  plus  com- 
plexes. Le  problème  de  la  formation  des  groupes  et  la  recherche  des  iso- 
morphismes deviennent  alors  beaucoup  plus  difficiles.  Mais  l'emploi  heu- 
reux des  imaginaires  de  Galois  et  l'introduction  d  un  exposant  imaginaire 
symbolique  permettent  de  simplifier  considérablement  l'étude  des  groupes 
considérés  par  M.  LeVavasseur,  et  l'auteur  arrive  à  îles  résultats  curieux. 
Ce  travail  se  rattache  du  reste  à  un  autre  mémoire  du  même  auteur  publié 
en  1904  dans  les  Annales  de  l'Université  de  /.von  (fasc.  15).  On  le  lira  avec 
intérêt. 

I).  Mirimanoi  i  (Genève). 

1".  Pietzker.  —  Lehrgang  der  Elementar-Mathematik.  IL  Teil.  Lehrgang 
der  Oberstufe.  —  l  vol.  in-8°,  relié,  i42  p.,  Teubner,  Leipzig. 
Mous  avons  analysé  le  premier  volume  de  cet  ouvrage  dans  le  n°  de  mai 
1907.  Le  second  volume  est  plus  spécialement  destiné  aux  élèves  des  classes 
supérieures  des  gymnases  prussiens.  De  même  que  dans  le  premier.  1  auteur 
a  tenu  compte  dans  une  1res  large  mesure  du  vœu,  exprimé'  dans  les  milieux 
pédagogiques,  el  notamment  au  sein  de  la  ■•  Société  allemande  des  natura- 
listes et  des  médecins»,  en  vue  d'une  réforme  de  I  enseignement  des  mathé- 
matiques élémentaires  La  matière  traitée  dans  ce  nouveau  volume  lui  a 
permis  de  donner  encore  plus  d'extension  à  sa  méthode  d'enseignement, 
L  ouvrage  se  divise  en  deux  parties  :  Algèbre  ei  Géométrie. 

Irc  partie.  Algèbre.  —  n /  Fonctions  définies  au  moyen  d'équations;  repré- 
sentations graphiques;  résolution  d'un  système  d'équations  d<\  premier 
degré  et  introduction  des  déterminants;  propriétés  de  ces  derniers;  équa- 
tions des  deuxième,  troisième  ei  quatrième  degrés;  quelques  propriétés 
générales  des  équations  ;  méthodes  d'approximation  pour  la  recherche  des 
racines  incommensurables;  maxima  et  minima  de  quelques  fonctions.  —  b) 
Extension  de  la  notion  de  nombre';  nombres  entiers,  tract iomia i res .  irra- 
tionnels :  nombres  imaginaires  :  formule  de  Moivrc.  —  c)  Arrangements  el 
,        i  i    i     t  "  \  n(n  —  Il  ...  (n  —  *  +  1 

combinaisons  ;     propriétés    du     symbole    11    = j—t , 
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élémenls  de  la  théorie  des  probabilités.  —  </  Progressions  arithmétiques 
du  premier  ordre  el  d'ordres  supérieurs;  progressions  géométriques;  bi- 
nôme ;  développcmcnl  des  toilettons  en  séries  suivant  la  méthode  des  coefli- 
rients  indéterminés  el  applications  aux  cas  des  fonctions  :  1. 1 1  +  •'')  •  arctg  i 

e      .   SÎn .»    el    eus.»    . 

Il1  partie.  Géométrie.  —  a  Trigonométrie  plane  et  trigonométrie  sphé- 
ii «  1  no.  —  b)  Géométrie  dans  l'espace;  éléments  de  La  géométrie  descriptive. 
—  r)  Transversales;  rapports  harmoniques;  perspective  el  projection; 
centre  d'homothétie  ;  puissance  d'un  poinl  par  rapport  à  un  cercle;  axes 
radicaux. 

Le  dernier  chapitre  esl  consacré  ;i  une  élude  comparée  des  points  de  di- 
vergence cuire  la  géométrie  dite  euclidienne  el  la  géométrie  moderne,  el 
l'auteur  conclut  en  réfutant  toutes  les  objections  que  rencontre  celle  der- 
nière. Nous  ne  pouvons  que  recommander  la  lecture  <le  cet  ouvrage  qui, 
sous  bien  des  rapports,  introduit  des  innovations  heureuses. 

<i.  Bertrand  (Genève). 

M.  Stuwkht  —  Cinq  études  de  Géométrie  analytique.  —  I  vol.  in-8* 
230  p.  :  pr.  •)  fr.  :  librairie  E.  van  Geethem,  Gand. 

Une  matrice  rectangulaire  à  /  ligne  el  /  — j—  )  colonnes  esl  nulle  lorsqiK 
les  /  +-  1  déterminants  qui  la  constituent  sont  tous  nuls.  Ce  fait  équivaut  en 
général  à  deux  équations  el  peut,  par  conséquent,  servir  ;'i  définir  une  courbe 
lorsque  les  éléments  de  la  matrice  sonl  des  fonctions  des  coordonnées  géo- 
métriques. L  auteur  développe  une  méthode  élégante  pour  étudier  les 
propriétés  des  courbes  dont  les  équations  sonl  susceptibles  d'être  mises  sous 
la  forme  indiquée  et  en  fait  l'application  à  diverses  questions  intéressantes. 

Après  avoir  établi  de  nombreux  résultais  (notamment  au  poinl  de  vue  de 
la  Géométrie  énumérative)  concernant  la  cubique  la  plus  générale  et  diver- 
ses autres  courbes  gauches  algébriques,  l'on  montre  quels  procédés  d'éli- 
mination donnent  naissance  à  des  matrices  et  quel  usage  Ton  peut  taire  de  cetli 
théorie  pour  la  détermination  el  l'étude  de  la  courbe  jacobienne  d'un  syslènn 
de  surfaces,  des  courbes  singulières  de  certains  lieux  géométriques,  d< 
l'arête  de  rebroussement  <l  une  enveloppe.  L'auteur  étudie  également  les  con- 
gruences  linéaires  des  variétés  algébriques,  certaines  propriétés  de  l'espaci 
réglé  considéré  comme  hyperquadrique  d'un  espace  ;'i  cinq  dimensions;  il 
traite  enfin  une  question  géométrique  intéressant  l'intégration  graphique 
ainsi  que  la  représentation  graphique  des  fonctions  selon  les  procédés  dus 
à  M .  Massa  u. 

Cet  ouvrage  constitue  une  contribution  importante  à  l'élude  des  surfaces 
el  des  courbes  algébriques  el  mel  en  lumière  une  méthode  élégante  el  fé- 
conde. 

G.  Combebiac  (Bourges). 

W.  F.  VVhite.  —  Scrap-Book  of  Elementary  Mathematics.  —  Notes, 
Récréations,  Essays.  —  I  vol.  cart.  2'i8  p.  :  The  open  Court  publishing 
Company,  Chicago. 

Comme  I  auteur  le  fait  remarquer  dans  sa  préface,  ce  livre  n'es!  nullement 
un  traité  de  mathématiques  élémentaires;  c'esl  un  recueil  divisé  en  ne 
grand    nombre    (le    courts    chapitres    concernant    divers    sujet    des  mathéma- 


/;//;  /.  IOGRA  l' il  il-:  75 

tiques.    C'esl    surtout    le    côté    récréatif  qui    s'y    trouve    développé;    «m    \ 

trouvera  une  Foule  de  remarques  curieuses  sm-  la  théorie  des  nbres,    sur 

certains  problèmes  fameux  de  l'antiquité,  mu-  divers  paradoxes,  etc.  Quel- 
ques entêtes  «le  chapitres,  pris  au  hazard,  permettront  de  se  rendre  compte 
«le  la  nature  du  livre:  !)<•  quelques  curiosités  numériques  —  Les  axiomes 
«lans  l'algèbre  élémentaire  —  L«'  paradoxe  concernant  la  quadrature  du 
cercle  —  De  quelques  faits  surprenants  dans  l'histoire  des  mathématiques 
—  Carrés  magiques  —  La  nature  du  raisonnement  mathématique,  etc.,  etc. 
Comme  on  le  voit,  les  sujets  les  plus  variés  ont  été  réunis  dans  cet  ouvrage, 
et  cependant  L'unité  du  travail  n'en  souffre  pas.  L'auteur  l'ait  preuve  «I  une 
rare  originalité  et  saii  éveiller  l'intérêt  du  lecteur.  Le  livre  se  recommande 
non  seulement  aux  spécialistes,  mais  à  ions  ceux  qui  s'intéressent  aux 
mathématiques.  Son  utilité  pour  les  instituteurs  est  tout  indiquée,  car  ils 
pourront  y  puiser  de  nombreux  renseignements  propres  à  exciter  l'attention 
de  leurs  élèves,  ('.est  à  tort  qu  on  laisse  parfois  complètement  de  côté  !<■ 
point  de  vue  récréatif  «les  mathématiques,  car  rien  n'est  plus  apte  à  susciter 
I  intérêt,  surtout  pendant  les  premières  années  d'étude. 

J.-P.  Di  mi  i;  I Genève  . 


P.  Worms  m  Romilly.  —  Sur  les  premiers  principes  des  sciences  mathé- 
matiques. —  1  vol.  in-8°,  5S  p.  ;  pr.  fr.  '1. ô"  :  Rermann,  Paris. 

I.  auteur  a  réuni  les  idées  les  plus  marquantes  qui  se  sont  fait  jour,  dans 
ces  dernières  années,  sur  les  Principes  «les  Mathématiques  (Arithmétique, 
Géométrie.  Mécanique).  L'Arithmétique  est  traitée  avec  beaucoup  de  parci- 
monie (une  page  et  demie).  La  plus  grande  partie  de  l'ouvrage  est  consacrée 
à  la  Géométrie  et  le  lecteur  y  trouvera  l'exposé  des  systèmes  d'axiomes  que 
l'on  peut  donner  à  cette  science  selon  les  divers  points  rie  vue  qui  ont  été 
adoptés  par  les  auteurs':  tradition  euclidienne  avec  généralisation  selon  Bo- 
lyai  <•(  Lobatschewsky,  axiomes  de  M.Hilbert,  travaux  de  M.  «le  Tilly  sur  les 
fonctions  susceptibles  de  jouer  le  rôle  d'une  distance,  résultats  dus  à  Rel- 
trami  sur  les  surfaces  à  courbure  constante,  groupes  de  transformations  «le 
Lie.  Il  était  peut-être  inutile  de  recueillir,  à  côté  de  ces  belles  productions 
mathématiques,  certaines  idées  philosophiques  au  moins  discutables  et.  dans 
ions  les  cas,  dépourvues  de  tout  caractère  scientifique. 

Des  considérations  générales  qui  parsèment  assez  abondamment  I  ouvrage 
il  ne  nous  a  pas  paru  résulter  une  idée  d'ensemble  bien  nette  sur  la  struc- 
ture logique  des  Mathématiques. 

(•;.  Combebtac  (Bourges 
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LA  GEOMETRIE  ÉLÉMENTAIRE 
BASÉE  SUR  LE  GROUPE  DES  DÉPLACEMENTS 


1.    —   LES   ROTATIONS 
Droite. 

1.  —  Je  suppose  que  le  lecteur  sait  ce  (pie  c'est  qu'un  ensemble 
continu  à  1,  2,  .'î...  dimensions  '. 

.le  rappelle  qu'il  est  facile  de  construire  des  ensembles  continus 
à  .'>  dimensions.  11  suffit,  par  exemple,  de  prendre  pour  éléments 
les  systèmes  de  3  nombres  .r.  //,  z,  que  l'on  peut  former  en  don- 
nant à   r.  //,  s,  toutes  les  valeurs  possibles,  deux  éléments!./',  y.  z 
et  {a;',  y',  z')  étant  égaux,  par  définition,  sia'  =  .t';,  //  =  y' ,  z=z'. 

Je  suppose  également  que  le  lecteur  sait  ce  que  c'est  qu'une 
transformation,  et  aussi,  ce  que  c'est  qu'une  transformation  con- 
tinue d'un  ensemble  continu  à  une  ou  plusieurs  dimensions. 

Je  considère  aussi  comme  connue  la  notion  de  groupe  de  trans- 
formations. 

Cela  posé,  j'appelle  espace  lobatschefskien  tout  ensemble  qui 
satisfait  aux  postulats  suivants  : 

2.  —  Postulat  l.  11  est  continu  et  a  trois  dimensions.  J'appel- 
lerai points  les  éléments  de  cet  ensemble.  J'appellerai  ligne  un 
ensemble  continu  à  une  dimension,  formé  de  points,  et  sur/ace 
un  ensemble  continu  à  deux  dimensions,  formé  de  points. 

.'}.  —  Postulat  II.  Parmi  les  transformations  continues  que  peut 
subir  l'espace,  il  y  en  a  qui  satisfont  aux  postulats  suivants,  numé- 
rotés de  III  a  XI  inclus  ;  je  les  appelle  des  déplacements  lobatschefs- 
kiens. 

\.  Postulat  III.  Il  y  a  une  infinité  de  déplacements  lobatschefs- 
kien s.  (les  déplacements  forment  un  ensemble  continu.  Ils  for  me  ni 
aussi  un  groupe.  e|  par  suite  un  groupe  continu. 

Définition.  On  dit  que  deux  ligures  F  cl  F'  sont  égales  si  on 
peut  trouver  un  déplacement*  1)  qui  les  amènent  à  coïncider, 
c'est-à-dire  tel  que 

V  =  F  .  1)  . 

5.  —  Théorème,  hein  figures  égales  u  une  même  troisième  sont 
égales  entre  elles.  Car  les  déplacements  forment  un  groupe. 


1  on  pourra  consulter  n  ce  sujet   :    Edward  V    Huntinoton.  La  Kontinuo,  traduction 
spéranto  de  Raoul  Bricard  (Qauthier-Villars 
;  Je  sous-entendrai  désormais  le  mot  lobatschefskien. 
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(i.  —  Postulat  1 I  .  Etant  donnés  deux  couples  de  points  AH,  A'B'. 
on  ne  peul  pas.  en  général,  trouver  un  déplacement  qui  amène  A 
sur  A'  et  B  sur  IV.  Si  on  en  peut  trouver  un,  la  figure  réduite  for- 
mée par  les  deux  points  A  et  B  est  égale  à  la  figure  réduite  for- 
mée par  les  deux  antres  points  A'  et  IV.  :  je  dirai  alors  (pie  la  dis- 
tance des  deux  points  A  et  B  est  égale  à  la  distance  des  deux 
points  A'  et  B'.  .l'admets  que.  dans  ce  cas,  on  peut  trouver  un 
antre  déplacement  qui  amène  A  sur  B'  et  B  sur  A'. 

En  particulier  étant  donne  deux  points  A  et  B,  on  peut  trouver 
un  déplacement  qui  amène  A  en  B  et  B  en  A. 

7. —  Postulat  V.  Il  va  une  infinité  de  déplacements  Lobatschefs- 
kiens  dans  Lesquels  un  point  donne  M  resteà  lui-même  son  homo- 
logue. 

8.  —  Postulat  VIL  II  y  a  une  infinité  de  déplacements  loba- 
tschefskiens  dans  lesquels  deux  points  donnés  A  et  B  restent  à 
eux-mêmes  leurs  homologues.  Ces  déplacements  forment  un  en- 
semble continu,  à  une  dimension,  et  fermé'. 

De  plus,  dans  chacun  de  ces  déplacements  il  y  a  une  infinité  de 
points  qui  sont  à  eux-mêmes  leurs  homologues.  Ces  points  for- 
ment un  ensemble  continu,  à  une  dimension,  illimité  dans  les 
deux  sens,  c'est-à-dire  une  ligne,  que  j'appelle  ligne  droite  ou 
simplement  droite. 

Enfin,  j'admets  encore  que  la  Ligne  des  points  qui  restent  fixes  - 
est  la  même  pour  tous  les  déplacements  qui  laissent  A  et  B  fixes. 

Tous  ces  déplacements  qui  laissent  A  et  B  fixes  s'appellent  des 
rotations  autour  de  la  droite  1)  dont  les  points  restent  fixes,  et  qui 
s'appelle  la  charnière. 

9.  —  Théorème.  Par  dcu.c  points  donnes,  il  passe  toujours  une 
droite  et  une  seule. 

Il  résulte  du  postulat  précèdent  qu'il  en  passe  une.  .le  dis  que 
toute  droite  IV  définie  par  deux  points  A'  et  IV  et  qui  passerait 
par  A  et  B  serait  confondue  avec  I). 

Soit  en  effet  I)  un  déplacement  qui  laisse  fixe  A'  B'.  Il  laisse 
fixes  aussi  A  et  B  puisque,  par  hypothèse,  A  et  B  sont  sur  la 
droite  D' .  Bar  suite,  laissant  fixes  A  et  B.  il  laisse  fixes  tous  les 
points  de  I).  Dès  lors  tout  point  M  de  I)  est  sur  D',  puisqu'il  reste 
lixe  dans  le  déplacement  I).  De  même  tout  point  M'  de  D'  restant 
fixe  dans  le  déplacement  I).  qui  laisse  A  et  B  lixes.  est  sur  1)  et  les 
deux  droites  sont  confondues. 

10.  —  ThÉORÈME.  Toute  rotation  autour  de  I)  qui  laisse  //'.ce  un 
point  en  dehors  de  I),  est  la  rotation  identique.  Car  dans  une  rota- 
tion autre  que  la  rotation  identique,  il  n'y  a  que  les  points  de  I) 
qui  ne  bougenf   pas. 


1  C'est-à-dire  que   les    déplacements   Boni    rangés   de   telle   lapon,   que   l'un    quelconqui 
«l'entre  <-ux  se  reproduit  périodiquement  <lans  la  suite  de  ces  déplacements. 

2  C'est-à-dire  Boni  -i  eux-mêmes  leurs  homologues. 
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11.  —  Corollaire  I.  Tout  déplacement  (|iii  laisse  fixes  trois 
j)(»inis  non  en  Ligne  droite  est  Le  déplacement  identique. 

Car  deux  des  points  A,  13.  C  restant  lixes,  par  exemple.  A  et  B. 
le  déplacement  est  une  rotation  autour  de  A.B  ;  le  point  C  restant 
fixe  et  n'étant  pas  sur  AU.  la  rotation  est  la  rotation  identique. 

12.  —  Corollaire  II.  Si  A'.  IV,  C  sont  les  homologues  de  A,  B,  C 
dans  un  déplacement  I).  il  n'y  a  pas  d'autre  déplacement  qui  amène 
A  en  A'.    B  en  B'  et  C  en  C. 

Car  s'il  y  en  avait  un  antre   I)'.   le  déplacement   D'I)        laisserait 

tixes  les  .!  points  A BC  non  en  ligne  droite  et  on  aurait  D'I)      =  I . 
d'où 

D'  =  1)  . 

13.  —  Définitions.  Une  droite  étant  un  ensemble  continu  a  une 
dimension,  forme  de  points,  elle  peut  être  parcourue  dans  deux 
sens  différents.  Une  droite  sur  laquelle  on  a  choisi  un  sens  s  ap- 
pelle un  axe. 

Un  point  0  d'une  droite  la  partage  en  deux  semi-droites  d'ori- 
gine 0.  Deux  points  A  et  B  d'une  droite  déterminent  une  portion 
de  droite  d'extrémités  A  et  B  et  formée  de  tous  les  points  de  la 
droite  situés  entre  A  et  B. 

14.  -  Postulat  Vil.  Ktant  donnée  une  semi-droite  OX  d'ori- 
gine <  ),  on  peut  trouver  un  déplacement  qui  laisse  le  point  0  tixe. 
et  qui  amène  la  semi-droite  (  )\  à  passer  par  un  point  quelconque 
M,  choisi  arbitrairement. 

L5.  —  Corollaires.  1.  Deux  semi-droites  sont  égales. 

16.  —  M.  Deux  droites  sont  égales. 

17.  —  III.  On  peut  retourner  une  droite  sur  elle-même,  par  un 
déplacement  qui  laisse  fixe  un  point  de  la  droite. 

JS.  —  l\.  On  peut  trouver  un  déplacement  qui  amène  une  droite 
sur  sa  position  primitive,  sans  (pie  le  sens  des  points  soit  changé, 
et  de  manière  qu'un  point  A  donne  d'avance  vienne  sur  un  point 
A'  donne  d'avance  sur  la  droite. 

1)  suffit  de  retourner  le  couple  de  points  A  A'  sur  lui-même,  puis 
de  retourner  la  droite  sur  elle-même  en  laissant  A'  fixe.  Un  tel 
déplacement  s  appelle  un  glissement  de  la  droite  sur  elle-même. 

10.  —  Définitions.  I.  On  dit  (pie  deux  portions  de  droite  Al>  et 
A 'IV  ont  même  longueur,  quand  elles  sont  égales. 

11.  Je  définis  ensuite  comme  d'ordinaire  Y  inégalité  et  la  somme 
de  deux  longueurs. 

20.  Théorème,  ha  somme  de  deux  longueurs  est  commutative. 

Si  AB  et  Cl)  ont  les  extrémités  B  et  C  confondues.  AI)  a  pour 
longueur  la  somme  des  Longueurs  de  AU  et  CI)  En  retournant 
d'abord  Al)  sur  lui-même  puis  AB  et  CD,  la  proposition  se  démon- 
tre aisément. 
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<  tu  en  déduil  que  la  somme  de  plusieurs  longueurs  esl  commu- 
tative  et  associative. 

21.  —  Postulat  VIII.  Kiani  donnée  une  longueur  AB  quelconque 

el  mit'  longueur  CD  non  nulle,  on  peut  toujours  trouver  un  entier 
//  assez  grand  pour  que  AB  >  n  .  (113  . 

22.  —  Postulat  IX.  Etant  donnée  une  longueur  AB,  on  peut  ton- 
jours  trouver  une  longueur  CD  telle  (pie 

ai;  =  2  .  CD  . 

Les  longueurs  sont  donc  des  grandeurs  directement   mesura- 
bles». 

23.  —  Théorème.   Quand  <m  retourne  une  portion  de  droite  sur 
elle-même,  il  >/  a  un  point  qui  ne  bouge  pas.  Ce  point  s'appelle  le 

milieu  de  la  portion  de  droite. 

Segments.  Ici  se  place  la  théorie  classique  des  segments. 


Angles. 

2\.  —  Définition.  J'appelle  angle  la  figure  formée  par  deux  semi- 
droites  ayant  la  même  origine. 

25.  —  Postulat  X.  Ktant  donnés  deux  angles  xoy,  x'o'y' ,  on  ne 
peut  pas,  en  général,  trouver  un  déplacement  qui  amène  o.t  sur 
o'.v'  et  oy  sur  o'y'.  Si  on  peut  en  trouver  un.  on  peut  en  trouver 
un  autre  qui  amène  ox  sur  o'y'  et  oy  sur  o'.r' . 

En  particulier  on  peut  retourner  un  angle  sur  lui-même. 

26.  —  THÉORÈME.  Le  déplacement  uni  retourne  un  angle  sur  lui- 
même  est  une  rotation. 

Car.  si  nous  portons  su  ries  côtés  deuxlongueurs  égales  OA=OB, 
le  déplacement  qui  retourne  l'angle  sur  lui-même  retourne  la  por- 
tion de  droite  AU  sur  elle-même.  Son  milieu!  ne  bouge  donc  pas, 
et  le  déplacement  est  une  rotation  autour  de  ()l. 

La  droite  OI  s'appelle  la  bissectrice  de  l'angle  xoy. 

Remarque  I.  Le  carre  de  la  rotation  II  qui  retourne  un  angle 
sur  lui-même  est  la  rotation  identique.  Cette  rotation  II  s'appelle 
une  transposition . 

27.  —  Postulat  XI.  .Nous  admettrons  qu'il  n'y  a  qu'une  rotation 
autour  d'une  droite  donnée  dont  le  carré  esl  la  rotation  identique, 
autrement  dit  qu'il  n'existe  qu'une  transposition  autour  d'une 
droite  donnée. 

28.  —  Théorème.  Deux  angles  opposés  par  le  sommet  xoy.  x'o'y' 

si  ait  ego  u.c. 

Car  il  suffit  de  retourner  l'angle  xoy1  sur  lui-même  pour  les 
faire  coïncider. 


Tahhbry,  Leçons  d'Arithmétique,  chap,  X  el    XIII 
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2!>.  —  Définition.  <>n  dit  qu'une  semi-droite  oy  est  perpendicu- 
laire sur  une  droite  x'x  en  un  poinl  o,  si  elle  l'ail  avec  ox  el  ox' 
<lcii\  angles  égaux,  (les  deux  angles  égaux  sont  dits  droits. 

30.  —  Théorème.  5/  «ne  semi-droite  oy  es-/  perpendiculaire  sur 
une  droite  x'x.  A/  semi-droite  o'y  opposée  à  oy  r.\7  aussi  perpemli- 
laire  sur  x'x.  De  même  o.r  e1  o./ '  sont  perpendiculaires  sur  y//'. 
On  dit  que  les  deux  droites  x'x,y'y  sont  perpendiculaires. 

31.  —  Théorème.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
deux  droites  \\'  et  y  y'  soient  perpendiculaires  est  qu'une  transpo- 
sition autour  d'une  des  deux  droites  retourne  l'autre  sur  elle-même. 

La  condition  est  évidemment  suffisante.  Elle  est  nécessaire,  car 
si  les  angles  //"•*'.  yox'  sont  égaux,  la  rotation  autour  de  oy  qui 
amène  ".r  sur  ox',  amène  ox'  sur  o.r  et  est  une  transposition. 

.52.  —  Théorème.  Les  bissectrices  de  deux  angles  opposes  par  le 
sommet  sont  confondues.  Les  deux  bissectrices  des  quatre  angles 
formes  par  deux  droites  concourantes  sont  rectangulaires. 

La  première  partie  est  évidente,  car  si  on  retourne  un  angle  xoy 
sur  lui-même,  on  retourne  aussi  l'angle  x'oy'  opposé  par  le  som- 
met. De  plus,  par  une  transposition  autour  de  la  bissectrice  com- 
mune des  deux  angles  xoy  et  x'oy' ,  les  deux  angles  xoy'  et  x'oy 
viennent  l'un  sur  l'autre.  Leur  bissectrice  s'est  donc  retournée 
sur  elle-même  :  elle  est  donc  perpendiculaire  à  la  première. 

33.  —  Théorème.  D'un  point  M  pris  hors  d'une  droite  I)  on  peut 
abaisser  sur  cette  droite  une  perpendiculaire  et  une  seule . 

Car  elle  doit  passer  par  le  transposé  M'  de  M  par  rapport  à  I). 

Remarque.  Far  un  poinl  o  d'une  droite  ;;'  on  peut  mener  une 
infinité  de  perpendiculaires  à  cette  droite.  Il  suilit  de  porter  le 
côte  oy  d'un  angle  droit  xoy  sur  oz.  Toutes  ces  perpendiculaires 
peuvent  être  considérées  connue  des  bissectrices  de  l'angle  parti- 
culier s  oz'. 

.'i'i.  —  Théorème.  Si  une  droite  est  perpendiculaire  à  deux  droites 
concourantes,  à  leur  point  de  rencontre,  elle  est  aussi  perpendicu- 
laire sur  les  bissectrices  des  angles  formes  par  ces  deux  droites. 

Supposons  en  effet  que  zz'  soil  perpendiculaire  sur  x'x  et  y'y 
en  leur  point  commun  O.  Portons  sur  Ox,  On',  Oy,  Oy',  respecti- 
vement, quatre  longueurs  égales  <  ).\  =  OA'  =  OB  =  OB'.  Soient 
I.  [',  II.  Il',  les  milieux  de  AB',A'B',  Ali'.  A'B.  Les  droites  II',  Mil 
sont  les  bissectrices  des  angles  xOy,  x'Oy';  x'Oy,  xOy'. 

Effectuons  une  transposition  autour  de  ;;':  on  voit  facilement 
que  les  droites  II  el  llll'  se  retournent  sur  elles-mêmes.  Donc 
elles  soni   perpendiculaires  à  ;;'. 

35.  —  Théorème.  Tous  les  angles  droits  sont  égaux. 

Soit  .ro:  un  angle  droit.  Amenons  un  des  côtés  d'un  autre  angle 
droit  à  coïncider  avec  le  prolongement  oz'  de  oz.  Soil  ox'  la  posi- 
tion que  vient  occuper  le  deuxième  côté.  Puisque  ox  el  ox'  sont 
perpendiculaires  sur  zz',  il  en  est  de  même  de  la  bissectrice  ou 
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de  l'angle  xox'.  Par  suite  une  transposition  autour  de  ou  amène 
xo  :  sur  x'o  :■' . 

.'i(i.  —  Théorème.  Si  deux  (boites  ox,  <>x'  sont  perpendiculaires 
à  une  droite  zz'  <///  point  o,  c/  .s7  oy  esï  bissectrice  de  l'angle  xox', 
/c  produit  des  deux  transpositions  autour  de  oy  e/  ox'  es/  é^v//  À  A/ 
rotation  autour  de  zz'  qui  amène  ox  s«/"  ox'.  —  Car  l'angle  ^03 
vient  sur  x'oz  dans  les  deux  eas. 

.57.  —  TrÉORÈMB.  Aï  deux  droites  ox,  ox'  sont  perpendiculaires 
a  une  droite  zz'  au  point  o  e7  .s7  o  y  ex/  bissectrice  de  l'angle  xox'. 
/«  rotation  autour  de  zz'  qui  amené  ox  ««/•  <»x'  est  le  carré  de  celle 
t/ui  a  mi'  ne  o  \  s?e/"  <»  y. 

Si  o«  est  la  bissectrice  de  L'angle  xqy,  la  rotation  qui  amène 
ox  sur  o//  est  égale  au  produit  des  deux  transpositions  autour  de 
ou  et  oy.  Or  ce  produit  amène  aussi  oy  sur  o.r'. 

;i<S.  —  Corollaires.  I.  On  peut  toujours  remplacer  une  rotation 
autour  de  ::■'  par  le  produit  de  deux  transpositions  autour  d'axes 
o.r.o//  perpendiculaires  à  :■:•'  en  o. 

.!!>.  —  11.  Etant  donnée  une  rotation  autour  de  zz',  on  peut  tou- 
jours trouver  une  rotation  R  dont  le  carré  soit  éi>al  à  la  rotation 
donnée. 

\0.  —  III.  La  transformée  dune  rotation  par  une  transposition 
autour  d'une  perpendiculaire  à  la  charnière  est  la  rotation  inverse. 

Soit  ox  une  perpendiculaire  autour  de  la  charnière  zz'.  La  ro- 
tation donnée  R  amène  zox  en  zox' .  Une  transposition  autour  de 
ox  amène  zox  en  z'ox  et  zox1  en  z'oxt.  Or  la  rotation  qui  amène 
z'o.r  sur  z'ox ,  <■(  par  suite  so.rsur  zox,  est  la  même  que  celle 

,  ,.       ,,  — i 

(pu  amené  zo.i     sur  zox,  c  est-a-uire  1\. 

'il.  —IV.  Le  produit  de  deux  rotations  autour  de  la  même  char- 
nière ::•'  est  commutatil. 

Soit  R  la  rotation  qui  amène  zox  sur  zox',  R,  la  rotation  qui 
amène  zox'  sur  zox".  Effectuons  une  transposition  autour  de  la 
bissectrice  oy  de  xox":  zox'  vient  z'oxt. 

La    rotation   qui   amène   z'ox"   sur  z'oxt  est  la  transformée  de 

celle  qui  amène  zox  sur  zox' :  c'est  donc  R  .  De  même  la  rota- 
tion <pii  amène  so^sur  zox  es\  la  rotation  R1  .  Or  zox"  pro- 
vient de  zox  par  le  produit  de  la  rotation  qui  amène  zox  sur 
zox\  par  celle  qui  amène  zoxi  sur  zo.r".  Donc  RR,  =  R,R. 

VJ.  -  Théorème.  Etant  donnée  une  rotation  R,  il  n'y  a  que  deux 
rotations  r  telles  que  r'1  =  R ,"  l'une  d'elles  est  le  produit  de  l'autre 
par  une  transposition . 

En  effet,  soit  /  el  /•'  deux  rotations  telles  que 


Ces  rotations  onl  I i < > 1 1  évidemment  autour  de  la  même  charnière 


/.  E   G  il  OUP  /•:   i>  i:  s   i)  i:  plac  E  \i  i:  NT  s  s  : 

qui»  la  rotation  I ».  Or  il  \  a  une  rotation  p  telle  que  /*'  =  /»/*.  Donc  : 

y  i'2  =  pr  .  pr  —  pp  .  rr  ~z  p2  r2  =  r2 
I  d'où  p2  =  (r9)  (r3\       =1  , 

Donc  p  est  une  transposition, 

'».'->.  —  Corollaire.  Il  existe  deux  rotations  dont  le  cane  est  égal 
à  une  transposition  autour  d'une  droit*'. 

Je  les  appelle  des  rotations  d'un  quartier. 

44.  —  Théorème.  Etant  données  deux  droites  concourantes  rec- 
tangulaires, on  peut  leur  mener  par  leur  point  de  rencontre  une 
perpendiculaire  commune  et  une  seule. 

Si  .r.r'.  ////'  sont  ees  deux  droites,  on  obtient  une  perpendicu- 
laire :■:'  satisfaisant  à  la  question  en  donnant  quartier  a  a  ./ •'  au- 
tour de  ////'.  Réciproquement  si  la  droite  c,  3  satisfait  à  la  ques- 
tion, elle  provient  de  .ce'  par  une  rotation  d'un  quartier.  C'est 
donc  ;;'  ou  cette  droite  retournée  sur  elle-même. 

'\ô.  —  ThéorÈmb.  Etant  données  deux  droites  concourantes,  on 
peut  leur  mener,  par  leur  point  de  rencontre,  une  perpendiculaire 
commune  et  une  seule. 

Soient  xx'  et  ////'  les  deux  droites  concourantes  en  0;  ////'.  11/, 
leurs  bissectrices,  qui  sont,  comme  on  sait,  rectangulaires.  Soit 
:•:•'  la  perpendiculaire  à  u  u'  et  vv'  menée  par  o.  Je  dis  quelle  est 
perpendiculaire  à  xx'.  Il  sullil  de  prouver  que  l'angle  xoz  est 
égal  à  l'angle  x'oz.  Or  on  les  fait  manifestement  coïncider  par 
une  transposition  autour  de  u  u'  suivie  d'une  transposition  autour 
de  ce'.  De  même  ;  :•'  est  perpendiculaire  à  ////'. 

Enfin,  toute  perpendiculaire  3,3,  à  xx'  et  ////'.  devant  être  per- 
pendiculaire  sur  les  bissectrices  ////'  et  ee'.  se  confond  avec  ;;'. 

4(j.  —  Composition  des  rotations  dont  les  charnières  sont  con- 
courantes. 

Ici  se  place  la  théorie  classique  de  la  composition  des  rotations 
autour  de   charnières   concourantes,  basée  sur  les  théorèmes  des 

n-  36  et  38. 

(  )n   conclut   de  celte  théorie   : 

'il .  —  Corollaire  I.  Les  rotations  autour  de  charnières  concou- 
rantes en  un  point  o  forment  un  groupe.  On  les  appelle  les  rota- 
tions autour  du  point  <>. 

Remarque.  Le  sous-groupe  g  des  rotations  autour  d'un  point  o 
u  est  pas  invariant,  car  un  déplacement  qui  transforme  0  en  o' 
transforme  le  sous-groupe  g  dans  un  autre  sous-groupe  g',  celui 
des  rotations  autour  de  o' . 

48.  —    Corollaire   II.     Tout    déplacement    est    le    produit    de    deux 

rotations. 

Soit  en  effet  un  déplacement  I)  qui  amène  trois  points  A,  B,  C, 
non  en  Ligne  droite  en  A'.  B',  ('.'.   On  peut  amener  A  sur  A'  par 
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une   transposition    I    autour  d'une  charnière    /.   perpendiculaire 

mii  AA'  ru  son  milieu.  13  et  C  sont  venus  en  13,  et  (!,.  On  peut 
maintenant  amener  13,  en  B'  par  une  rotation  autour  de  la  per- 
pendiculaire à*  à  A'I3'  et  A'B,.  au  point  A'.  C,  vient  alors  en  Cs. 
Enfin,  une  rotation  autour  de  A'B'  amené  Cs  en  C,.  Comme  lés 
deux  charnières  J  et  A'B'  sont  concourantes,  on  peut  remplacer 
le  produit  des  deux  dernières  rotations  par  une  seule.  B,  .  autour 
d'une  charnière    /,  passant  par  A',  et  on  a  I)  =TR1. 

49.  —  Ai'iM  igations.  Définition.  J'appelle  triangle  la  figure  for- 
mée par  trois  portions  de  droite  ayant  deux  a  deux  une  extrémité 
commune. 

Hauteurs,  médianes,  bissectrices.    Triangle  isocèle. 

Théorème.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un 
triangle  soit  isocèle,  est  que  la  médiane  et  la  hauteur  issues  d'un 
sommet  soient  confondues. 

Démonstration  par  une  transposition. 


Plan. 

50.  —  Définitions  préliminaires.  Je  dis  que  l'espace  est  en  mou- 
vement s  il  est  soumis  à  un  ensemble  continu  de  transformations, 
comprenant  la  transformation  identique. 

Le  mouvement  est  dit  a  un.deu.c,  ...n paramètres,  suivant  que 
cet  ensemble  est  à  une.  deux,  ...n  dimensions. 

Si  le  mouvement  est  a  un  paramètre,  ce  paramètre  £  s'appelle  le 
temps  mathématique. 

Si  le>  transformations  de  l'ensemble  sont  des  déplacements, 
on  dit  que  toute  figure  qui  participe  au  mouvement  est  de  forme 
invariable. 

Je  dirai  qu'un  mouvement  a  un  paramètre  est  limité,  quand 
l'ensemble  des  transformations  qui  le  définit  est  limite.  Il  y  a  alors 
deux  positions  extrêmes  F„  et  \\  pour  toute  figure  qui  participe 
au  mouvement. 

La  position  F0  qui  correspond  à  la  première  valeur  du  para- 
mètre t  s'appelle  position  initiale  et  l'autre  K,  la  position  finale. 

Remarquons  que  tout  mouvement  limité  à  un  paramètre  définil 
une  transformation,  savoir  celle  qui  fait  correspondre  à  la  confi- 
guration initiale  E0  de  l'espace  la  configuration  finale  K,. 

On  dit  que  deux  mouvements  limites  sont  équivalents  quand  ils 
définissent  la  même  transformation. 

J'appelle  mouvement  de  rotation  le  mouvement  défini  par  un 
ensemble  continu  de  rotations. 

51.  —  Définition.  J'appelle  plan  la  figure  engendrée  par  une 
semi-droite  ox,  perpendiculaire  à  une  droite  zz',  dans  un  mouve- 
ment de  rotation  autour  de  ::'.  Le  plan   est    une  surface,  car  c'est 
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un  ensemble  ponctuel  à  deux  dimensions.  Le  plan  et  la  droites*' 
sonl  «lits  perpendiculaires. 

Remarque.  Le  plan  est  complètement  défini  par  la  droite  s  s'  H 
le  point  o. 

52.  —  I  héorème  I.  Deux  plans  quelconques  sont  égaux. 

Soir  ni  deux  plans  P  el  P,  définis  par  La  droite  z  z  '  et  le  point  o,  la 
droite ztzt,  e1  le  poinl  o^.  Il  sulïit  de  faire  coïncider  zz',oe\  ztz  ,o,, 
pour  que  les  deux  plans  coïncident. 

.">.'!.  —  Théorème  II.  Toute  transposition  autour  d'une  droite  pas- 
sant par  le  pied  de  la  perpendiculaire  a  un  plan,  et  située  dans  ce 
plan,  retourne  le  plan  sur  lui-même. 

54.  -----  I  HÉOREME  III.  Dans  un  mouvement  de  rotation  autour  de 
la  perpendiculaire  a  un  plan,  le  plan  coïncide  avec  sa  position 
primitive.  —  On  dit  qu  il  glisse  sur  lui-même. 

55.  —  Théorème.  Par  deux  droites  concourantes  on  peut  t<m- 
jours  faire  passer  un  plan. 

Car  on  peut  leur  mener  une  perpendiculaire  commune. 

.")(>.  — ■  Théorème.  Le  lieu  des  points  équidistants  de  deux  points 
donnes  est  le  plan  perpendiculaire  au  milieu  de  la  droite  qui  joint 
les  deux  points. 

57.  —  THÉORÈME.  Toute  droite  <pii  a  deux  points  dans  un  plan  y 
est  toute  entière  contenue. 

Soit  le  plan  P  perpendiculaire  en  0  à  zz' . 

I"  Soient  d'abord  deux  points  A  et  B  équidistants  de  O  dans  le 
plan  P.  Si  I  est  le  milieu  de  AB,  la  droite  01  est  bissectrice  de 
l'angle  AOB  e1  nous  savons  qu'elle  est  perpendiculaire  a  zz' .  Donc 
I  est  dans  le  plan  P. 

Prenons  deux  points  UN  sur  Z  z'  tels  que  OH  '=  OH'.  On  a  évi- 
demment Ail  =  AH'.  BU  =  BIP  et  aussi  AU  =  BI1,  car  on  peut 
amener  Ail  sur  l>ll  par  une  rotation.  Donc  dans  les  triangles  iso- 
cèles  ABU.  ABU',  les  médianes  III,  IPI  sonl  perpendiculaires  sur 
AH.  De  plus  elles  sonl  égales  puisque  I  est  dans  le  plan  P.  Donc, 
par  une  rotation  autour  de  AB  on  peut  amener  II  sur  H'.  Mais 
dans  celte  rotation  un  point  M  quelconque  de  AB  ne  bouge  pas, 
ce  qui  prouve  «pie  Mil  =  Mil'  el  par  suite  que  le  point  M  esl  dans 
le  plan  P. 

2"  Soient  maintenant  deux  points  quelconques  A  et  B  du  plan 
P  .  I  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissé  de  (  )  sur  A  B.  B'  le  poinl 
de  AU  lel  «pie  IIP  =  IA  et  joignons  OB'.  Soit  :,r  la  perpendicu- 
laire commune  a  (  )A  et  OB'  et  P,  le  plan  perpendiculaire  à  31sl  au 
poinl  0.  Ce  plan  contienl  La  droite  AB'.  car  les  points  A  el  B'  sont 
équidistants  de  O.  Donc  il  contient  aussi  le  point  B  et  la  droite  OB. 
Par  suite  la  droite  :,:,'  perpendiculaire  à  OA  <■!  OB  se  confond 
avec  zz',  el  le  plan  P,.   qui  contient  AB,  avec  le  plan  P. 

58.  —  THÉORÈME.  Toute  droite  d'un  plan,  qui  passe  par  le  pied 
de  la  perpendiculaire  au  plan,  partage  le  pian  en  //eue  régions. 
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Soit  I*  le  plan  perpendiculaire  en  <)  à  :■:■'  .  xx'  la  droite  consi- 
dérée. Considérons  l'ensembleP^  formé  des  points  engendrés  par 
la  semi-droite  Ox  dans  le  mouvement  de  rotation  qui  amène  Ox 
sur  Ox',  pour  la  première  fois  ;  puis  l'ensemble  P,  forme  «les  points 
engendrés  par  (  )x'  dans  le  même  mouvement,  .le  dis  que  ces  deux 
ensembles  sont  des  régions,  c'est-à-dire  que  si  M  et  M'  sont  deux 
points  du  même  ensemble,  on  peut  passer  de  M  à  M'  par  un  che- 
min continu  sans  sortir  de  cet  ensemble.  Il  sullit  d'amener  OM 
sur  OM',  ce  qui  amène  M  en  M,,  sui  OM',  puis  de  suivre  le  che- 
min-M,M'  sur  OM'.  De  plus,  ces  régions  sont  séparées  par  la 
droite  x'x.  En  elfet.  si  M  est  dans  le  premier  et  M'  dans  le  second 
ensemble  el  si  un  mobile  X  va  de  M  à  M' sur  une  ligne  continue  C, 
la  semi-droite  ON  se  déplace  dune  manière  continue  et  par  suite 
traverse  xx';  donc  N  traverse  aussi  .ci'. 

.")«).  —  Théorème.  Deux  plans  qui  ont  en  commun  deux  droites 
concourantes,  dont  l'une  partage  les  deux  plans  en  deux  régions, 
coïncident . 

Soient  PP'  deux  plans  contenant  les  deux  droites  D  et  J,  con- 
courantes en  o.  Supposons  (pie  I)  partage  P  et  P'  en  deux  régions 
P, .  P.,  ci  P.  P  Alors  A  est  partagée  par  le  point  o  en  deux  semi- 
droites  J{,  J^  dont  lune  est  dans  P,  et  P  ,  et  l'autre  dans  P.,  et  P2- 

.le  dis  que  tout  point  M  d'un  des  plans  est  dans  l'autre.  Suppo- 
sons que  M  soit  dans  P  et  par  exemple  dans  la  région  P3.  Soit  M' 
un  point  quelconque  de  Jt,  la  droite  MM'  coupe  I).  Donc  elle  est 
toute  entière  dans  P'.  et  le  point  M  est  dans  P'. 

00.  —  ThÉORÈMB.  Par  charpie  point  d'un  plan  on  peut  mener  a 
ce  plan  une  perpendiculaire  et  une  seule. 

Soit  P  le  plan  perpendiculaire  en  o  à  la  droite  ;;',  o,  un  point 
quelconque  de  ce  plan.  Menons  par  o,  une  droite  quelconque  J 
dans  le  plan  P.  Soit  oizi  la  perpendiculaire  à  D  et  à  ooi:  P,  le 
plan  perpendiculaire  à  <>,:■,  au  point  n, .  Les  plans  P  et  P,  passent 
tous  deux  par  ooi  et  I).  Or  I)  partage  P  et  P,  en  deux  régions 
puisqu'elle  passe  par  o  el  parQj.  Donc  les  deux  plans  sont  con- 
fondus, et  oizi  est  perpendiculaire  en  o,  au  plan  P. 

Toute  autre  perpendiculaire  oizi  au  plan  P  au  point  o,  coïncide 
avec  ",:,.  car  (die  doit  être  perpendiculaire  à  ooi  et  à  D. 

Remarque.  Un  plan  P  peut  être  considéré  comme  engendré  par 
une  perpendiculaire  ox  à  une  droite  :;'.  perpendiculaire  en  un 
point  quelconque  o  du  plan  P. 

01.  —  Corollaire  I.    foule  droite  d'un    plan    partage   ce    plan    en 

deux  régions.  Chacune  d'elles  s'appelle  un  semi-plan .  La  droite 
s'appelle  le  bord  ou    Yarète  (\\i  semi-plan. 

02.  —  Corollaire  II.  On  peut  toujours  faire  coïncider  deux  plans 
PP'  de  façon  à  amener  un  point  o  de  P  sur  un  point  o'  quelconque 
de  P',  et  une  droite  I)  passant  par  o  dans  P  sur  une  droite  D' 
quelconque  passant  par  o'  dans  P'. 
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<;:{.  —  Corollaire  III.  Une  transposition  autour  d'une  droite 
quelconque  d'un  plan  retourne  le  plan  sur  lui-même. 

64.  —  Théorème.   Par  deux  droites  concourantes  <>n  peut  faire 

passer  un  plan  el  un  seul. 

Nous  a\ons  déjà  vu  qu'on  en  peuj  faire  passer  un.  ïoul  plan 
passant  par  les  deux  droites  données  I)  «-r  1)'  est  perpendiculaire 
à  la  droite  oz,  perpendiculaire  commune  à  I)  et-D'.  Il  n'y  en  a 
donc  qu'un  seul. 

<;,">.  —  Corollaire  I.  Par  une  droite  el  un  point  on  peul  faire 
passer  un   plan  el   un  seul. 

66. —  Corollaire  II.  Par  trois  points  on  peut  faire  passer  un 
plan  e|  un  seul. 

(>7.  —  Théorème.  Deux  plans  qui ont  un  point  commun  se  coupent 
suivant  une  droite. 

Soit  I'  et  P'  deux  plans  ayant  en  commun  le  point  o.  oz  et  oz' 
les  perpendiculaires  à  P  et  P'  en  o.  La  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  qu'un  point  M  soit  sur  l'intersection  est  que  la 
droite  OM  soit  perpendiculaire  à  or-  et  oz'. 

68.  —  Théorème.   Tout  plan  partage  l'espace  en  deux  régions. 
Soit   P   le  plan   perpendiculaire  en  o  à   une  droite  ;:',   ox  une 
semi-droite  quelconque  de  P,  Q  le  semi-plan  zz',  ox;  il   est   par- 
tagé par  ox  en  deux  quarts  de  plan  Q,  et  <v).2. 

Tout  l'espace  peut  être  considéré  comme  engendré  par  Q  dans 
un  mouvement  de  rotation  autour  de  zz' .  En  ellet.  un  point  M 
quelconque  de  l'espace  détermine  avec  zz'  un  semi-plan  Q'  qui 
coupe  P  suivant  une  semi-droite  ox' .  Q'  est  donc  une  des  positions 
de  Q. 

Des  lors  les  points  de  l'espace  se  partagent  en  deux  ensembles 
K,  et  E2,  suivant  qu'ils  sont  rencontrés  par  Q,  ou  par  Q2.  En  rai- 
sonnant comme  pour  le  théorème  du  n°  58,  on  voit  facilement  que 
E,  et  K,  sont  continus,  et  par  suite  constituent  deux  régions  de 
l'espace,  que  ces  régions  sont  distinctes  et  séparées  par  le  plan  I'. 
O!).  —  Théorème.  Etant  donnés  un  plan  P,  une  droite  ï)  dans  ce 
plan  et  (leur  points  o  et  o'  .sv/r  cette  droite,  il  existe  un  déplacement 
qui  ramène  le  plan  P  sur  sa  position  primitive,  sans  le  retourner. 
de  façon  que  la  droite  I)  ait  glisse  sur  elle-même  el  que  le  point  o 
soit  venu  en  o'. 

Il  sutlit  de  faire  une  transposition  autour  de  la  perpendiculaire 
I)  a  oo'  en  son  milieu,  el  située  dans  le  plan  P,  suivie  d'une  autre 
transposition  autour  de  la  perpendiculaire  D'  au  point  o'  à  la 
même  droite  oo'  el  située  égalemenl  dans  le  plan  P. 

Définition.  J'appelle  un  tel  déplacement,  un  glissement  plan 
rectiligne.  Si  on  l'ait  varier  oo'  à  partir  de  o,  on  obtienl  un  mou- 
vement que  j'appelle  un  mouvemenl  de  glissement  plan  rectiligne; 
oo'=a  s'appelle  V amplitude  du  mouvemenl  limité  qui  amène 
o  en  o' . 
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Angles  plans. 

70.  —  Définition.  J'appelle  angle  plan  La  portion  de  plan  engen- 
dré par  une  semi-droite  ox  perpendiculaire  à  une  droite  ;;'.  dans 
un  mouvement  de  rotation  limité  autour  de  ;:•'. 

Il  convient  d'étudier  d'abord  les  angles  plans  situes  dans  un 
plan  donne  et  ayant  un  sommet  donné.  On  définit  sans  difficulté 
l'égalité,  l'inégalité,  la  somme.  On  montre  qu'on  peut  retourner 
un  angle  sur  lui-même  et  par  suite  que  la  somme  de  deux  ou  plu- 
sieurs angles  est  commutative  el  associative.  On  démontre  facile- 
ment qu'on  peut  partager  un  angle  en  deux  parties  égales.  Enfin, 
si  A  et  B  sont  deux  angles,  et  si  B  n'est  pas  nul.  on  peut  toujours 
trouver  un  entier  /?  tel  que  l'on  ait  n  B  >  A.  Cette  proposition 
peut  être  admise  comme  postulat.  On  peut  d'ailleurs  la  démon- 
trer, si  on  a  soin  de  démontrer  auparavant  les  théorèmes  sur  les 
perpendiculaires  et  les  obliques,  ce  qui  n'offre  aucune  difficulté. 

Les  angles  sont  donc  des  orandeurs  directement  mesurables. 
I  >n  comparera  ensuite  entre  eux  des  angles  quelconques  en  s'ap- 
puyant  sur  le  théorème  du  n°  62. 

On  peut  répéter  pour  les  arcs  de  cercle  tout  ce  qui  a  été  dit 
pour  les  angles. 

Dièdres. 

71.  —  La  théorie  des  dièdres  sera  calquée  sur  celle  des  angles. 
On  étudiera  d'abord  les  dièdres  engendrés  par  un  semi-plan  tour- 
nant autour  de  son  arête.  On  constatera,  après  avoir  défini  le  recti- 
ligne  :  qu'un  dièdre  peut  être  retourne  sur  lui-même  en  laissant 
fixe  le  sommet  du  rectiligne;  que  la  somme  des  dièdres  est  com- 
mutative et  associative:  que  les  dièdres  sont  des  grandeurs  direc- 
tement mesurables.  Lutin,  comme  les  dièdres  sont  proportionnels 
a  leurs  rectilignes,  on  déduira  «pie  tous  les  rectilignes  d'un  même 
dièdre  sont  égaux,  et  qu'on  peut  faire  glisser  un  dièdre  sur  lui- 
même  le  long  de  son  arête.  On  saura  alors  comparer  deux  dièdres 
d'arêtes  quelconques. 

72.  Définition.  J'appelle  déplacement  axial,  d'axe  J.  le  pro- 
duit d'une  rotation  autour  de  //par  un  glissement  plan  rectiligne 
le  long  de  J.  On  démontrera  sans  peine  que  : 

Théorème.  Un  déplacement  axial  ne  change  pas  quand  on  inter- 
vertit la  rotation  et  le  glissement. 

Corollaire.  Si  A  esl  le  déplacement  axial,  lî  la  rotation.  ('.  le 
glissement,  on  a 

A  =  RG  =  GR 
A-  —  RG     RG  —  R  .  R  .  G  .  G  =  K-(.- 

et  plus  généralement 

A     =  R   (. 

où  a  esl  un  nombre  quelconque. 
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J'appelle  mouvement  axial  un  mouvement  défini  par  des  dépla- 
cements axiaux.  Un  tel  mouvement  est  à  deux  paramètres.  J'ap- 
pelle mouvement  hélicoïdal  un  mouvement  axial  dans  lequel 
l'angle  de  rotation  varie  proportionnellement  à  l'amplitude  du 
glissemenl . 

Après  avoir  défini  c\w\\  plans  perpendiculaires,  on  démontrera 
les  théorèmes  suivants  : 

~'A.  —  Théorème.  Si  deux  plans  sont  perpendiculaires  et  si  d'un 
point  de  l'un  on  abaisse  la  perpendiculaire  I)  sur  F  intersection, 
cette  droite  1)  est  perpendiculaire  à  l'autre  plan. 

74.  —  Théorème.  Si  deux  pians  sont  perpendiculaires  et  si  par 
un  point  de  l'intersection  on  mené  la  perpendiculaire  a  l'un,  elle 
est  dans  l'autre. 

75.  —  Théorème.  Deux  perpendiculaires  à  un  même  plan  sont 
dans  le  même  plan. 

7<>.  —  ThÉORÈme.  Par  un  point  pris  hors  d'un  plan  on  peut  abais- 
ser sur  ce  plan  une  perpendiculaire  et  une  seule. 

77.  —  Théorème.  Si  deux  plans  sont  perpendiculaires  et  si  d'un 
point  de  l'un  on  abaisse  la  perpendiculaire  sur  l'autre,  elle  est 
toute  entière  dans  le  premier. 

On  étudiera  ensuite  les  projections  orthogonales,  la. symétrie, 
les  perpendiculaires  et  les  obliques,  les  triangles,  les  trièdres. 


II.  —  LES  TRANSLATIONS 
Glissements   plans  rectilignes. 

78.  —  Définition.  J'appelle  espace  euclidien,  tout  espace  loba- 
tschefskien  qui  satisfait  au  postulat  suivant. 

7!».  —  Postulat  XII.  Le  groupe  des  déplacements  lobatschefskiens 
admet  un  sous-groupe  invalidât. 

Les  déplacements  d'un  espace  euclidien  s'appelleronl  des  dépla- 
cements euclidiens.  Les  déplacements  du  sous-groupe  invariant 
-appellent   des  translations. 

1  n  mouvement  de  translation  est  un  mouvement  défini  par  un 
ensemble  continu  de  translations. 

<S0.  —  Théorème.  Toute  translation  qui  laisse  un  point  fixe  est  la 
translation  identique. 

Supposons  qu'une  translation  T  laisse  fixe  un  point  A.  D'après 
un  théorème  précédent,  cette  translation  serait  équivalente  à  une 
rotation  R0  .  d'angle  «  autour  d'un  axe  J0  passant  par  A. 

Je  dis  que,  s'il  en  était  ainsi,  toute  translation  serait  une  rota- 
tion. En  effet,  une  rotation  II,  d'angle  u.  autour  d'un  axe  quelcon- 
que//, peut  être  considérée  comme  la  transformée  de  la  rotation  R0 
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par  un  des  déplacements  qui  amènent  J0  sur  A.  Comme  1rs  trans- 
lations forment  un  sous-groupe  invariant,  la  rotation  I»  serait 
encore  une  translation. 

De  plus,  toutes  les  rotations  d'angle  «,  2a.  ...  no.  seraient  des 
translations,  puisque  les  translations  tonnent  un  groupe. 

.le  dis  maintenant  qu'une  rotation  II  d'angle  quelconque  serait 
une  translation.  Pour  le  prouver,  je  vais  montrer  qu'on  peut  tou- 
jours considérer  une  rotation  quelconque  II  d'angle  p  autour  d'un 
axe  ./.  comme  le  produit  de  deux  rotations  R,  et  R2,  d'angle  a,  au- 
tour de  deux  axes  JA  et  J.,  concourants  en  ()  sur,/.  Si  on  construit 
en  effet  les  droites  D,  et  ().,  telles  que 


\h  =  1)  .   Rj    " 

et 

l)s  =  I)       l!2L' 

on  sait  que  .//devra  être  perpendiculaire  à  I),  et  D3et/»  =  2(D15  I)., 
si  R  =  R,  .  R,  . 

Or  le  trièdre  O.DDjD.,  est  isocèle;  ses  faces  sont  égales  à  ^  et 
la  hase  à  -  .  Cherchons  si  on  peut  construire  ce  trièdre  connais- 
sant -et  £■  .  Si   nous  menons  par  I)  le  plan   DX   perpendiculaire 

au  plan  D4DS,  nous  sommes  ramenés  à  construire  le  trièdre  rec- 
tangle DD,X.  Comme  X  est  la  projection  de  D,  sur  le  plan  DX, 
nous  devons  mener  par  le  point  (),  dans  le  plan  DX,  une  semi- 
droite    D    <pii    lasse   avec   I),  un   angle  égal   à    -;  comme  l'angle  de 

I),  avec  X  est  égal  à  j  on  sait  que  le  problème  est  possible  si 

l  <  «  <  /'■  _  l  . 

i  1  i 

Si  cette  condition  est  remplie,  la  rotation  donnée  lî  serait  le 
produit  de  deux  rotations  II,  et  \\.2  d'angle  a.  Comme  ces  rotations 
seraient  des  translations,  et  que  les  translations  forment  un 
groupe,  R  serait  une  translation. 

Si  la  condition   précédente  n'est  pas  remplie,  on   peut   trouver 

une  rotation  W  d'angle  p'  ~—  -  telle  que  l'on  ait  : 


:-  <  «* 
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en  prenant  //  assez  grand.  Alors  la  rotation  15'  sérail  une  trans- 
lation et  il  «'ii  sciait  de  même  de  la  rotation  II  =  II"  . 

Donc,  si  une  translation  laissait  lixc  un  point  A.  sans  être  la 
translation  identique,  toutes  les  rotations  sciaient  des  transla- 
tions. Par  suite  un  déplacement  (pi  cl  coin  pic  serait  aussi  une  I  rans- 
lation.  puisque  tout  déplacement  est  le  produit  de  deux  rotations  : 
et  le  groupe  «les  translations  ne  serait  pas  un  sOUS-groupe  du 
groupe  des  déplacements,  mais  ce  groupe  lui-même. 

SI.  —  Corollaire.  Il  y  a  une  translation  cl  une  seule  qui  amène 
un  point  A  en  un  point  donne  A'. 

Soit  T0  une  translation  quelconque  qui  amené  un  point  quel- 
conque M  en  M',  (tu  peut  toujours  construire  un  triangle  isocèle 
AA"A'  ayant  AA'  pour  hase  et  tel  que  AA"  =  A'A"  =  MM'.  Effec- 
tuons un  déplacement  qui  amène  MM'  sur  AA".  La  translation  ï0 
se  transforme  en  une  translation  qui  amène  A  en  A"  puisque  les 
translations  forment  un  sous-groupe  invariant.  De  même  il  y  a 
une  translation  T"  qui  amène  A"  sur  A'.  Donc  A'  provient  de  A 
par  le  produit  T'T",  c'est-à-dire  par  une  translation  T. 

Il  n'y  a  qu'une  translation  T  qui  amène  A  sur  A'.  S'il  y  en  avait 

une  autre  T,  la  translation  T,T  laisserait  A  lixc.  (]<■  serait  la 
translation  identique  et  on  aurait  T  =  Ti. 

Une  translation  est  donc  clairement  désignée  par  deux  points 
homologues. 

82.  —  Remarque.  Pour  définir  un  mouvement  de  translation  il 
sullit  di-  se  donner  un  ensemble  continu  de  points  M' homologues 
de  M  et  comprenant  le  point  M.  Le  mouvement  peut  donc  être  à 
.'!.  2,  I  paramètres.  S'il  est  à  un  paramètre,  il  suffit  de  se  donner 
la  trajectoire  du  point  M.  Si  cette  trajectoire  est  rectiligne  le 
mouvemeni  de  translation  est  dit  mouvement  de  translation  rec- 
tiligne. 

83.  —  Théorème.  Dans  une  translation,  toute  droite  qui  /oint 
deux  points  homologues  glisse  sue  elle-même. 

Soient  la  translation  T  et  un  point  A.  l'osons  B  =  AT  cl 
{]  —  BT.  Désignons  par  H  une  rotation  quelconque  autour  de  A.B 
de  sorte  que  A  =  AB.  B  =  Bll.  ('.'  =  CB.  Puisque  les  transla- 
tions forment  un  sous-groupe  invariant,  la  transformée  de  I 
par  II  est  une  translation  T'.  telle  «pie  B  =  A  I'  cl  C  =  BT'. 
D'OÙ   : 

I!  =  li  I     '  1  '  . 

Donc  T       T'   est    la    translation    identique.    Par  suite,   comme  on  a 

aussi  ('.'  =  CT  T',  C  et  (.  sont  confondus.  Donc  C  est  mii  la 
charnière  AB. 

84.  Corollaire.  Dans  un  mouvement  de  translation  rectiligne 
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ions  les  points  décrivenl  «1rs  droites.  On  appelle  ces  droites  des 
glissières. 

Théorème.  Dans  une  translation,  tout  plan  qui  passe  par  une 

glissière  glisse  sur  lui-même. 

Considérons  en  erï'et  la  translation  T  qui  amène  M  en  M'.  Soit  P 
un  semi-plan  d'arête  MM',  P'  sa  position  homologue.  P'  dérive 
de  P  par  un  mouvement  axial  A  =  GR.  G  étant  le  mouvement  de 
glissement  plan  rectiligne  de  P  et  de  MM'  sur  eux-mêmes,  et 
d'amplitude  MM',  Pi  le  mouvement  de  rotation  d'angle  a  qui  amène 
P  sur-P'.  Considérons  le  mouvement  de  translation  rectiligne 
MM'.  Puisqu'il  est  défini  par  un  ensemble  continu  de  transla- 
tions, avarie  d'une  manière  continue  dans  ce  mouvement  et  on 

peut  trouver  un  nombre  entier  n  assez  grand  tel  que  a  passe  par 

dr 
la  valeur  _  comprise  entre  zéro  et  a.  A  cet  instant  le  point  M  est 

n 
venu  en  M,  entre  MM',   tel  que  MM,  =  a,  par  un  mouvement  de 
translation    T0,    qui    est    un    mouvement    axial    d'amplitude   a   et 

,dr 

d'angle  —  .  Dès  lors,  le  mouvement  de  translation  T    sera  un  mou- 

°         n 

vement  axial  d'amplitude  na  et  d'angle  \d/\  et  par  suite  sera  équi- 
valent à  un  glissement  plan  rectiligne. 

Donc  toutes  les  translations  d'amplitude  na  sont  des  glis- 
sements plans  rectilignes.  Si  nous  construisons  dans  le  semi- 
plan  P  le  triangle  isocèle  MM"M'  de  base  MM'  et  de  côtés  na.  la 
translation  MM"  est  un  glissement  plan  rectiligne  ;  de  même  la 
translation  M"M'.  Le  produit  de  ces  deux  translations,  c'est-à-dire 
la  translation  MM'  est  donc  aussi  un  glissement  plan   rectiligne. 

Tout  plan  passant  par  une  glissière  s'appelle  un  plan  de  glis- 
sement. 

85.  —  Théorème.  La  transformée  d'une  translation  par  une 
transposition  autour  d'une  perpendiculaire  à  un  plan  de  glisse- 
ment est  la  translation  inverse. 

Soit  <>  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  Oz  sur  le  plan  P,  et  T 
une  translation.  Soit  0'  =  OT.  La  transposition  autour  de  Os 
laisse  ()  fixe  et  amène  0'  en  0',  dans  le  plan  P.  O,'  est  symétri- 
que de  0'  par  rapport  à  ().  La  transformée  de  T  est  la  translation 
qui  amené  0  en  0',  ;  c'est  manifestement  la  translation  inverse 
de  T. 

86.  —  Théorème.  Le  produit  de  deux  translations  est  comniutatif. 
Soil    en   ell'et  T  une  translation  qui  amène  O  en  0'.  Puis  T'  une 

translation  qui  amené  0'  en  (  )".  Faisons  la  transposition  autour 
de  la  perpendiculaire  au  milieu  de  ()'()",  au  plan  OO'O".  0  vient 
en  (  )".  0"  en  O  et  0'  en  <>,  .  Or  la  translation  qui  amène  <>  en  0[ 
est  la  transformée  de  celle  qui  amène  0"  en  ()'.  c'est  donc  l'in- 
verse de  T'~  ,  c'est-à-dire  T'.  De  même  la  translation  qui  amène 
O;  en  O"  est  égale  à  T.  Donc  TT'  =  T'T. 
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La  théorie  des  parallèles. 

La  théorie  n'es  parallèles  peut  ensuite  être  laite  comme  l'a  si 
clairement  exposé  M.  Carlo  Bourlet  dans  son  Cours  abrégé  de 
Géométrie.  La  seule  démonstration  un  peu  pénible  de  cette  théorie 

si  deux  droites  sont  parallèles,  toute  droite  qui  coupe  l'une  coupe 
l'autre),  peut  être  simplifiée  en  introduisant  la  notion  de  bande 
(h-  plan. 

Immédiatement  après,  se  place  le  théorème  des  projections,  la 
définition  du  sinus  et  du  cosinus.  Cette  théorie,  complétée  par  la 
notion  de  produit  géométrique,  permet  de  traiter  toutes  les  ques- 
tions de  relations  métriques  sans  parler  de  triangles  semblables. 

Enfin,  la  dernière  partie  de  la  Géométrie  élémentaire  compren- 
drait l'étude  des  transformations  :  homothétie.  similitude  triangles 
semblables  .  inversion,  transformation  par  pôles  et  polaires  réci- 
proques. 


J'ai  voulu  montrer  dans  cette  note,  que  si  on  prend  pour  base  de 
la  Géométrie  élémentaire  l'existence  du  groupe  des  déplacements, 
on  a  besoin  de  moins  de  postulats  que  dans  l'exposition  clas- 
sique due  à  Euclide  :  que  ces  postulats  peuvent  être  plus  nettement 
poses;  que  lorsqu'on  les  a  admis,  on  n'a  plus  besoin  de  recourir 
à  l'expérience  et  que,  par  suite,  cette  exposition,  au  point  de  vue 
purement  logique,  vaut  au  moins  autant  que  celle  d'Euelide.  Si, 
d'autre  part,  cette  façon  de  présenter  les  choses  permet  aux  élevés 
de  suivre  de  plus  près  les  réalités;  si  elle  les  initie,  par  l'intro- 
duction de  la  notion  de  groupe  de  transformations,  aux  méthodes 
les  pins  fécondes  de  la  Géométrie  moderne,  de  sorte,  comme  l'a 
dit  M.  Bourlet1,  qu'elle  descend  plus  bas  et  monte  plus  haut  que 
celle  qui  a  cours,  il  semble  qu'on  doive  faire  des  efforts  pour  la 
faire  pénétrer  dans  l'enseignement. 

Je  serais  heureux  si  la  présente  note  pouvait  aider  les  profes- 
seurs dans  les  tentatives  qu'ils  feront  dans  cette  voie. 

Th.  Roi  ssbac    I  >  cée  de  I  Hjofl  . 


1  Nouvelles  Annales  il>-  Mathématiques,  novembre  1905. 


L'Enseignement  malhém..  Il''  année:  1909. 


SUR  LES  TRANSLATIONS 


On  [>eul  étudiei-  le  groupe  des  translations  en  Lui-même 
et  sans  Caire  intervenir  d'autres  mouvements,  connue  l'a  tait 
M.  Bourlet  [Nouv.  Annales  de  Math.,  année  1905).  Il  faut 
alors  admettre  cet  axiome  :  La  résultante  de  deux  transla- 
tions ne  dépend  pas  de  Tordre  de  composition. 

Dans  un  exposé  complet  de  la  Géométrie  on  introduit 
d'autres  mouvements.  L'axiome  précédent  est  inutile,  .l'in- 
dique ici  une  façon  d'exposer  les  choses. 

On  peu t  définir  le  mouvement  :  «  une  transformation  chan- 
geant une  figure  en  une  autre  figure  égale  ».  La  notion  de 
figures  égales  est  alors  regardée  comme  indéfinissable.  On 
peut  au  contraire  considérer  le  mouvement  comme  non  défi- 
nissable. On  nomme  alors  figures  égales  deux  figures  «  trans- 
formables l'une  dans  l'autre  par  un  mouvement  ».  Admettons 
maintenant  les  axiomes  suivants  : 

I.  «  Deux  figures  égales  à  une  troisième  sont  égales  entre 
elles  »  ou  «  La  résultante  [le  produit]  de  deux  mouvements 
<'st  un  mouvement  »  ou  encore  «  Les  mouvements  formenl 
un  groupe  ». 

IL  Un  segment  AB  csl  égal  à  BA,  un  angle  AOB  esi  égal 
à  BOA. 

Ceci  peut  se  démontrer.  (Voir  la  thèse  de  M.  Gérard,  au 
commencement.  On  l'admettra  ici.  On  admettra  aussi  que  si 
les  points  l>  et  C  sont  respectivement  sur  les  demi-droites 
\\  et  DY,  H  si  AB  =  DC  ,  le  mouvement  amenant  AX  sur 
DY  amène  aussi  l>  sur  C.  In  axiome  analogue  sur  les  angles 
s'énoncera  facilement. 

III.  Si  on  a  un  plan  P,  et  dans  ce  plan  une  demi-droite  Ol). 
il  existe  un  mouvement  changeant  Ol)  en  la  demi-droite 
opposée  Ol)'  et  changeant  l'un  dans  l'autre  chacun  des  deux 
demi-pians  dans  lesquels  D'OD  divise  P. 

IV.  Soit  AI)  une  demi-droite,   I'  un   demi-plan   limité  par 


s  /    I!     I.  I.  S     TUA   Y  s  /.  .  /  I  I  ON  S  '.»'.» 

AI).  B  un  point  <le  AD.  Il  existe  un  mouvement  changeant  A 
en  B,  n'altérant  pas  I\  et  amenant  la  demi-droite  AI)  sm  la 
demi-droite  Bl).  On  le  nomme  translation. 

Y.  Il  existe  une  seule  translation  amenant  A  en  B.  Elle 
conserve  donc  tous  les  demi-plans  passant  par  AB. 

VI.  Les  translations  AB  et  BC  laites  sueeessivemeiil  équi- 
valent à  la  translation  AG.  [Cet  axiome  équivaut  au  Postula- 
it/m  d'Euclide.] 

Ces  axiomes  admis,  je  vais  démontrer  une  suite  de  propo- 
sitions. Toutefois,  je  ferai  encore  la  remarque  suivante  : 

VII.  Les  mouvements  changent  les  droites  en  droites  (car 
la  figure  éofale  à  une  droite  est  une  droite;  si  donc  un  moii- 
veinent  change  une  demi-droite  OA  eu  une  demi-droite  OU, 
il  changera  la  demi-droite  opposée  à  OA  en  la  demi-droite 
opposée  a  OB. 

Proposition  I.  Les  angles  opposes  par  le  sommet  sont 
égaux. 

Soient  les  deux  droites  AOG,  B()l)  <jui  se  coupent  eu  (  ). 
Je  dis  que  AOB  =  COD.  D'après  l'axiome  II.  il  existe  un 
mouvement  amenant  OB  sur  OC  et  OC  sur  OB.  D'après 
l'axiome  \  II.  ce  même  mouvement  amène  01)  sur  OA  èl  <) A 
sur  OD.  Ce  mouvement  amené  donc  B()A  sur  COI)  donc 
BOA  =  COD.  D'après  l'axiome  II.  BOA  =  AOB  donc  AOB 
=  COD  (axiome  I).  C.Q.  VA). 

Cette  démonstration  est  identique  a  celle  donnée  par 
M.  Hadamard.] 

Proposition  II.  La  transformation  dont  il  est  question  dans 
l'axiome  III.  qui  n'altère  pas  le  plan  I'.  el  amène  la  demi- 
droite  OD  du  plan  V  sur  son  prolongement,  amené  toute 
autre  demi-droite  <  )K  située  dans  I'  et  passant  par  (  )  sur  son 
prolongement. 

lin   effet,   les   angles   opposés  par  le  sommet    DOE,   l)'(>K 
étant  égaux,  il  existe  une  transformai  ion  amenant  OD  sur  OD' 
el  OE  sur  OE'.  C'est  bien  la  transformation  de  l'axiome  III. 
Demi-tour  autour  (\\\  point  0. 

Proposition  III.  Si  une  translation  change  A  en  C  et  l> 
en  I).  les  dewx  angles  BAD  et  A I  )C  alternes  internes  son! 
égaux. 
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Soit  DY  le  prolongement  de  CD,  DZ  celui  de  AD.  La 
translation  AG  change  la  direction  AB  eu  la  direction  CD, 
puis  la  translation  CD  change  la  demi-droite  CD  en  DY. 
Comme  d'après  l'axiome  VI  ces  deux  translations  équivalent 
à  la  translation  AD,  cette  dernière  translation  change  la 
demi-droite  AB  en  DY.  Mais  cette  translation  change  AD 
en  DZ,  donc  elle  change  l'angle  BAI)  en  VDZ,  BAD  =  YDZ. 
mais  YDZ  =  ADC  opposes  par  le  sommet ,  donc  BAD  =  ADC 
axiome  I).  C.Q.F.D. 

Proposition  IV.  CD  étant,  comme  dans  ce  qui  précède,  le 
transformé  de  AB  par  une  translation,  les  de\\\  triangles 
ABD  et  DCA  sont  égaux. 

Faisons  subir  au  triangle  AGI)  un  demi-tour  autour  de  A, 
ce  triangle  viendra  en  AGF,  de  façon  que  GF  =  Cl)  et  par 
suite  GF=  AB,  l'angle  GFA  sera  égal  à  ADC  et  par  suite  à 
BAD    théorème  précédent),  de  plus  AF  =  AI). 

La  translation  FA  amènera  F  en  A.  A  en  D,  G  en  B  puisque 
FG  =AB  et  que  GFA=  BAD.  Le  triangle  ACD  est  donc 
ainsi  transporté  sur  DBA. 

Proposition  Y.  Si  la  translation  AC  amène  le  segment  AB 
sur  CD,  la  translation  AB  amène  le  segment  AC  sur  le  seg- 
ment BD. 

Soit  BT  le  prolongement  de  A  Fi.  Four  démontrer  la  pro- 
position énoncée  il  sullit  de  l'aire  voir  :  1°  que  AC  =  BD. 
2°  que  l'angle  TBD  est  égal  à  l'angle  BAC.  [La  proposition 
résultera  alors  de  la  deuxième  partie  de  l'axiome  IL] 

D'abord  l'égalité  AC  =  BD  résulte  de  l'égalité  démontrée 
ci-dessus  des  deux  triangles  ABD  et  DCA. 

Soit    CX    le    prolongement    de    AC,   CH    le    prolongement 

de  ne. 

La  translation  AC  amène  l'angle  BAC  sur  DCX,  donc 
BAC  =  DCX. 

DCX  et  ACH  sont  égaux  comme  opposes  par  le  sommet  ; 
donc  BAC  ACH,  mais  la  superposition  des  triangles  DCA 
et  ABD  amène  DC  sur  AB  et  par  suite  CH  sur  BT,  elle 
amène  AC  sur  l)B,  donc  elle  amène  l'angle  ACH  sur  l'angle 
TBD,  donc  ACH  TBD.  donc  BAC.  qui  est  égal  à  ACH. 
est  aussi  égal  a  TBD. 


S  u  n   1. 1:  s    i  n  i  v  s  i.a  r  i  on  s  un 

La  proposition  se  trouve  ainsi  démontrée. 

Proposition  VI.  Le  produit  de  deux  translations  est  indé- 
pendant de  leur  ordre:  La  translation  Al)  est  la  résultante 
des  translations  AC  «'I  CD,  c'est-à-dire  AC  el  AU,  car  pro- 
position V  la  translation  Al!  el  la  translation  CD  n'en  font 
qu'une. 

La  translation  AD  est  aussi  la  résultante  de  AB  et  de  AC, 
car  AC  amène  B  en  I)  par  hypothèse.  Done  la  résultante  de 
AB  et  de  AC  est  la  même  que  celle  de  AC  el  de  AB. 


Ce  (|iii  précède  permet  de  faire  immédiatement  la  théorie 
des  equipollenees,  puis  toute  la  géométrie  projective. 

Le  théorème  sur  la  somme  des  angles  d'un  triangle  est 
presque  immédiat.  La  notion  de  produit  interne  peut  être 
introduite  sans  difficulté.  De  là  on  passe  a  la  trigonométrie. 

Cette  manière  de  traiter  la  Géométrie  peut  donc  sembler 
plus  simple,  plus  économique,  pour  ainsi  dire,  que  la  ma- 
nière classique. 

Je  ne  veux  cependant  pas  trancher  la  question  de  la  façon 
d'exposer  la  Géométrie.  Dans  une  exposition,  la  nature  des 
axiomes  admis.  Tordre  des  propositions  me  paraissent  chose 
secondaire.  La  Géométrie  est  et  doit  rester  un  modèle  de 
logique,  v,w  c'est  là  la  raison  d'être  de  son  enseignement. 
<•  est  la  cause  de  sa  valeur  éducative.  Des  démonstrations 
bien  faites,  une  distinction  nette  entre  ce  qui  est  raisonne- 
ment et  ce  qui  ne  l'est  pas.  voilà  ce  qui  est  essentiel.  On  ne 
doit  pas  décorer  <\u  nom  de  démonstration,  un  assemblage 
de  phrases  cachant  des  faits  intuitifs.  Si  un  exposé  remplit 
ces  conditions,  il  ne  faussera  pas  l'esprit  de  l'élève.  Il  v  a 
sans  doute  des  modes  d'exposition  préférables  a  d'autres. 
mais  tous  ceux  remplissant  les  conditions  précédentes  sont 
bons. 

.1 .    Richard    Dijon  . 


SUR   LA  CONSTRUCTION  l)V  POLYGONE 
RÉGULIER  A  17  COTÉS 


1.  —  Dans  le  livre  bien  connu  intitulé  «  Questionî  Riguar- 
denti  la  Geometria  tëlementare  »  publié  sous  la  direction  de 
M.  Enriques,  el  récemment  traduit  eu  allemand',  on  trouve 
un  chapitre  sur  la  construction  du  polygone  régulier  à  17 
côtés.  L'auteur  M.  Danjele,  examine  plusieurs  constructions 
géométriques  ;  il  signale  comme  particulièrement  réussie  la 
résolution  analytique  élémentaire  de  M.  Padoa. 

Je  me  propose  de  montrer  ici,  très  brièvement,  comment 
on  peut  résoudre  la  partie  analytique  du  problème  par  une 
méthode  beaucoup  plus  simple  et  plus  élémentaire  que  celles 
que  Ion  trouve  dans  le  livre  de  M.  ënhiquks. 

2.  —  Il  s'agit  de  construire  l'angle  ^  ,  ou,  ce  qui  revient 

au   même,    de  montrer  comment   Ion  peut  trouver  algébri- 
quement le  cosinus  de  cet  angle  par  la  résolution  dune  suite 
d'équations  du  second  degré. 
Si  nous  remarquons  que 

cos  16  I  —  1  =  COS  —  ,   OU  bien   eus  i  I  —  I  —  cos  pr  . 

relation  qui  esl  de  la  même  forme  que  l'identité 

,    /2tt  v  ** 

,-°S   '{vi)  =  "nS    17 

nous  sommes  conduits  a  poser 

2«-  <  Xjr 

.,,  -  -2  ,„s  —  .         x,  —  2  cos  — 

el    Ton  ;i 

./■       r  x    —  \x%  +   2    .        cl         .»■    =  x    —  \r    4-  2    . 


'  Fragen  der  Blementargeomctrie.  II.  Teil,  Leipzig,  1907 
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Retranchons  membre  à  membre  H  divisons  par  X\ — .v-> . 
nous  obtenons 

-  1  —p  i/>2  —  -Iq  —  4)  ,  l 

après  avoir  posé 

p  =  .*i  +  xt  .         el         7  =  .<!.»•:  , 

Si  au  contraire  on  fait  la  soustraction  après  avoir  multi- 
plié préalablement  la  première  équation  par  x%  et  la  seconde 
par  xx ,  on  obtient  après  la  division, 

p  =  —  ,/ uj*  —  q  —  4)  +  2  .  rii 

Entre  les  équations    1    et   2   on  élimine  <y,  d'où 

'i/rY2  —  /?)  —  p-tp-  —  '*)-  +1=0.  (3) 

Le  même  raisonnement  nous  montre  que  l'équation    ;»    est 

satisfaite  par 


'1k  8* 

cos   —  +  2  ('"s  tt 

lo  15 


'2  cos  lj6L 


V  5  +  1 


Donc  le  premier  membre  de  (3)  est  divisible  par 
■lp  _  /5"_  ,  . 


et  par  conséquent  pai 
c'est-à-dire  par 


|  -p  —  li2  —  5  , 
p-  -  p  —  I 
Il  s'en  suit  que  />  satisfail  l'équation 

p*    +    ^    _    Qp2    _      p    +    l=0, 


ou  bien 
on  a  donc 


/>'    +    y     -   «i    +  p 


;-'  +  =  —  4  =  0,  avec 


=  0  : 


P  — 


(5 


Les  équations  (5)  et    I     nous  donnenl   immédiatement   la 
solution  algébrique  désirée. 

En  écrivant  l'équation  (4)  sous  la  forme 

'\p  —  '</;'       _  , 
1  _  rtps  +  p*  — 


Kl',  Il   .     //        Y  Ol. M, 

on  déduil 

lang  ifl  =  'i  .  où  Uni»-  0  =  />  . 

ce  qui  nous  donne  une  solution  géométrique  du  problème 
propose. 

3.  —  Une  mélliode  tout  à  l'ait  analogue  montre,  encore  plus 
facilement,  que  la  résolution  du  problème  de  la  construction 
du  polygone  régulier  à  13  côtés  conduit  à  une  équation  cu- 
bique. En  posant 

rr  ")7t 

,<i  =  2  cos  —  ,  xs  =  2  cos  — 

\.i  la 

l'on  aura 

S.      S,_  5  _      3  _ 

X%  —  xi  —  5^  +  -...;  .  x4  —  Xa  —  .».*2  +  o.r2   ; 

en  introduisant 

/;  =  ti  4-  .r2  ,    q  =  .*i .<£   . 

on  trouve  facilement 

—  5  =  |/>2  —  2?)  (/;2  —  2q  —  5)  —  7". 

—  I  ==  <y  ip-  —  2q  —  5)   , 

d'où 

(q  -  l)(q»  +  q*  —  i9  +  I)  =  0  .  etc. 

4.  —  Pour  terminer  je  voudrais  appeler  l'attention  des  lec- 
teurs sur  la  solution  élégante  de  la  partie  géométrique  du 
problème  de  la  construction  du  polygone  régulier  à  17  côtés 
donnée  par  M.  Richmond  de  Cambridge1. 

Il  part  des  équations, 

6tt     ,  IUjt 

'1  cos  — -  4-  !  cos  — --    =  luiig  y  , 
I  >  1  / 

6V  IOtt  /  77  \ 

2  cos  -—  X  2  cos   -—  =  lang  I  r  —  -  1  , 

où  4?y  est  l'angle  aigu  dont  la  tangente  est  \  ;  il  les  démontre 
par  la  méthode  de  Ciauss  ;  mais  elles  résultent  immédiate- 
ment de  l'analyse  que  j'ai  donnée. 

La  figure  que  donne  M.  Richmond  esl  1res  simple  et  la 
construction  très  rapide. 

W.   H.  Young  (de  Cambridge  et  Liverpool,  Angleterre). 


1  H.-W.  Richmond,  Quart.  Journ.  of  Math..  Vol.  XXVI,  |>.  -J06,  wri. 


ÏNSGRIPTIBIL1TE   DES   POLYGONES   ARTICULÉS 
DANS  INE  CIRCONFÉRENCE 


Mélh ode  s  y ii lli étique . 

Steiner,  dans  le  premier  de  ses  deux  mémoires  Sur  le 
maximum  et  le  minimum  des  figures  l,  dit  : 

«  On  peut  suivie  dans  ees  recherches  une  marche  toute 
géométrique,  en  faisant  varier  le  cercle  ou  ses  éléments 
d'une  manière  continue  :  on  parviendra  ainsi  à  se  convaincre 
par  l'intuition  immédiate...  par  exemple...  qu'i7  //  a  toujours 
un  cercle  dans  lequel  un  polygone  de  côtés  donnés  peut  être 
inscrit.  » 

Je  doute  que  Ion  parvienne  à  se  convaincre  par  l'intuition 
immédiate  de  la  vérité  de  cette  proposition  ;  tout  au  plus  on 
parviendra  à  soupçonner  la  possibilité  que  cette  proposition 
soit  vraie,  ce  qui  est  bien  différent. 

Par  suite,  dans  la  théorie  de  Steiner,  malgré  les  considé- 
rations que  je  viens  de  transcrire,  cette  proposition  joue  le 
rôle  d'un  postulai . 

Ici  je  démontre  cette  proposition  dans  le  cas  particulier  du 
quadrilatère  1|:  après  «pioi  je  la  démontre  en  général  3  . 
pourvu  qu'on  admette...  un  autre  postulat  ! 2 

Le  voici  : 

Postulat.  Entre  1rs  polygones  dont  les  côtés  sont  respecti- 
vement égaux  a  ceux  d'un  polygone  donné,  il  y  en  a  un  au 
moins    dont  l'aire  es/  ma. rima  ;  en  d'autres  termes  : 

un  polygone  quelconque  étant  donné,  on  peut  l'articuler* 
de  manière  que  son  aire  devienne  ma. rima. 

C'est  au  lecteur  a  se  prononcer  entre  mon  postulat  et  celui 
de  STEINER,  et  à  dire   lequel  est  plus  proche  des  données  de 


1  Journal  île  ( "relie,   t.  XXIV,  Berlin,  1842;   voir  p.  10* 

1  Naturellement,  on  pourrait  se  passer  de   tout   postulat  en   invoquant   le  principe  île  cotUi. 

nuite;  mais  son  application,  en  ce  cas.  n'est  pas  aussi  simple  qu'on  pourrait  d'abord  le  croire. 

1  C'est-à-dire:  modifier  l'ampleur  de  ses  angles,  en  conservant   la  longueur  de  ses  côtés 
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I  intuition  Immédiate,  el  lequel  est  plus  propre  à  être  adopté 
dans  un  cours. 

1.  //  est  possible  de  construire  un  quadrilatère  convexe, 
inscrit  dans  une  circonférence,  el  ayant  ses  côtés  respecti- 
vement égaux  à  ceux  d'un  quadrilatère  donné;  en  d'autres 
termes  :  un  quadrilatère  quelconque  étant  donné,  on  peut 
l'articuler  de  manière  qu'il  devienne  inscriptible. 

Démonstration  *.  Nommons  a.  c  et  />,  d  les  couples  de 
côtés 'opposés  dans  le  quadrilatère  donné,  de  manière  que 

a   >    v  (1)  <l  b  >   d  (2) 

On  construit  à  part  le  segment  m.  tel  que 

a  :  c  =  b  :   m  (3j 

Sur  une  droite  quelconque  on  place,  en  cet  ordre,  les 
points  A,   I),  M.  de  manière  que 

A.D  —  d         |4)  et  DM  —  m  |5j 

On  partage  le  segment  AM  dans  le  rapport  a:  c,  en  dedans 
par   le  point   P   en  dehors  par  le  point  Q:    on  aura  ainsi,   en 


valeur  el  signe 


AT       l'.M   z^  A.Q   :   MO  —  a  :  c  |6) 


Soit  (1   un    point   de   la  circonférence  de  diamètre   PQ,  tel 

que 

DC  =  c  (7) 

Je  démontrerai  toul  a  l'heure  que  ce  point  existe  et  qu'il 
n  appartient  pas  à   la  droite  AD.) 

Si  par  D  on  trace  la  droite  parallèle  à  MG,  on  coupera 
d'abord  la  droite  AC  et  après  on  coupera  une  seconde  t'ois 
la  circonférence  ADC,  en  un  point  B. 

Le  quadrilatère  ABGD  est  convexe  el  inscrit  dans  une  cir- 
conférence; pour  démontrer  (pie  c'est  précisément  celui  que 


1  l..i  construction  dont  ji;  me  sers  esl  ■>  pen  près  celle  qu'on  trouve,  par  <-x..  <laas  1<>s 
Blementi  di  Geometria,  par  A.  Sannia  <?l  K.  D'Oviuio.  Napoli,  l'ellerano.  1S'.»5  (voir  p.  32\/- 
mais  Pexiittnct  qui  osl  essentielle  pour  mm*.,  v  csi  simplement  affirmée  et  non  pas  (/<•- 
mantrêt. 


I)  E  s     l>  o  l  )  G  <>  V  E  S    ARTICV  I  E  s  m: 

l'on  voulait,  il  faut  démontrer  seulement,  en  tenanl  compte 
de    'i    el    7  .  c|iie 

Al!   =  a  el  BC  =  h. 

En  conséquence  de  la  construction,  on  a  ces  égalités  entre 

les  angles  : 

BCA  =  HUA  =  DMC 

ABC  =  7T  —  CDA  =  CDM 

et  par  suite  les  triangles  ABC  et  CDM  sont  semblables;  d'où 

AB  :   CD  =  BC       DM   =  AC   :  CM.  8) 

De  (6    et   du    l'ait  que  (1  appartient  à  la   circonférence  de 
diamètre  PQ,  on  déduit  ' 

AC   .  CM  =  a  :  c: 
donc    8    el    7    donnent 

AI!    :    c  =:  a   :    C  d'où  AB    =   a 

el    S    el    5 

BC  :  m  =  a.  :  c  d'oui  3 1         BC  =  fi . 

Il  reste  a  prouver  que  C  existe  et  qu'il   n'appartient   pas  à 

la  droite  AI):  pour  cela  il  suffit  de  démontrer  que 

DP  <  c  <  DQ. 
De   6  on  tire 

AM   :    PM  =  [a  +  c)       c 
et  de    3 

a  -J-  c)  :  ''  =  (é  +  '")  :  "'  ;  :: 

donc 

AM    :    PM   =  [h  4-  m)   :   m    . 

el  en  vertu  de   'i    et    5 

[d  -\-  m)   :   PM   =  \l>  +  m)      m 


1  C'est  un  fait  connu.  Pour  le  démontrer,  Il  suffit  de  tracer  par  1'  la  parallèle  à  CQ  jusqu'i 
rouper  CA  on  U  et  le  prolongement  de  I  M  on  V. 

On  obtient  II'  :  CQ  =  Al'  :    \n 

et  l'V     CQ  =  PM  :  MU 

«Ton  (C)  DP  —  l'V. 

Uors  CP  ••-!   hauteur  et   médiane  «lu  triangle  UCV  ;  elle   est   donc   aussi    bissectrice,  d'oi 
(6)  ai:     CM  =  «  :  c. 


i  os  .  / 1.  /•:  s  s  a  n  n  h  o  p  a  n  o  a 

d'où,  dapics    2 

\{b    -J-    m)    —    \d    -\-    m).]    :    1///    —    l'M|    =    \l>    -\-    nu    :    m 

c'est-à-dire,  d'après  (5)  et   3') 

[b  — d)  :  DP  =  (a  +  c)  :  r.  (9) 

D'une  manière  analogue,  de  (6)  et    I    on  lire 

A  M    :    MQ   =   [a  —  c)    :    f 

et  «le  (3    et    I 

(a    —    C)    :    c   =    l/>    —    m)    :    ///  :  (3") 

donc 

A  M    :   MQ   =  (b  —  m)   :   m    , 

et  eu  vertu  de  (4    et    5) 

u/   +    m)    :    MQ   =  (b    —    m)    :    m    . 

d'où 

\{b  —  m)   -\-  [d  -f-   m)\    :   (m   +   MQ)  =  (b  —  m)   :   m 

c'est-à-dire  d'après  (5)  et  (3") 

(A  +  d)  :   DQ  ±=  [a  —  c)  :  c.  (10) 

Mais  dans  le  quadrilatère  donné  il  faut  que 

b  <  a  -f  c  +  ^/  ci  «  <  A  +  p  +  d 

d'où  d'après  (2)  et     I 

l>    —  d  <  a  -\-  c  cl  a  —  c  <^  b    -\-   d 

et   par  suite  de  (9)  et     K) 

DP  <  c  <   ])<„>  c.  y.  /'.  rf. 

2.  Powr  <///<"  l'aire  d'un  polygone  soil  maxima,  entre  celles 
des  polygones  dont  les  côtés  sont  respectivement  égaux  à  ceux 
d'un  polygone  donné,  il  faut  qu'il  soit  convexe  et  inscrit  dans 
nue  circonférence. 

En  d'autres  termes  : 

Pour  que  l'aire  d'un  polygone  articulé  soil  maxima,  il  faut 
qu'il  soit  convexe  et  inscriptible. 
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Démonstration.  Supposons  d'abord  <|ut>  le  polygone  donné 
soit  un  quadrilatère  '. 

Soit  donc-  P'  un  quadrilatère,  convexe  mais  non  inscrip- 
tible.  Nous  savons  [1]  qu'on  peut  l'articuler  en  manière  qu'il 
devienne  inscriptible  ;  en  ce  moment,  nous  appellerons  P  le 
quadrilatère  et  y  la  circonférence  dans  laquelle- il  est  inscrit. 

Si  nous  appuyons  sur  les  côtés  de  P',  en  dehors,  les  petits 
segments  de  cercle  qui  restent  compris  entre  P  et  y.  nous 
obtiendrons  une  ligure  dont  Taire  est  moindre  que  celle  du 
cercle  renfermé  par  y2;  en  retranchant  de  cette  ligure  et  de 
ce  cercle  les  segments  de  cercle  considérés,  il  s'ensuit  que 
I"  <  P. 

Maintenant,  un  polygone  quelconque  étant  donné,  mon 
postulat  dit  qu'on  peut  I  articuler  de  manière  que  son  aire 
devienne  ma.rima  ;  en  ce  moment,  appelons-le  P. 

Si  A,  B.  C  sont  trois  sommets  consécutifs  de  P  et  si  H  est  un 
quelconque  de  ses  autres  sommets,  il  faut  que  ARCH  soit  un 
quadrilatère  inscriptible  ;  car  autrement  en  articulant  ce 
quadrilatère  jusqu'à  le  rendre  inscriptible,  ce  que  nous 
savons  toujours  possible,  et  en  conservant  rigides  les  parties 
de  P  qui  peuvent  se  trouver  appuyées,  en  dehors,  aux  côtés 
Ail  et  Cil  de  ABGH),  on  pourrait  articuler  P  en  augmen- 
tant son  aire,  ce  qui  serait  contre  l'hypothèse. 

Par  suite,  tout  sommet  de  P  appartient  à  la  circonférence 
déterminée  par  A,  B,  C  ;  c'est-à-dire  P  est  inscrit  dans  une 
circonférence,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

3.  De  la  proposition  [2]  et  de  mon  postulat  on  déduit  im- 
médiatement : 

Un  polygone  quelconque  étant  donné,  on  peut  l'articuler  de 
manière  qu'il  devienne  inscriptible. 

Alessanoro  Padoa    (  rênes  . 


1  Dan*  un  a  m  in'  article  (•  Une  question  de  Maximum  ••.  Nouv.  Ami.,  déc.  1908  .  j';«i  démontré 
cette  proposition  en  me  servant  du  postulat  de  Su  i\i:h.  que  je  donne  ici  comme  théorème. 
S;ms  répéter  ce  que  j'ai  dit  dans  la  note  de  cette  proposition,  dans  l'article  cité]  pour  démon- 
trer qn'il  suffit  de  considérer  des  polygones  convexes,  j'en  donne  ici  uni-  nouvelle  démonstra- 
tion en  m.'  servant  de  mon  postulat  <-\  de  la  proposition  1 1  qne  je  \  iens  il.'  démontrer. 

2  Cela  en  vertu  d Une  proposition  très  connue  dont  on  peut  donner  un.'  démonstration  syn- 
thétique qui  ne  dépend  pas  du  postulat  i-n  question  (voir  mon  article  eité) 


NOUVELLE  DEMONSTRATION  DU  THEOREME 
DE  D'ALEMBERT 


Je  demande  la  permission  de  retenir  un  moment  l'attention 

des  lecteurs  de  Y  Enseignement  mathématique  sur  une  dé- 
monstration élémentaire  nouvelle  de  ce  théorème  fonda- 
mental. 

Nous  supposerons  l'ordre  que  voici  :  on  constate  qu'une 
équation  algébrique  de  degré  //  peut  avoir  //  racines  et 
qu'elle  n'en  saurait  avoir  davantage,  distinctes  ou  non;  on 
établit  alors,  pour  de  telles  équations,  les  relations  qui 
existent  entre  les  coefficients  et  les  racines  et  les  propriétés 
des  équations  dérivées   relativement  aux  racines  multiples. 

Nous  présentons  ensuite,  sous  une  forme  un  peu  diffé- 
rente de  la  forme  usuelle,  le  théorème  qui  a  trait  à  la  conti- 
nuité des  racines.  Je  me  servirai,  en  l'appliquant  aux  racines 
nulles,  d'un  raisonnement  que  j'ai  récemment  donné  '  pour 
rendre  rigoureux  l'exposé  classique. 

Théorème.  Les  coefficients  de  l'équation 

|1)  f(x)  =  a0x"  +  flx.r""1  +  ...  -(-  a„  =  0 

tendant  simultanément  et  respectivement,  suivant  une  loi  don- 
née quelconque,  vers  ceux,  de  l'équation 

ri\  f[r)  =  «0.r"  +  ^.r"-1  +  ...  +  «„  =  0  . 

et  «„  n'étant  pas  nul,  si  la  /"'  équation  a  pour  chaque  ensem- 
ble des  valeurs  des  coefficients  n  racines,  ces  racines  ont  des 
limites  qui  sont  racines  de  la  2""'  équation. 

Il  s'agit  de  prouver  l'existence  de  //  nombres  £,  ...  £„  aux- 
quels on  puisse  faire  correspondre  les  racines  .r,  ...  xn  dé 
l'équation    I    en  sorte  que  l'on  ait  \.Xi  —  £, -I  <  //  si    a,  —  «j\<^e. 
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Ce  premier  point   acquis,   le    second   découlera  de  la  conti- 
nuité «lu  polynôme  /  x 

l'osons 

(3)   g(y)  =  f{x  +  vi  =  ~  r"  +  ...  +  f  (x)r  +  f(x\  ±:  bQyn  +  ...  + 
hn_ly  +  bn  =  0  \b0  =  a0) 

Dans  la  suite,  x  sera  remplacé,  dans  /  x  +  y  .  successive- 
ment par  diverses  racines  des  équations  I  en  même  temps  que 
les  coefficients  a  recevront  un  système  de  valeurs  qui  pourra 
ne  pas  concorder  avec  ces  racines,  en  sorte  que  Ton  ail  les 
coefficients  d'une  équation  I  et  un  nombre  x  racine  d'une 
autre.  Mais  on  peut  fixer  une  quantité  positive  II  telle  que 
les  modules  de  toutes  les  racines  des  équations  (I  soient  in- 
férieurs à  R.  11  en  résulte  que  des  polynômes  donnes  en 
a,  et  x  seront  limites  supérieurement  en  module  :  tels  les 
polynômes  b  . 

Nous  allons  ;t  présent  classer,  dans  une  certaine  mesure. 
1rs  racines  îles  équations  I  .  Etant  donnée  une  quantité  po- 
sitive /.  l'équation  I)  a  peut-être,  pour  chaque  système  des 
coefficients,  des  racines  telles  que  |  /''  x  |  <  /  ;  leur  nombre 
finit,  les  a\  tendant  vers  les  z, .  par  ne  pas  descendre  au- 
dessous  d'un  certain  minimum//,  /  ;  si  /.  décroît  et  tend  vers 
zéro,  l'entier  //,  /  a  lui-même  un  minimum  //,  (qui  peut  être 
nul  .  Dès  lois,  si  Ton  désigne  //  - —  //,  par  v,  ,  il  existe  une 
quantité  positive  w  et  une  suite  des  systèmes  a,  tendant  vers 
les  «,  .  tels  <|ue  pour  chaque  équation  (I  correspondante, 
vi  racines  satisfassent  à  la  condition  j  /'  x  \  >  u,  .  Pour  celle 
suite  d'équations  nous  séparons  ainsi  des  //,  autres  un  ensem- 
ble Ei  de  y,  racines. 

Considérons  ensuite  les  deux  inégalités 

i      .„ 

/     I-*1)      <  A  .-,      /     IX)  A  ; 

le  nombre  des  racines  de  I  <|ui  les  vérifient,  les  a,  tendant 
vers  les  a,  ne  descend  pas  finalement  au-dessous  d'un  mini- 
mum  //-j  1    qui    est  au   plus  égal  a  //,  \)  et   <|iii   a   lui-même, 
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pour  A  infiniment  petit,  un  minimum  n->  au  plus  égal  à  nx.  Po- 
sant tu  —  rit  =vs,  il  existe  une  quantité  positive  u2  et  une 
suite  d<js  systèmes  at  tendant  vers  les  a»,  tels  que  pour 
chaque  équation  (1)  correspondante,  v2  racines  satisfassent  à 

la  condition  ~  !  /"  {&)  \  >  fxs  mais  aussi,  X  étant  donné  à  vo- 
lonté inférieur  à  ai  et  les  ai  assez  près  de  leurs  limites,  à 
l'inégalité  i /'  n  |  <  X.  S'il  y  a  quelque  équation  commune 
à  cette  suite  et  à  la  précédente,  aucune  racine  du  nouvel 
ensemble  E2  ainsi  défini  n'appartient  à  Ej .  La  classification 
se  poursuivra  ainsi  au  moyen  de  suites  d'équations  (1),  la 
somme  des  nombres  des  racines  attachées  a  chaque  suite 
étant  manifestement  égale  à  //. 

Pour  plus  de  simplicité,  aux  quantités  \u  ,  u->  etc.,  nous 
substituerons  la  plus  petite  a'. 

Portons  notre  attention  sur  l'ensemble  E^  et  sur  la  suite 
correspondante  S  des  équations  (1)  ;  appelons 

(4)  /;,.»■)  =  2«>"-J'=o  . 

(5)  /2!.r)  —  la"rr"-1  =  Il  . 

deux  équations  de  la  suite  S,  puis  xf  une  racine  de  (4)  appar- 
tenant à  E^  ;  posons 

I»)    , 

(6)  /•    V) 

gziy)  =  — —  y"  +  ••■  +  ft[x')y  +  /.(.*■')  = 
<>/  +  ■■■   +Cir +  *'«  =  <>,  {l'"o=V 

Nous  allons  voir  que,  les  at  et  les  at  étant  suffisamment 
près  des  «(,  l'équation  (6)  ap  racines  très  petites  et  préciser 
le  sens  de  cette  locution. 


Soient 


On   a 


.l.r)  =  \ba  -  c6)yn  +  i//  -  g/'"'  +  •••  +  <C  -  c^)y  + 
//    —  e,.  =  0  |//„  =  0| 
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Nous  niellons  ainsi  en  évidence  les  quantités  //  au  sujel 
desquelles  on  sait  que 

et  les  quantités  c  desquelles  on  peut  affirmer,  |  oc'  |  étant  in- 
térieur à  R,  que  j  d  |  <  À,  si  seulement 

\aj-mj\<n         ,/_«.,  </k  . 

/  étant  un  facteur  tixe  dont  il  est  aisé  de  préciser  une  valeur. 
Dés  lors,  posant  «'  —  X  ==  u  ,  nous  avons 

//'      I  >  a  ;      !  //'       .  ,      <  2) |  b"  I  <  2>  . 

D'ailleurs  (et  pour  toute  la  suite),  on  peut  trouver  M  assez 
grand  pour  que  |  b\  —  ct  \  <  M  c'est-à-dire 

l<l<M C^-i  i<M   ■ 

.le  vais  montrer  que  Ion  peut  trouver  un  nombre  positif  r 
tixe  et  un  nombre  positif  u  infiniment  petit  avec  1  tels  que 
le  module  d'aucune  racine  de  (6)  ne  soit  compris  entre  //  et /•. 

Ecrivons  ainsi  l'équation  (6) 

m   Crt-iJ--1  +  -  +  i'">y~p=  - iby~p + ■-•■  +  b'»-p>  • 

Si  /•  est  assez  petit  et  si  |  y  j  <^  /■ ,  le  module  du  second 
membre  est  supérieur  à  un  nombre  positif  d  ;  A  diminuant, 
on  pourra  laisser  /•  et  par  suite  d  constants.  Le  module  du 
premier  membre  serait  inférieur  à  ce  même  nombre  d  si  l'on 
prenait 

h"      ,,r-'  [<- h"  v-i'\  <-. 

ou,  à  plus  forte   raison,  \y\  supérieur  à   la  plus  grande  des 
quantités 

d       V     d 

Soit  A"  le  plus  grand  des  nombres  -£ V//   '   on   lHMlt 

supposer  /  inférieur  à    I  ct  à  =r  !  dés  lors,  choisissant  pour//. 
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/>•/. .   nous   sommes  assurés  qu'il   n'y  aura  |>as  de   racines  y 

telles  que  u  <  J  y  j  <  /■  ( et  w  <  y]  . 

Il  va  être  aise  de  démontrer  à  présent,  en  suivant  la  voie 
habituelle  que,  X  étant  suffisamment  petit,  il  y  a  exactement 
j>  racines  inférieures  à  a  en  module. 


Le  produit   des    racines  est  en  module 


,   c'est-à-dire 


4-    ,   quantité   infiniment  petite  avec  X,  puisque  |c,|  <  X  et 

que  |  a0  |  a  une  limite  positive.  Donc,  X  étant  suffisamment 
petit,  les  n  racines  de  (6)  ne  pourront  être  toutes  supérieures 
à  /•  :  quelques-unes  seront  par  suite  inférieures  à  //  ;  il  y  en 
aura  exactement  p.  S'il  y  en  avait  moins,  p  —  h  ,  le  quotient 
J  y 

"~p+  '  qui  est,  au  signe  prés,   le   rapport    "~~    -  [2t  étant   la 

b„—p  ""-/' 

somme  des  produits  /  à  /  des  racines)  serait  plus  grand  en 
module  qu'une  quantité  fixe  puisque  d'une  part  J  y  |  <  2R  et 
d'autre  part  dans  un  terme  de  1n-P+h  tous  les  |  y  |  sont  supé- 
rieurs à  /',  l'un  d'entre  eux  au  moins  dans  les  autres  termes 

inférieurs  à  //  ;  or      "„  '—     <  :7  ,  de  là  une  contradiction,  si 


X  est  assez  petit.  De  même  s'il  y  avait  p  -\-  h  racines  de  mo- 
dule inférieur  à  //,    le  rapport    ",7/_'  -    au  signe   prés  égal  a 

h 


n—p 


n—p—i,     pourrail  être  supérieur  en  module  à  n'importe  quel 

*n-p 

nombre  donné,  car  chaque  terme  de  i„_,,  contient  au  moins 
un  y  tel  que  \y\  <  //  et  |  2,,-p-h  \  est,  comme  |  2,,-,,+h  \  dans 
rhvpothése    précédente,    plus    grand    qu'un    certain   nombre 

positif.  D'ailleurs  — '/- — '  <       :  Je   la  encore  une  contradic- 

1  h  f* 

n— p 

tion  si  X  est  assez  petit.  Comme  les  diverses  inégalités  de 
même  sens  ainsi  imposées  à  X,  et  qu'il  serait  oiseux  d'écrire, 
sont  en  nombre  limité,  nous  pouvons  les  supposer  toutes  vé- 
rifiées. 

Alors,  envisageons  la   suite  S  à   partir  d'un  moment   où   il 
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en  sera  toujours  ainsi,  .l'appelle  xt  nue  racine  système  Ep, 
de  la  I"  équation,  x\  une  des  p  qui  lui  sont  associées  dans 
la  2"",  x  une  des  p  qui  lui  sontde  même  associées  dans  la  '.'*""' 
et  ainsi  de  suite. 

Dans  ees  conditions  q  et  s  étant  deux  entiers  quelconques, 
x',s  est  une  des  racines  associées  à  .r(/ .  car 

*;+,  -  *',  i  ^  i  *i+,  -  ■»•;  i  + 1  *i  -  *;  i  <  ?  +■  f= »■  ■ 

//  étant  toujours  intérieur,  pour  la  suite  b,  a  ■=  • 
Posanl 

x\  —  x'i+\  =.v/r!  ■ 
la  série 

est  convergente.  Quel  que  soit  r,'  on  peut  trouver  y  lel  que 
pour  toute  valeur  de  .ç 

?',,  +  r^+i  +  •■•  +  r^+,_,  !</•'.       ou        |  .»v  -  r'q+s  |  <  /•'  . 

Il    sullil   de    choisir  q  assez,  grand   pour  que,   à   partir  de 
l'équation  de  rang  q,  la  quantité  //  ne  dépasse  point  r,' .  e'esl- 

à-dire  que  /  reste  inférieur  à  —  .  La  suite  xt  Xt .. .  .r]...  a  donc 

une  limite  £'.  Avec  un  second  choix  quelconque  des  racines 
associées  à  xt  on  aurait  manifestement  la  même  limite.  Sor- 
tons à  présent  de  la  suite  S  :  si  Ton  remplace  l'équation  (4) 
par  l'équation  (2  à  laquelle  ç  satisfait  et  l'équation  (5)  par 
l'équation  I  dont  les  coefficients  r/,  diffèrent  des  «,  de  moins 
de  À  en  module,  les  raisonnements  faits  plus  haut  prouvent 
qu'il  y  a  exactement  p  racines  qui  diffèrent  de  £  de  moins  de 

—  ;  d'ailleurs  les  p —  I  dérivées  de  /"sont  évidemment  nulles 

pour  |'.  la  p""'  ne  l'étant  point.  Ainsi  se  trouve  établi  le  théo- 
rème énonce,  avec  la  précision  habituelle  relative  au  nombre 
des  racines  infiniment  voisines  d'une  racine  de  l'équation 
limite. 
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Théorème  de  d'Alembert.  —  Toute  équation  algébrique  de 

degré  n 

f(x]  =  «„.'"  +■  ,/,.»•"-  '  +  ...  +  ""  =  <» 

a  n  racines  distinctes  ou  non. 

Je  m'appuierai  sur  le  lemme  suivant  : 

Si  f(x)  prend  la  valeur  c,  et  si  l'on  trace  avec  un  rayon 
quelconque  r  un  cercle  dont  le  centre  a  c  pour  affixe,  f (xi 
prend' certainement  comme  valeur  V affixe  d'un  point  de  n'im- 
porte quel  rayon  de  ce  cercle. 

Soient 

/'|.I0I  =  c      x  =  xa  +   V 

et 

110)       /u0  +  v|  =  h0y"  -f  /„/'   ■'  +  ...  +  /i„_,  v  +  c  .       |/;8  =  c0i 

Supposons  généralement 

''„_,  =  '>„_,  =  •  •  =  />„_,,+  ,  =  0         bn_p  *  0  . 
on  a 

/\ru  +  ri  =  r  +  /  [bn_p  +  y  *__,_,  +  ..  +  yn~ni  • 

Si  y  =  p  :cos  &  -f-  /  sin  o),  que  o  soit  assez  petit  et  que  Ton 
lasse  varier  0  de  0  à  2^  de  manière  que  le  point  d'abscisse 
ro  +  Il  décrive  un  petit  cercle  autour  du  point  .r0 ,  le  point 
f(xQ  -f-  y)  tournera  autour  du  point  c  de  manière  à  effectuer 
p  tours  complets  en  restant  dans  un  cercle  de  rayon  un  peu 
supérieur  à  pp  I  bn_  j  .  Dune  manière  précise,  on  peut  pren- 
dre p  assez  petit  pour  que  |  /'.r0  -\-  y  —  c  j  <  r  ;  d'ailleurs 
l'argument  de  yp  \bn  +  •••  +  .?/'_ ^o  <"lanl  fonction  con- 
tinue de  h  p  constant  ,  le  point  /'.r0  +  y  rencontre  bien 
chaque  rayon  au  moins  une  (bis. 

Le  théorème  de  d'Alembert  est  alors  immédiat.  Exact  poul- 
ies deux  premiers  degrés,  admettons-le  jusqu'au  degré  n  —  I . 
Nous  allons  l'établir  pour  un  polynôme  quelconque  de  de- 
gré //.  / './•  .  en  observant  d'abord  que  si  un  polynôme  de  de- 
gré n  a  une  racine,  il  en  a  certainement  n  —  l  autres  comme 
on  le  voit  aisément  au  moyen  d'une  division. 

Pour   une  valeur   quelconque  .r0  ,  fiv    prend    la   valeur  c. 


/  //  /•;  o  r  /■;  m  e  i)  /•;   i>  .  1 1.  /■:  u  h  /■:  ht  m  : 

Joignons  le  point  C  d'abscisse  c  à  l'origine  0.  Sur  le  seg- 
ment CO  à  partir  de  C  il  y  a  indéfiniment  des  points  dont 
les  allixes  sont  pris  par  fix  .  Soit  C'  le  point  ,  d'alfixe  c'  de 
ce  segment,  tel  que  |  c  |  soit  la  limite  inférieure  des  mo- 
dules de  ees  allixes.  On  peut  former  une  suite  c,  c,  ...  cp  ... 
de  ces  quantités  ayant  <•'  pour  limite.  Cela  posé,' l'équation 

(11)  g  (xj  =  aux"  +  a, .»•"-'  +  ...  +  an  -  cp  =  0  , 

ayant  une  racine,  en  a  //.  Lorsque  p  est  infiniment  grand, 
ees  racines  ont  des  limites  qui  sont  racines  de  l'équation 
limite;  c  est  donc  nul,  sans  quoi  l'on  pourrait  trouver  sur 
G'O  des  points  dont  les  allixes  seraient  encore  des  valeurs 
tic  / ' x  .  Ainsi  l'équation  limite  est  l'équation  (9).  Le  théo- 
rème est  donc  vrai  pour  le  degré  n  :  il  est  général. 

Remarque.  — J'ai  l'ait  allusion  plus  haut  au  théorème  relatil 
à  la  continuité  des  racines.  En  se  reportant  aux  démonstra- 
tions classiques  on  voit  aisément  que  la  difficulté  provient 
dans  le  cas  par  exemple  des  coellicients  a0  ,  ax  ...  ap—\  infi- 
niment grands  de  ce  que  l'on  ne  sait  rien  sur  les  racines 
qui  ne  sont  pas  infiniment  grandes  et  que  l'on  ignore  si  elles 
sonl  limitées  supérieurement.  Je  lève  cette  difficulté  en  prou- 
vant qu'il  n'existe  pas  de  racines  dans  une  couronne  com- 
prise entre  un  cercle  de  rayon  fixe  et  un  autre  de  rayon  infi- 
niment grand.  On  peut,  mais  sans  avoir  le  bénéfice  de  celte 
précision,  raisonner  plus  rapidement  comme  il  suit  :  soit  v 
une  variable  positive  croissante  infiniment  grande;  pour  l'un 
donné  de  ses  états  il  arrive  un  moment  (coellicients  assez 
près  de  leurs  limites;  à  partir  duquel  le  nombre  des  mo- 
dules supérieurs  à  c  ne  descend  pas  au-dessous  d'un  certain 
minimum  il  y  a  au  moins  un  tel  module);  ce  minimum  est 
une  fonction  de  c,  h(y),  non  croissante  et  qui  a  par  consé- 
quent une  limite  inférieure  h.  Par  définition,  c'est  ce  nombre 
h  qui  est  le  nombre  des  racines  infiniment  grandes  et  qu'il 
faut  déterminer.  Il  existe  certainement  un  nombre  H  assez 
grand,  mais  fixe,  et  une  suite  de  systèmes  de  coellicients 
tendant  vers  leurs  limites,  tels  que,  pour  chaque  équation 
correspondante,    //    modules    seulement    soient     supérieurs 
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à   H.   Donc,  un   état  de  y  étant  choisi  aussi  grand  que  Ton 

vent,    on    peut    aller   assez    loin   dans    la    suite    particulière 

d'équations  considérées  pour  que  ces  équations  n'aient  pas 

de   racines  dont  le  module  soit  compris  entre  R  et  v.  A  ces 

équations  s'applique  le  raisonnement  habituel  prouvant  que 

h==p. 

L.  L.EAU    Paris  . 


UNE    DÉMONSTRATION 
DU    THÉORÈME    DE    DESCARTES 


La  règle  des  signes,  dite  de  Descartes,  attribuée  aussi  à 
llarriot,  peut  être  énoncée  :  Le  nombre  p  des  racines  posi- 
tives, non  nulles,  d'un  polynôme  entier  en  x,  à  coefficients 
réels,  est  au  plus  égal  au  nombre  v  des  variations  de  signe 
que  présente  la  suite  des  coefficients  ;  la  différence  v  —  p  est 
toujours  un  nombre  pair. 

Voici  une  démonstration  basée  sur  les  propriétés  qui  ré- 
sultent de  la  continuité  de  la  l'onction  entière. 

Nous  démontrons  tout  d'abord  la  seconde  partie,  v — p 
est  un  nombre  pair. 

Il  existe  un  nombre  A  tel  que,  pour  tous  les  X  supérieurs 
à  A,  le  polynôme  a  le  signe  de  son  premier  coefficient  et  un 
nombre  positif  e  tel  que,  pour  tous  les  X  positifs,  inférieurs 
à  s.  le  polynôme  a  le  signe  du  dernier  coefficient.  Les  ra- 
cines positives  du  polynôme  sont  comprises  entre  s  et  A.  En 
examinant  les  signes  du  polynôme  pour  x  =  g  et  r  =  A,  on 
obtient  la  proposition  suivante  :  Le  nombre  p  des  racines 
positives  d'un  polynôme  entier  en  x  à  coefficients  réels  est 
pair  ou  impair,  suivant  que  les  coefficients  extrêmes  sont  de 
même  signe  ou  de  signes  différents. 

Dans  le  premier  cas,  lorsque  les  coefficients  extrêmes  ont 
le  même  signe,  le  nombre  c  des  variations  de  signe  est  pair. 
dans  le  second  il  est  impair.   Les  deux   nombres  c  et  p  étant 


r  il  i:  o  i;  i:  m  i;   i>  i:   d  i:  se  a  /,'  r  e  s  i  i  9 

ensemble  pairs  ou  impairs,  leur  différence  v  —  p  esl  tou- 
jours  un  nombre  pair. 

Pour  démontrer  la   première  partie  du   théorème,  p  ^=  v, 
considérons  le  polynôme  f(x)  et  sa  dérivée  f  .r   : 

/'ui  =    n,xH  +                 atxn~ 1  -f-  aix'l~'i  +  ...  -f  "„Li-'  +        "»  . 

Bff0«"_1+(«  —  l)aix"~'2{n-\ 2\atx'1-3  +  ...  +  «„_,  . 

(  les  deux  polynômes  ont  leurs  eoeflicients  de  même  rang 
aussi  de  même  signe,  sauf  le  dernier,  qui,  en  général,  n'a 
pas  de  correspondant  dans  f'{x).  La  suite  des  coefficients  de 
la  dérivée  présente  donc  un  nombre  de  variations  de  signe 
égal  ou  inférieur  dune  unité  au  nombre  des  variations  du 
polynôme  donné.  Si  Ion  désigne  par  p'  et  </,  généralement 
par/?'  '  et  e'  ,  les  nombres/;  et  v  concernant  les  dérivées/-'  r  , 
respectivement  /'.*?,  nous  avons 


et,  en  vertu  du  théorème  de  Rolle, 

|2)  //  =  p  -  I   . 

Supposons  que,  contrairement  au  théorème  de  Descaries, 
on  ait/?  >  v.  La  différence  c  —  p  étant  un  nombre  pair,  p  ne 
peut  être  égal  à  v  -f-  l,  on  doit  avoir 

(3)  p    1  v "+  2  . 

Il  résulte  des  inégalités    I  ,    2)  el  (3 

Le  théorème  de  Descartes  serait  ainsi  en  défaut  pour  la 
dérivée  première. 

Mais  le  raisonnement  précédent  s'appliquerait  à  cette  dé- 
rivée première  et  l'on  trouverait  p"  >•  v"  ;  le  théorème  serait 
aussi  en  défaut  pour  la  dérivée  seconde.  Et  ainsi  de  suite.  Le 
théorème  serait  donc  en  défaut  pour  la  dérivée  d'ordre  //  —  1), 
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pi*-v  >  ,,'-';  et,  comme  la  différence  //'""  —  v"-l]  est  un 
nombre  pair,  on  aurait 


i« — ii  .    in — i) 


+  2 


Cette  dérivée  est  un  polynôme  du  1"  degré  qui  aurait  au 
moins  deux  racines  positives!  L'hypothèse  p  ~>  v  est  donc 
fausse  et  Te  théorème  de  Descartes  démontré. 

G.  Jaccottet  (Lausanne). 


SUR  UNE  INTEGRALE  AUX  DIFFERENCES 


M.  Markoff1  détermine  la  valeur  de  l'intégrale  aux  diffé- 
rences finies 

(0...  ») 
[r] 

dans  le  cas  où  <!>(/•)  est  une  fonction  rationnelle  et  entière 
de/';  il  l'obtient  par  l'application  répétée,  et  quelque  peu 
laborieuse,  du  procédé  d'intégration  finie  par  parties.  Nous 
nous  proposons  d'indiquer  ici  une  méthode  plus  rapide, 
<I>  /•  étant  d'ailleurs  supposé  quelconque. 
Posons 

1  +  *  +  ....  +*"=  H    ■ 


On  a  évidemment 

(0,1,.:.»)  /], 


*S}r[r  _!)...(;•  —  /)+  IM-''  =  .rp 


et,    si    l'on    multiplie    les    deux   membres   de    l'identité    pai 

9- 

(0,i,...,«)  .    .9.. 


1  ni/jferenzenrechiiuiiff.  Leipzig,  1896 
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Or  on  sait,  par  le  calcul  des  différences  finies,  que 

(  J  )*|Ui  +  (',  )  a+ioi  -|_r  U'^jOi  +- ...  =  *(»  . 

en  attribuant   à  p  les  valeurs  0,    l,  2.  ...  et  en  additionnant 
membre  à  membre,  on  obtient  la  relation  cherchée 

(0,  1 «]  (0,  1.2...]     p    .Ai 

^ xr * (r)  =         >     — i  A    4mUi    .  Il) 

Il  est  aisé  d'en  déduire  une  autre,  à  laquelle  M.  Studnicka1 
parvient  en  opérant  sur  les  symboles  opératoires  A  comme 
sur  des  quantités,  et  en  supposant  que 


il   +  Ai"   •  /•=/•+  nàf  +  (")a2/'+    •■• 

Il  est  superflu  d'ajouter  qu'un  tel  procédé,  bien  que  pro- 
bablement légitime,  laisse  beaucoup  à  désirer  au  point  de 
vue  de  la  rigueur. 

L'expression 

(0,1..., H)  />      ,P,, 

^à    \pj  p!    ^,.P 

donne  pour  .r  =  1 

(è)=1"ic)+('î1)+-+e)i="(;îî 

La  relation  (1)  devient  pourtant,  dans  le  cas  considéré, 

'"2*"-|  =  2'Cîî)4''+(01' 

tpj 

ro  f|ui  est  bien  la  formule  annoncée. 
Supposons  au  contraire  x  <C  t.  On  a 

l  d  "„        t/' 

lim  11  ,  =    ■ .      Iiiii     =  —    ilini   II.)  = 


«=x     ,1,9  ,/,°  "  ,|   _  .,-,?+' 


1  Prager  Berichte,  1871. 


1 22  U  G  O    />'  R  O  G  G  I 

et  il  résulte  alors  de    I  .  que 

0, 1,...  oo  .         in.  1  ... 


%?,'■♦■ 


rh) 


A     <t>    U, 


(3) 


L'étude  de  la  convergence  de  la  série 

considérée  pour  la  première  lois  par  Abel,  se  rattache  pour 
H)  à  celle  des  différences  de  la  fonction  <I>  r   au  point  r  =  0. 

Si  Ton  a  |  x  [  <C  r,  ,  il  suffit  de  supposer  que  toutes  les  dif- 
férences A^I'O)  soient  finies  pour  que  le  deuxième  membre 
de  (3)  converge.  Car  il  est  alors  possible  d'indiquer  deux 
grandeurs  finies  M  et  N,  telles  que 


P 

A   *ii»i 


I   —  x  -*—   \  1 
If) 


'        /   P  z       M 

A    *|0|   ^ 

—  x  j  I  —  .» 


(I    —  .r|  Il 


f£  N 


Il  sullil  même,  pour  assurer  la  convergence  de  la  série  con- 
sidérée, d'exiger  que.  pour  lim  p  =  x   ,  A^<ï>'0    ne  devienne 

plus    rapidement    intime   (pie  ( — J 

Le  contraire  a  lieu,  au  moins  pour  ce  qui  concerne  la  con- 
vergence absolue  de  la  série,  si  |  .»■  |  ^  -  ;  si  Ton  suppose 
que 

lim   |  A   *(0)  |  =*  u  >  0  , 

où  /,  est  une  grandeur  finie  quelconque,  on  a  alors 


2 


'/ 
[î—r)     !**' 


II.    /,...! 


con a  ii  u i: N <  /•;  s  n  /•;  /;  /.*  o  /  t /•:  n  1 23 

\  étanl  une  grandeur  Unie  arbitrairement  grande.  11  est  né- 
cessaire de  supposer  ici  que,  pour  Mm  p  =  x   .  A'  <lJ  0    sap- 


v  o 
0+1 


proche  de  zéro  an  moins  aussi  rapidement  quel — —  ) 


Ugp  Broc.gi  (Buenos-Aires 


SUR  UNE  CLASSE  DE  GONGRUENGES  DE  DROITES 


1.  —  Les  déterminants  du  type 

ili  a1'1  a.,        z=  0  1/ ,  /  —  11  ....  n\ 

ili.fl     ik.z 

1111  ay  ,  a3  sont  des  formes  linéaires  quaternaires,  peuvent 
s'écrire  en  fonction  des  coordonnées  pluçkériennes  de  la 
droite.  On  peut  donc  dire  que    I    représente  un  complexe  de 

droites  d'ordre  "  .,  .  De  tels  complexes  ont  été  rencon- 
trés par  M.  Neuberg1  et  par  nous2. 

De  même,  l'évanouissement  d'une  matrice 

[I]         I  a"'1  a.,    Il  =  0  (/  =  0 n  ,/,■  =  0 //-)-li. 

|      iky     £<•;  Il  ' 

représente  une  congruence  réglée  dont  nous  allons  déter- 
miner Tordre  et  la  classe  au   moyen  des  méthodes  de  MM. 

GlAMBELLl3  et  StUYVAERT4. 

2.  —  Pour  trouver  Tordre  ju,  supposons  les  y  lixes  dans 
la  matrice  (Il  .  Cette  matrice  doit  représenter  un  nombre  fini 
de  droites  lorsqu'on  considère  les  s  comme  les  coordonnées 
courantes. 

Supposons  (pie  le  plan  z<  =  0  n'esl  pas  un  plan  singulier 


1  Hathesis,  1902.  lis. 

a  But.  de  l'Acad.  de  Belgique,  1!M>7.  —  If.  A.  M.  1907,  V1U.  —  Mémoires  de  la  Soe.  dea  Se.  du 
Hainaut,  1908,  IXis . 
>  Mém.  /st.  Lomb.,  1904.  —  \\z  ■ 
1  Mèin.  Soc.  Se.  livgc,  1908.  —  \"  I IB 
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de  la  congru ence.  Si  nous  faisons  zt  =  0  dans    II),  le  nom- 
bre de  solutions  3, .  zt,  z»   sera  l'ordre  de  la  congruence. 
On  a 

«■(«  +  1)* 

f*  = ; f*  . 

(jl  étant  le  nombre  de  solutions  de  la  matrice 

-  Il  VL-|I  =  °  •  "  =  ° "■/  =  " n-  l| 

De  même,  si  p"  est  le  nombre  de  solutions  de  la  matrice 

1III1         \\a*~la..    11  =  0  u  =  <) n  —  2,k  =  0 n  —  1)  , 

on  a 

,  l)\tl   lu//2   — -  H   -f-   2| 

p  = r^  -  ^  • 

De  là 

f*  =  0  '-"*  —  "  +  '•  +  f*"- 

L'analogie  en  z  de  (II)  et  (III    permet  de  conclure  à  la  for- 
mule 


f* 


1  -^ 

-      2    "  —  -'    I-1"  —  'lie   —  \n  —   'In   -\-    I 


la  sommation  sétendant  jusqu'au  premier  terme  nul  ou  né- 
gatif. 

3.  — Pour  trouver  la  classe  v,  cherchons  d'abord  Tordre- 
classe  À  —  u  +  v. 

Supposons  que  les  droites 

v,  —  v,  =  0  ,  z,  =  Zt  —  0 

soient  indépendantes  de  la  congruence  (IIy. 

Introduisons  ces  hypothèses  dans  la  matrice  (II),  et  posons, 
a  et  t  étant  deux  facteurs  de  proportionnalité 

«Vl  =  pi    .  TCi  =   f>i    . 

ffV4  —  pt    ■  TZ%  =  p,    . 


C  ()  N  G  /»'  U E  N C  E  S    I)  E    h  II  OIT  E  S  1 1  ."> 

Le  nombre  de  solutions  {px  ,  p2,  p»)  de  la  matrice  (II)  sera 
égal  au  nombre  de  droites  de  la  congruence  s'appuyant  sur 
les  droites 

Vi  =  Y,  =  0,  î,  =  r4  —  0    , 

sauf  2n  de  ces  solutions. 

Tous  les  termes  de  la  matrice  (II)  sont  de  degré  n  en  p, 
donc  la  matrice  s'annule  pour  des  valeurs  des  p  en  nombre 


2<- 


i  i//  —  />2i/i  -  i  +  ir 


Mais  la   première  colonne   de    la   matrice  s'annule  n  fois 
pour  /5i  =  p»  =  0  ;   il  en  est  de   même  de  la  dernière  pour 

,02  =  pt  =  0    . 

Os  solutions  sont  impropres,  donc 

■%n  ,  i  i"  —  i  -  ut  —  /"  +   I  r 

A  =      >    |—    I  l'   ■ ; In    . 

fc=0 

Kiilin 

»  =    ^  I —  Il    ; 

-  ■  -y  ^y  (//  —  l'/i  [2  i//  —  -'/r'  —    //  —  2i)  +  1 1  —  'In  . 

Lucien  Godkaux    Liège  . 


MELANGES  ET  CORRESPONDANCE 


Quelques  essais  de  démonstration  du  grand  théorème  de  Fermât. 

Premier  article. 

A.  Lcdwig  uiid  L.  Y\  i.T.vvsKY.  —  Rationalilut  von  Potenzsum- 
men;  Beweis  des  Fermatschen  Satzes.  —  iSonderabdruck  ans  den 

Mitteilungen  ùber  Gegenstànde  des  Artillerie-  und  Geniewe- 
-<mis  »,  Jahrgang  1908,  viertes  Heft)  ;  10  p. 

.1.  Umfahrer.  —  Beweis  der  Richtigkeit  des  grossen  Fermatschen 
Satzes.  —  10  p.;  O.-Th.  Scholl,  Miinchen  ;  1908. 

D.-K.  Popoff.  —  Démonstration  du  théorème,  dit  a  la  Grande 
Proposition  »,  de  Fermât,  à  savoir  que  a11  -j-  b"  =  c11  est  impossible 
en  nombres  entiers  si  n  >  2.  —  «S  p.,  Sofia.  —  Annexe  à  ma  Dé- 
monstration... ;  15  p. 

Voici  comment  Fermât  énonce  son  fameux  théorème  qui  semble. 
dit  E.  Lucas,  jeter  comme  un  perpétuel  défi  à  L'intelligence  hu- 
maine :  «  Cubum  in  duos  cubos  aut  quadrato  quadratum  in  qua- 
drato  quadratos,  et  generaliter  nullam  in  infinitum  ultra  quadra- 
tum potestatem  in  duos  ejusdem  nominis  fas  est  dividere,  cujus 
ici  demonstrationem  mirabilem  sane  dete.vi.  »  Et  Fermât  ajoute  : 
«  liane  marginis  exiguitas  non  caperet.  » 

Cette  démonstration  que  Fermât  déclare  posséder,  mais  que, 
faute  de  place,  il  n'a  pu  noter  en  marge  de  son  exemplaire  de 
Diophante,  on  la  cherche  en  vain  depuis  deux  siècles  et  demi.  Les 
tentatives  nouvelles  provoquées  par  le  Prix  Wolfskehl  serouA-eiles 
plus  heureuses.1  Héussira-t-on  enfin  à  vaincre  les  difficultés  qui 
ont  arrêté  Buler,  Gacss,  Cauchy,  Dirichlet,  Kvmmer? 

On  sait  que  la  Société  scientifique  de  Gôttingue  a  déjà  reçu 
plusieurs  centaines  de  publications  consacrées  au  dernier  théo- 
rème de  Fermât.  La  plupart  sont  dues  à  des  débutants  qui,  sou- 
vent, ignorent  les  principes  mêmes  de  la  théorie  des  nombres  et 
ne  tiennent  naturellement  aucun  compte  des  résultats  déjà  acquis 
\.  Yl'.ns.  math.,  I.  X.  1908,  p.  514  .  On  comprend  que  leurs  «  dé- 
monstrations >i  inspirent  une  certaine  défiance. 

Quelques-tins  de  ces  essais  ont  été  adressés  a  la  Rédaction  de 
V Enseignement  mathématique.  Bien  entendu,  la  Rédaction  ne  s'en- 
gage pas  à  publier  de  rapport  sur  les  envois  qu'elle  continuera  à 
recevoir.   Mais  il    ne  sera  peut-être  pas  sans  intérêt,   ne  fût-ce 
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qu'au  point  de  vue  psychologique,  de  donner  de  temps  en  temps 
une  idée  de  la  manière  dont  le  grand  théorème  de  Fermât  est 
abordé  dans  quelques-uns  de  ees  essais. 

Dans  ce  premier  article  je  me  bornerai  aux  essais  de  A.  Lrnwic 
et  !..  \\  i.tavskv,  .1.  Umfahreh  et  D.-K.  Popoff  ancien  ministre). 

Je  commencerai  par  rappeler  qu'il  suffil  de  démontrer  l'impos- 
sibilité de 

x    +  y   =  ; 

pour  /  premier,  de  plus  les  nombres  x,  y.  s  peuvent  être  supposés 
premiers  entre  eux  deux  à  deux. 

Voici  maintenant  à  quoi  se  réduit  le  raisonnement  des  auteurs 
du  premier  essai  :  Puisque  les  nombres  r.  y  sont,  par  hypothèse, 
premiers  entre  eux,  l'un  d'eux  au  moins  (le  nombre  y  par  exemple 
est  premier  à  /.  Deux  cas  sont  à  distinguer  :  dans  le  premier  .v 
est  divisible  par  /,  dans  le  second  les  deux  nombres  .r.  y  sont 
premiers  à  /.  Bornons-nous  au  premier  cas.  On  a  alors 

t    Y    =    I  (I       ,  .)     =    UlOL    . 

z  -  X  =  //  .  v  =  hp    . 

n.  b,  «,  fi  étant  quatre  nombres  entiers  premiers  entre  eux  deux 
à  deux  formules  connues  dont,  entre  autres,  Lkgendre  et  Lamé 
avaient  déjà  tiré  parti  .  On  en  déduit  immédiatement 

ili  laa  -  l,p  =  t'    \/  —  //  . 

Les  nombres  a.  fi  sont  donc  liés  par  une  relation  du  premier 
degré.  D'autre  part,  en  remplaçant  dans  l'équation  de  Fermât  les 
nombres  c  —  x,  .r,  y  par  leurs  expressions  en  fonction  de  a,  h. 
a,  fi,  on  trouve  une  relation  de  la  forme 

(2)  l'iai  —  p  , 

P  a  étant  un  polynôme  en  «. 

M.  Ludwig  et  M.  Wi.TAvsKY  cherchent  à  montrer  que  les  équa- 
tions  I    et   2    sont  incompatibles.  Voici  comment  ils  s'y  prennent  : 

la  relation    I    étant  vérifiée  en  remplaçant  a  et  fi  par  «,  =  /      a 

i | 

-\-  b  ,  fit  =  b       -f-  la  .  ils  enconcluenl  que  «  =  a,  .  fi  —  fit  e1   ils 

portent  ces  valeurs  dans  la  relation    1  . 

Mais,  avons-nous  le  droit  de  nous  en  tenir  à  la  solution  parti- 
culière a,  .  fit  ?  L'équation  I  a.  comme  on  sait,  une  infinité  de 
solutions  entières  données  par  les  formules 

*  =  /      //        -f-  th.  ,     p       h       4-  ihi  . 
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où  /  est  un  entier  quelconque.  Rien  ne  nous  dit  qu'il  est  permis 
de  faire  abstraction  des  solutions  pour  lesquelles  t  est  diffèrent  de  1. 

Passons  à  Y  essai  de  M.  Umfahker.  Cet  auteur  procède  d'une  ma- 
nière différente.  Il  se  demande  d'abord  si  les  nombres  z,  y,  x 
peuvent  former  une  suite  de  trois  nombres  consécutifs.  La  ré- 
ponse est  négative.  Il  se  demande  ensuite  si  l'équation  de  Fermât 
peut  admettre  des  solutions  telles  que  r  =  y  -f-  1,  le  nombre  x 
n'étant  plus  assujetti  à  la  condition  y  =  x  -f-  1  ;  après  quoi  il 
passe  au  cas  général.  Le  premier  de  ces  cas  se  traite  très  simple- 
ment,"—  la  démonstration  est  immédiate,  mais,  bien  entendu,  il 
n'en  est  pas  de  même  du  second  et  du  troisième  cas.  Je  me  bor- 
nerai au  second. 

Guidé  par  l'analogie,  M.  Umfahrer  pose 

x  =  a  +  B  ,         y  =  a  -j-  1  -+-  pB  ,         z  =  a  -+-  ï  +  pB  . 

sans  nous  renseigner  du  reste  sur  les  conditions  auxquelles  doivent 
satisfaire  les  nombres  auxiliaires  a,  p  et  B.  L'équation  de  Fermât 
s'écrit 

[a  -f-  2  +  pB)  —  (a  +  I  +  pB)   =  [a  +  B] 

M.  Umfahrer  la  prend  pour  une  identité.  En  regardant  a  et  p 
comme  des  constantes,  il  fait  tendre  B  vers  0  et  il  retombe  sur 
l'équation 

[a  ■+■  2)    —  [a  +  1)   =r  a    . 

Voilà  à  quoi  se  réduit  le  raisonnement  de  M.  Umfahrer. 
Examinons  V essai  de  M.  Popoff.  Bornons-nous  au  cas  de  /  ==  3. 
De  même  que  M.  Umfahrer,  M.  Popoff  se  demande  d'abord  si 
l'équation 

a"  +  y'  =  z* 

admet  des  solutions  telles  que  z  =  y  +  1.  Dans  ce  cas  particulier 
on  a 

(3)  :;r2  +  :i.v+  I  =  .*s  . 

Or  tout  cube  .r*  se  décompose  en  deux  parties  :  le  produit  des 
trois  nombres  consécutifs  x  —  1,  x,  x  -f-  1,  que  M.  Popoff  appelle 
producteur  de  cube,  et  le  nombre  x. 

D'autre  part  le  premier  membre  de  (3)  se  décompose  aussi  en 
deux  parties  :  le  produit  3y[y  +  U  et  le  nombre  1. 

M.  Popoff  en  tire  cette  conclusion  manifestement  inexacte  qu'on 
doit  avoir 

3Wt  ■+•  1)  —  producteur  de  cube. 

Nous  retrouvons  la  même  erreur  dans  la  discussion  du  cas  gé- 
néral. 
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/•.'//  résume,  aucun  des  essais  que  nous  venons  d'examiner  n'ap- 
porte la  solution  cherchée;  c'était  à  prévoir.  Est-il  nécessaire  de 
s'arrêter  sur  les  détails  de  ces  démonstrations?  J'en  ai  souligné 
les  erreurs  fondamentales  ;  celles  dont  je  n'ai  pas  parlé  sont  moins 
importantes.  Je  voudrais  pourtant  en  signaler  une  qu'un  lecteur 
inattentif  pourrait  ne  pas  remarquer. 

Admettons  pour  un  moment,  avec  M.  PopofF,  qu'on  ait  réelle- 
ment 3//(//  -(-  1)  =  producteur  de  cube  =  produit  de  trois  nombres 
consécutifs.  M.  PopofF  en  conclut  que  l'un  des  nombres  extrêmes 
est  égal  à  3. 

En  d'autres  termes  l'équation  indéterminée 

3j(y  +  1|  =  (.r-  l)x(x+  1) 

n'aurait,  d'après  M.  PopofF,  que  les   deux  solutions   (entières  et 
positives)  suivantes 

x  —  1=3  (d'où  v  =  i)  et         x  -f-  1  =  3  (d'où  y  =  1)  . 

Pour  montrer  que  cette  assertion  est  inexacte  je  me  bornerai  à 
indiquer  la  solution  x  =  21  ,  y  =  55.  Ici  l'erreur  est  moins  appa- 
rente. 

D.  Mirimaxoff  (Genève). 


Notations  rationnelles  pour  le  système  vectoriel. 

A  propos  du  système  proposé'  par  MM.  Burali-Forti 
et  Marcolongo. 

1.  —  Lettre  de  M.  Timerdixg  (Strasbourg). 

Vous  voulez  bien  ouvrir  dans  votre  Revue  une  discussion  sur  le 
tableau  des  notations  rationnelles  pour  le  système  vectoriel  mini- 
mum proposées  par  MM.  Burali-Forti  et  Marcolongo,  et  que  vous 
avez  reproduit  dans  votre  numéro  du  15  janvier  1909.  Je  réponds 
volontiers  à  l'invitation  de  la  Rédaction  et  je  vous  communique  en 
ce  qui  suit  les  remarques  que  j'ai  à  faire  sur  cette  importante 
question  de  l'uniformisation  de  la  notation  vectorielle. 

D'une  manière  générale,  je  peux  donner  mon  adhésion  presque 
entière  au  système  proposé,  qui  se  rapproche  beaucoup  du  pro- 
cédé provisoire  que  j'ai  adopté  moi-même  dans  mon  article  pour 
YEncyklopœdie  der  mathemat.  Wissenschaften  tome  IV,  art.  2)  et 
dans  mon  livre  Géométrie  der  K  nef  te-,  récemment  paru  chez 
B.  G.  Teubner  à  Leipzig. 


1  Voir  VBns.  math,  du  15  janvier  1909,  Xf"  année,  n°  1,  p.  ïl-i.V 
L'Enseignement  raathém.,   11°  année:    1909. 
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Les  notations  proposées  ont  la  tendance  générale  à  n'employer 
que  des  caractères  qui  se  trouvent  dans  toutes  les  imprimeries. 
D'autre  part  il  est  d'un  très  grand  avantage  de  pouvoir  rappro- 
cher aussi  typographique  ment,  autant  que  possible,  les  lettres 
représentant  deux  vecteurs  ou  deux  points)  liés  l'un  à  l'autre  par 
une  des  opérations  fondamentales.  Si  au  contraire  on  les  sépare 
par  un  espace  trop  grand,  les  formules  perdront  beaucoup  en 
clarté  et  seront  beaucoup  moins  aisées  à  lire.  C'est  ce  qui  m'avait 
induit  à  choisir,  pour  designer  le  produit  interne,  un  signe  * 
égal  en  forme  mais  plus  petit  que  celui  qui  est  proposé  dans  le 
tableau.  Ainsi  l'on  se  garantit  l'avantage  d'avoir  un  caractère  spé- 
cial qui,  le  ca9  échéant,  pourrait  sans  doute  être  mis  facilement 
sur  un  autre  corps  pour  désigner  cette  opération  vectorielle.  De 
même  je  plaiderais  pour  la  notation  a  ~  b  du  produit  vectoriel  au 
lieu  de  a  /\  b,  puisque  le  petit  crochet  ressemble  mieux  à  un  lien 
qui  lie  ensemble  les  deux  vecteurs  réunis  dans  l'expression  du 
produit. 

La  même  observation  pourrait  se  faire  relativement  à  la  nota- 
tion B  —  A  que  l'on  propose  pour  le  vecteur  terminé  par  les  deux 
points  A,  B  :  cette  notation  s'écrit  peut-être  mieux  sous  la  forme 
B-A.  Il  faut  remarquer  ici  que  les  opérations  directes  sur  les 
points  sont  extrêmement  restreintes  dans  le  système  minimum, 
et  le  vecteur  n'y  est  la  différence  de  deux  points  que  dans  un  sens 
très  figuratif,  les  règles  pour  le  calcul  des  points  n'étant  pas  éta- 
blies généralement.  Dans  le  système  minimum  chaque  formule  qui 
ne  contient  que  des  symboles  de  points  est  absolument  privée  de 
sens,  si  elle  ne  fait  pas  suivre  immédiatement  à  chaque  point  un 
autre  lié  au  précédent  par  le  signe  —  .  Par  exemple,  si  S  désigne 
le  centre  de  gravité  d'un  triangle  ABC  on  a 

A  —  S  +  B  —  S+C  —  S  =  0 

mais  on  ne  peut  pas  écrire 

e        A  +  B  +  C 


C'est  ce  qu'on  marquerait  mieux,  me  semble-t-il,  en  écrivant  la 
première  formule  de  la  manière  suivante 

A-S  +  B-S  +  C-S  =  0  , 

qui  rend  visible  immédiatement  la  somme  de  trois  vecteurs  en 
laissant  ensemble  les  caractères  qui  définissent  un  seul  vecteur. 
Ces  remarques  purement  typographiques  peuvent  paraître  un 
peu  hors  propos,  parce  qu'elles  n'abordent  pas  expressément 
dans  les  notations  proposées;  je  crois  cependant  que  ces  ques- 
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tions  sont  d'une   très   liante   importance   pour  l'orientation    facile 
du  lecteur  dans  un  ouvrage  d'analyse  vectorielle. 

Mais  si  c'est  ici  un  intérêt  pratique  que  je  voudrais  défendre  un 
peu,  je  dois,  en  me  plaçant  maintenant  au  point  de  vue  logique, 
m'opposer  formellement  à  la  locution  qu'on  veut  attacher  aux  dif- 
férents signes  de  multiplication.  Des  lettres  qui  désignent  des  en- 
tités géométriques  ou  physiques  et  qui  ont  le  caractère  de  substan- 
tifs, ne  peuvent  être  liées  que  par  des  mots  qui  s'appliquent  à  des 
substantifs,  c'est-à-dire  par  des  adverbes  ou  des  prépositions. 
Ainsi  il  est  tout  à  fait  correct  de  prononcer  B  —  A  :  B  moins  A. 
Mais  il  est  impossible  de  dire  :  a  interne  b.  Grassmann  a  trouvé 
une  locution  qui  me  semble  absolument  satisfaisante  :  a  en  b  a  in  b  . 
De  même  il  est  contraire  à  toutes  les  règles  de  la  langue  de  dire 
«  a  vecteur  b  ».  Pour  exprimer  que  b  est  joint  à  [a.  pour  former  un 
nouveau  vecteur,  je  proposerais  de  dire  simplement  «  a  contre  b  ». 

Parmi  les  réfutations  des  opinions  contraires,  les  observations 
qui  servent  à  défendre  la  notation  «  mod  a  »  pour  la  longueur 
(grandeur  d'un  vecteur  a,  ne  me  semblent  pas  bien  justifiées.  La 
longueur  d'un  vecteur  n'est  pas  une  fonction  proprement  dite, 
mais  quelque  chose  qui  fait  partie  de  son  être,  qui  ressort  si  l'on 
fait  abstraction  de  la  direction  du  vecteur  et  qui  est  tout  à  fait 
analogue  à  la  valeur  absolue  d'un  nombre.  Dans  une  typographie 
un  peu  claire,  le  danger  d'une  confusion  de  la  notation  |  a  |  avec 
des  parenthèses  me  semble  illusoire  et  la  notation  mod  a.  est  évi- 
demment plus  longue.  Il  suffît  pour  le  voir  de  comparer  les  deux 
formules 

la  +  b|2  =  |a|2  +  |b|2  +  2|al  lb|  cos  la,  bi  , 
[mod  la  +  bl]2  =  mod  a2  -f-  mod  b2  -f-  2  mod  a  mod  b  cos  ia,  bi  . 

Le  système  minimum  croit  pouvoir  se  passer  entièrement  du 
bivecteur  de  Grassmann.  C'est  là  un  point  auquel,  peut-être  par 
raison  d'une  partialité  personnelle,  je  ne  peux  pas  consentir. 
Je  crois  que  la  notion  du  bivecteur  est  absolument  indispensable 
et  de  la  même  importance  que  le  vecteur  lui-même.  La  refuser 
revient  pour  moi  à  refuser  les  surfaces  et  à  n'accepter  (pie  les 
Lignes.  Four  plus  de  clarté,  qu'il  me  soit  permis  de  citer  un 
exemple  :  la  couche  magnétique  est  une  notion  fondamentale  en 
physique  mathématique;  pour  éviter  L'apparence  d'une  idée  non 
purement  mathématique,  nous  pouvons  parler  plutôt  d'une  sur- 
face <r  divisées  en  éléments  infiniment  petits  doués  chacun  d'un 
sens  défini  de  rotation.  Cette  notion  est  impossible  à  établir  sans 
se  servir  des  idées  de  Grassmann  ou,  si  Ton  veut,  de  Mœbius, 
car  en  remplaçant  les  (déments  de  par  des  normales  qui  leur  sont 
proportionnelles  en  longueur  et  qui  marquent,  d'après  une  cer- 
taine règle,  par  le  sens  de  leur  direction.  Le  sens  de  la  direction 
de  l'élément  de  surface,  on  remplace  l'idée  originale  par  u  ne  aut  re 
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qui  ne  lui  est  pas  équivalente.  En  efl'et,  on  remplace  la  surface 
par  un  amas  de  petites  lignes,  ce  qui  ne  permet  plus  l'inté- 
gration, du  moins  dans  le  sens  ordinaire;  de  plus  on  fait  usage 
d'une  convention  absolument  arbitraire  relativement  à  la  cor- 
respondance des  longueurs  avec  les  aires  et  du  sens  de  direc- 
tion avec  le  sens  de  rotation.  Ce  n'est  que  dans  l'idée  originale 
que  do  apparaît  comme  le  véritable  élément  d'une  surface  a  fixée 
non  seulement  par  rapport  à  son  aire,  mais  aussi  par  rapport  à  la 
forme  et  la  situation  réciproque  de  toutes  ses  parties,  de  même 
que  ds  est  le  vecteur  infinitésimal  qui  fait  partie  d'une  ligne  s. 

Le  produit  scalaire  u  X  <p  d'un  vecteur  et  d'un  bivecteur  est 
représenté  par  le  volume  du  cylindre  qui  a  (p  pour  base  et  u  pour 
arête.  L'intégrale 

fn  x  de  , 


prise  par  rapport  à  une  surface  ff,  donne  alors  le  «  flux  »  à  travers 
cette  surface,  et  cette  notion  me  semble  indispensable  pour  la 
fondation  de  la  théorie  vectorielle. 

Les  auteurs  des  notations  proposées  désirent  qu'on  fasse  une 
distinction  très  prononcée  entre  l'opérateur  de  Laplace 

ô*        a*       _a* 

A  ~~  ^  +  dp  +  ùT1 

appliqué  à  une  fonction  scalaire  et  le  même  opérateur  appliqué  à 
une  fonction  vectorielle,  parce  que  dans  ces  deux  cas  il  est  ex- 
primé d'une  manière  différente  par  les  opérations  grad,  div  et  rot 
que  les  auteurs  considèrent  comme  fondamentales. 

Mais  il  faut  remarquer  que  de  ces  deux  expressions  l'une  devient 
nécessairement  illusoire  dans  tous  les  cas,  puisque  l'opération 
grad  ne  peut  s'appliquer  qu'aux  scalaires  et  les  opérations  div  et 
rot  ne  s'appliquent  qu'aux  vecteurs.  Ainsi  il  serait  absolument 
impossible  de  trouver  une  opération  quelconque  applicable  en 
même  temps  aux  scalaires  et  aux  vecteurs,  si  l'on  demande  qu'elle 
s'exprime  de  la  même  manière  par  les  opérations  fondamentales. 
Il  y  a  pourtant  un  certain  intérêt  d'économie  de  conserver  de 
telles  opérations  auxquelles  une  grandeur  scalaire  peut  être  sou- 
mise aussi  bien  qu'un  vecteur.  Telle  est  par  exemple  la  dérivée 
par  rapporta  une  direction  donnée;  on  peut  prendre  cette  dérivée 
aussi  bien  d'une  grandeur  scalaire  //  que  d'un  vecteur  u.  Llle 
s'écrit,  dans  les  deux  cas,  si  n  désigne  la  direction  donnée,  disons 
la  normale  d'une  surface  proposée,  de  la  manière  suivante 

ou  .  .         ^u 

—      ou  bien      —   . 
du  dn 
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Quant  à  l'opération  à,  il  faut  aussi  considérer  que  chaque  fonc- 
tion vectorielle  u  du  lieu  dans  l'espace  peut  être  mise  sous  la 
forme 

u  =  u  .  a  +  v  .  b  -f-  ii'  .  c  , 

en  désignant  par  //,  e,  w  des  fonctions  scalaires  et  par  a,  b,  c  «les 
vecteurs  constants  linéairement  indépendants  non  parallèles  tous 
les  trois  au  même  plan).  Alors  on  obtient  pour  l'opération  A 
appliquée  à  une  fonction  vectorielle  directement  la  définition 
suivante  : 

Au  =  au  .  a  -f  Av  .  b  +  An'  .  c  . 

qui  la  réduit  à  l'opération  a  pour  des  fonctions  scalaires. 

De  plus,  on  doit  se  demander,  comment  il  faut  définir  les  opé- 
rateurs, quand  on  ne  veut  pas  se  servir  des  méthodes  cartésiennes, 
comme  est,  à  ce  qu'il  parait,  dans  les  idées  des  auteurs.  On  sait 
qu'on  ne  peut  arriver  de  cette  manière  aux  opérateurs  div  et 
rot  qu'en  tenant  compte  des  formules  bien  connues  de  Gauss  et 
de  Stokes  : 

y* div  u  d-c  =  fu  X  dn   , 

(î)  «X| 

où  G  désigne  une  surface  close  et  r  la  partie  de  l'espace  qu'elle 
contient,  et 

fro\  u  X  du  =  f\l  X  ds   . 

(w)  (*) 

où  o)  est  une  surface  terminée  par  la  ligne  s.  De  la  première  for- 
mule on  obtient,  si  l'on  pose 

U  =  grad  u   . 
la  suivante  : 

(a)  fbu  d-:  =  Ç—  .  do  , 

(t)  (a) 

qui  sert  à  définir  a//  pour  les  scalaires.  Mais  en  employant  la  for- 
mule donnée  plus  haut 

AU  =  Ah   .  a  +   Av  .  b  +   Air  .    C    . 

on  trouve  immédiatement 


[b)  /'au  dx  =   f-  do 


? 


oii  d<r  est   pris  dans  le  sens  d'un   simple  nombre   de  sorte  que 
l'opérateur  a  est  défini  pour  lés  scalaires  et  pour  les  vecteurs  par 
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les  deux  formules  (a)  et  (b),  dont  la  forme  est  absolument  la 
même.  Ainsi  il  est  difficile  de  voir  pourquoi  on  devrait  les  dési- 
gner différemment. 

Mais  c'est  là  tout  ce  que  j'ai  à  dire  contre  le  système  proposé, 
qui,  s  il  est  adopté  généralement,  constituera  sans  doute  un  grand 
progrès.  Le  désaccord  actuel  dans  la  terminologie  vectorielle  est 
presque  sans  exemple  et  ses  conséquences  sont  très  graves  pour 
le  développement  de  cette  science,  parce  qu'il  rend  extrêmement 
difficile  l'étude  de  toutes  les  recherches  dans  l'analyse  vectorielle 
et  dans  ses  nombreuses  applications. 

Strasbourg,  le  22  février  1909. 


2.  —  Réponse  de  MM.  Bi  bali-Forti  et  Marcolongo 
à  la  lettre  de  M.  G.  Combebiac. 

Le  calcul  vectoriel  est  d'une  importance  fondamentale  pour  la 
mécanique  et  la  physique,  de  même  que  le  calcul  algébrique  est 
fondamental  pour  l'analyse.  S'il  est  donc  sans  importance  de  fixer 
une  notation  vectorielle,  comme  M.  Combebiac  semble  croire 
v.  L'Ens.  mathèm.  du  15  janv.  1909,  p.  46 1,  il  est  aussi  sans  impor- 
tance d'avoir  un  seul  algorithme  en  algèbre. 

La  question  de  l'unification  des  notations  vectorielles  n'a  rien 
de  particulier  en  elle-même.  L'importance  lui  vient  par  la  variété 
et  par  le  défaut  de  correction  logique  et  formelle  de  quelques-unes 
des  notations  usuelles.  Ces  notations  sont  parfois  contraires  aux 
lois  algébriques  les  plus  élémentaires  et  à  la  nature  des  entités 
auxquelles  elles  s'appliquent  ;  ou  bien  elles  sont  improprement 
déduites  des  notations,  très  précises,  de  Hamilton.  Une  analyse 
superficielle  montre  clairement  que  ce  n'est  pas  une  question  de 
forme  ;  c'est  une  question  tout  à  fait  essentielle. 

M.  Combebiac  a  pleine  liberté  de  donner  sa  préférence  aux  no- 
tations des  quaternions  et  de  rejeter  celles  des  homographies  ; 
mais  nous  le  prions  de  vouloir  bien  réfléchir  que  les  quaternions, 
entités  à  quatre  dimensions,  ne  sont  pas  des  homographies*  ;  et  que, 
en  mécanique  et  en  physique,  on  doit  considérer  des  homographies 
a  (i,  9...  dimensions,  qui  seulement  par  un  calcul  indirect  et  com- 
pliqué peuvent  être  substituées  par  les  quaternions. 


1  Hukai.i-Forti  :  [gnateraipni  <li  Hamilton  ed  il  calcolo  vettorialc  [Atti  Accademia  /'t>riii<>, 
1908  . 
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Commission  internationale  de  l'Enseignement  mathématique. 

Nous  avons  annoncé,  dans  le  numéro  de  janvier,  que  dans  la 
plupart  des  pays  participants  les  délégations  sont  déjà  formées  et 
se  sont  mises  à  l'œuvre  en  constituant  tout  d'abord  leur  sous-com- 
mission nationale.  Dans  plusieurs  pays  le  Comité  central  a  cepen- 
dant rencontré  quelques  difficultés  dans  la  constitution  des  délé- 
gations ;  dans  d'autres  les  pourparlers  ont  subi  des  retards  imprévus. 
Voici  une  première  liste  des  délégués,  suivant  l'état  des  démarches 
au  commencement  de  mars  1909  ;  on  sait  que  leur  nombre  est  fixé 
par  l'article  B,  I.  du  «  Rapport  préliminaire  ». 

Allemagne  ;  trois  délégués  :  MM.  F.  Klein,  P.  Staeckel,  P.  Treut- 

l.EIN. 

Autriche  ;  trois  délégués  :  MM.  E.  Czuber,  R.  Suppaxtschitsch, 

W.   WlRTINGER. 

Belgique  ;  un  délégué   en  pourparler). 

Danemark;  un  délégué  :  M.  P.  Heegaard. 

Espagne;  un  délégué  :  M.  Z.  G.  de  Galdeaxo. 

Etats-Unis  (F Amérique;  trois  délégués  :  MM.  W.  Osgood,  Dav. 
Eug.  Smith,  J.  W.  A.  Young. 

France  ;  trois  délégués  :  MM.  P.  Appell,  C.  Bouri.et,  C.  A.  Fai- 
sant. 

Grèce;  un  délégué:  M.  C.  Sïephaxos. 

Hollande  ;  un  délégué  :  M.  .1.  Cardixaal. 

Hongrie  ;  trois  délégués  :  MM.  M.  Beke,  G.  R  ados  et  un  troisième 
délégué  qui  sera  désigné  ultérieurement.. 

Iles  Britanniques  ;  trois  délégués  :  Sir  G.  Greenhill  et  deux  au- 
tres délégués  qui  seront  désignés  sous  peu. 

Italie;  trois    délégués:   MM.    G.    Castelnuovo,    Fr.    Fnriques, 

(  1.    \    \M  AI  I. 

Norvège;  un  délégué  (en  pourparler  . 

Portugal;  un  délégué  :  M.  G.  Teixeira. 

Roumanie;  un  délégué    en  pourparler  . 

Russie  ;  trois  délègues  :  MM.  \.  Siimx,  KoJALOVIC,  Vogt. 

Suéde  ;  un  délégué  en  pourparler  . 

Suisse;  deux  ou  trois  délégués:  MM.  II.  Fehr,  C.  F.  Geiser. 

Quant  aux  délégués  «les  pays  dits  associés,  nous  en  donnerons 
la  liste  dès  qu'elle  sera  quelque  peu  complète  ;  il  en  est  de  même 
des  sous-commissions  nationales. 
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L'enseignement  mathématique  dans  ses  rapports  avec 
l'enseignement  des  sciences. 

Une  conférence  de  M.  Peu  h  y. 

Cette  conférence  de  M.  Perry,  que  nous  avons  signalée  briève- 
ment clans  notre  précédent  numéro,  a  eu  lieu  le  28  novembre  1908, 
à  Londres,  sous  la  présidence  de  M.  Bkyan,  président  de  la  Ma- 
thematical  Association,  devant  un  auditoire  très  nombreux,  com- 
posé des  Federated  associations  of ' London  Non-primary  Teachers 
et  de  la  Mathematical  Association.  On  sait  que  M.  Perry  poursuit 
depuis  de  nombreuses  années  une  réforme  de  renseignement  des 
mathématiques  en  Angleterre,  en  se  plaçant  au  point  de  vue  des 
liens  qui  doivent  exister  entre  les  mathématiques,  la  physique  et 
les  sciences  de  l'ingénieur.  Ses  tendances  ressortent  très  nettement 
dans  cette  conférence  dont  nous  allons  résumer  les  principaux 
points.  Nous  présenterons  ensuite  un  aperçu  de  la  discussion  à 
laquelle  elle  a  donné  lieu. 

Conférence.  —  M.  Perry  fait  une  distinction  entre  le  mathéma- 
ticien qui  ne  cherche  qu'à  augmenter  le  bagage  des  mathématiques 
pures  et  ce  qu'il  appelle  le  praticien  (le  «  scientist  »),  c'est-à-dire 
celui  qui  s'occupe  de  sciences  physiques  (y  compris  la  physique 
mathématique)  ou,  qui  enseigne  les  mathématiques  à  des  étudiants 
se  destinant  à  des  recherches  physiques.  L'éducation  scientifique 
doit  poursuivre  les  buts  suivants  :  donner  à  tous  la  méthode  scien- 
tifique ;  préparer  l'enfant  ou  l'homme  à  faire  de  la  science  appli- 
quée ;  instruire  le  futur  maître  de  mathématiques  et  de  sciences  ; 
former  quelques  mathématiciens  et  praticiens  qui  se  distingue- 
ront peut-être.  M.  Perry  estime  que  le  premier  enseignement  doit 
être  le  même  dans  ces  divers  cas.  Puis  il  fait  un  exposé  différen- 
tiel des  méthodes  employées  par  un  mathématicien  et  un  prati- 
cien «  scientist  »  pour  une  même  recherche,  le  premier,  l'ortho- 
doxe, insistant  sur  une  rigueur  mathématique  dans  tous  les  dé- 
tails, le  second  trouvant  cette  rigueur  non  seulement  inutile,  mais 
nuisible  lorsqu'il  y  a  des  preuves  physiques.  Par  exemple  la  légi- 
timité des  opérateurs  de  Heaviside  ne  peut  être  démontrée  d'une 
manière  rigoureuse,  mais  M.  Perry  rappelle  que  du  temps  de 
Leibniz,  des  Bernoulli,  de  Lagrange,  de  Fourier,  on  employait 
des  méthodes  d'analyse  très  puissantes  dont  la  démonstration 
rigoureuse  ne  fut  donnée  que  beaucoup  plus  tard. 

M.  Perry  démontre,  dans  une  soie  d'exemples,  qu'il  ne  faut  pas 
attacher  une  trop  grande  importance  aux  démonstrations,  car  ce 
qui  est  le  plus  utile  pour  un  praticien,  c'est  de  faire  de  nombreux 
exercices,  par  exemple  sur  les  logarithmes,  le  théorème  de  Taylor, 
les  développements   en  série  de  Fourier,  les  fonctions  de  Bessel. 

La  géométrie  de  déduction  et  ses  méthodes  devraient  être  réser- 
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vées  à  l'enseignement  universitaire,  car  des  élèves  de  force  moyenne 
comprendront  facilement  les  mathématiques  par  la  méthode  des 
sciences  physiques,  alors  qu'ils  resteront  rebelles  à  la  déduction 
logique  du  mathématicien.  Il  cite  à  l'appui  le  succès  des  mathé- 
matiques pratiques  dans  les  écoles  techniques.  Pour  arriver  à  cette 
réforme  il  faudrait  supprimer  toute  intervention  du  mathémati- 
cien dans  les  examens.  Le  but  de  l'enseignement  ne  doit  pas  être 
de  donner  des  milliers  de  formules  pour  simplifier  les  calculs, 
mais  d'enseigner  la  méthode  scientifique.  Si  le  calcul  machinal 
est  mauvais,  les  démonstrations  sans  fin  le  sont  aussi.  Par  exem- 
ple des  notions  de  vitesse,  d'accélération,  de  travail  et  de  mo- 
mentd'une  force,  difficiles  au  point  de  vue  abstrait,  sont  aisément 
comprises  par  les  élèves  lorsqu'elles  sont  amenées  par  des  exem- 
ples concrets. 

Le  conférencier  estime  que,  dans  l'enseignement  élémentaire, 
toutes  les  branches  des  mathématiques  devraient  se  confondre  et 
se  pénétrer  et  pour  cela  être  enseignées  par  un  même  maître  qui 
serait  dans  les  classes  inférieures  le  maître  de  classe.  Il  n'y  aurait 
plus  de  spécialiste,  chacun  enseignerait  de  tout,  au  moins  inci- 
demment ;  tout  maître  de  classe  devrait  être  capable  d'enseigner 
complètement  deux  sujets  et  connaître  suffisamment  les  autres 
pour  en  parler  intelligemment  avec  ses  élèves.  Le  spécialiste  n'en- 
seignerait qu'à  des  étudiants  d'université. 

M.  Perry  critique  la  manière  dont  un  grand  nombre  de  maîtres 
ont  interprété  et  exécuté  les  propositions  de  réforme  de  l'associa- 
tion britannique  ;  ils  n'ont  pas  compris  l'esprit  de  ces  proposi- 
tions. 11  fait  ensuite  le  tableau  de  ce  que  devrait  être  l'éducation 
mathématique  et  scientifique,  d'un  jeune  garçon  de  force  moyenne, 
comme  la  comprend  le  Dr  Armstrong  ;  idéal  qui  ne  peut  être 
atteint  pour  le  moment. 

En  terminant  M.  le  professeur  Perry  émet  un  vœu  en  faveur  du 
dédoublement  des  classes  et  d'une  augmentation  des  traitements. 

Discussion.  —  Le  président,  M.  Bryan,  prend  en  termes  spiri- 
tuels la  défense  des  mathématiciens  au  nombre  desquels  il  se 
compte  ;  ceux-ci  ne  sont  pas  responsables  de  ce  qu'il  y  a  de  dé- 
fectueux dans  l'état  actuel;  il  ne  veut  pas  qu'on  les  exclue  de 
l'enseignement  et  de  toute  intervention  dans  les  examens,  pas 
plus  qu'en  politique,  car  les  politiciens  gagneraient  à  être  plus 
mathématiciens.  Quant  aux  questions  concernant  les  matières 
à  enseigner  et  les  méthodes  d'enseignement,  son  expérience 
l'amène  aux  mêmes  conclusions  que  M.  Perry.  Cependant,  à  son 
avis,  les  maîtres  devraient  être  suffisamment  spécialistes  pour 
pouvoir  juger  de  ce  qui  convient  à  chaque  élève,  ce  qui  ne  serait 
pas  le  cas  d'un  maître  ayant  des  notions  superficielles  sur  toutes 
les  branches.  Il  termine  en  remerciant  le  professeur  Perry  qui 
depuis  nombre  d'années  combat  pour  le  progrès. 
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M.  GoDFftEV,  quoique  mathématicien,  considère  que  les  mathé- 
matiques élémentaires  gagneraient  en  dignité  à  être  considérées 
comme  un  instrument  pour  l'étude  des  autres  sciences.  La  géo- 
métrie a  cependant  une  place  un  peu  à  part.  Les  propriétés  géo- 
métriques des  corps  sont  des  propriétés  de  la  matière  tout  autant 
que  les  propriétés  physiques.  M.  Godfrey  aimerait  savoir  ce  que 
le  professeur  Perry  entend  par  des  leçons  incidentes.  Il  voudrait 
que  la  mécanique  et  l'hydrostatique  ne  soient  pas  disjointes  et 
qu'elles  soient,  ainsi  que  l'optique,  sous  la  direction  du  maître 
de  mathématiques,  tant  pour  la  partie  expérimentale  que  théori- 
que. Le  maître  de  science  y  gagnerait  du  temps  pour  les  autres 
sujets. 

M.  Jackson,  parlant  des  sujets  sur  lesquels  il  est  d'accord  avec 
M.  Perry.  estime  que  l'important  n'est  pas  la  méthode  mais  le 
maître,  et  qu'il  faut  combattre  dans  toutes  les  branches  l'insou- 
ciance, l'inattention,  l'inexactitude  et  la  négligence.  Il  désirerait 
savoir  ce  que  M.  Perry  entend  par  mathématiques  pratiques.  11 
croit  que  c'est  surtout  la  manière  de  présenter  les  choses  qui  les 
fait  paraître  défectueuses  ;  par  exemple,  les  questions  concernant 
la  résolution  des  triangles  peuvent  être  présentées  aux  élèves 
d'une  façon  telle  qu'ils  en  comprennent  l'utilité  et  que  l'emploi 
de  formules  pour  simplifier  les  calculs  leur  semble  naturel. 

M.  Alfred  Lodge  est  d'avis  que  dans  les  classes  inférieures  il 
faut  chercher  les  applications  des  mathématiques  aux  sciences, 
mais  dans  les  classes  supérieures  les  élèves  suppléeront  dans  une 
certaine  mesure  aux  travaux  expérimentaux  par  l'imagination. 
Dans  les  classes  inférieures  il  serait  donc  avantageux  d'avoir  des 
cours  de  mathématiques  expérimentales,  les  expériences  seraienl 
choisies  en  vue  de  l'enseignement  mathématique  et  non  des 
sciences  physiques.  Il  pourrait  y  avoir  entente  entre  les  maîtres 
de  science  et  de  mathématiques  pour  travailler  simultanément  les 
sujets  semblables  dans  les  deux  branches. 

Le  point  de  vue  pratique  et  mathématique  est  traité  par  M.  \\  . - 
.1.  Dobiîs  qui  est  d'accord  d'une  manière  générale  avec  M.  Perry, 
mais  trouve  cependant  qu'il  exagère  dans  certains  cas,  par  exem- 
ple en  ce  qui  concerne  la  géométrie  de  déduction.  Il  préconise 
l'enseignement  de  la  mécanique  qui  permet  d'enseigner  indirec- 
tement beaucoup  de  trigonométrie.  Il  montre  combien  il  est  facile 
de  donner  à  de  jeunes  enfants  avec  des  instruments  rudimentaires 
des  notions  sur  les  poids,  les  mesures,  les  lois  de  la  gravitation, 
etc.  11  constate  en  terminant  que  M.  Perry  a  exercé  une  in- 
fluence très  salutaire  sur  renseignement  des  mathématiques  et 
sur  les  rapports  entre  les  mathématiciens,  les  «  scienlists  »  et  les 
ingénieurs. 

M.  Ti  cki:v  ne  trouve  pas  que  le  fait  seul  (pie  deux  branches  sont 
enseignées  par  la  même  personne  entraine  une  corrélation  suffi- 
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saute  entre  les  deux  sujets.  La  difficulté  dans  l'enseignement 
élémentaire  est  d'obtenir  cette  corrélation  ;  le  comité  rendrait  de 
grands  services  en  étudiant  la  question  des  programmes  dans  ce 
luit  et  eu  suggérant  des  expériences  ne  demandant  pas  des  calculs 
trop  compliques. 

M.  Armstrong  approuve  pleinement  les  idées  de  M.  Perry  et 
voudrait  les  voir  mises  en  pratique.  Bien  que  des  conseils  for- 
mulés avec  trop  de  précision  risquent  de  devenir  entre  les  mains 
des  maîtres  une  méthode  cristallisée,  il  est  temps  de  les  énoncer 
clairement.  Il  a  trop  souvent  eu  l'occasion  de  s'apercevoir  que 
ceux-là  même  qui  s'imaginaient  appliquer  sa  propre  méthode 
ne  l'avaient  pas  comprise,  ce  qui  est  vrai  également  pour  celle  de 
M.  Perry.  Le  point  le  plus  important  est,  suivant  M.  Armstrong, 
celui  des  spécialistes.  La  moyenne  des  filles  et  des  garçons  n'atteint 
pas  à  un  niveau  intellectuel  élevé  ;  il  faut  donc  instruire  ces  élevés 
non  en  vue  d'un  niveau  qu'ils  n'atteindront  jamais,  mais  en  vue 
de  ce  qu'ils  auront  à  l'aire  dans  la  vie.  Chaque  maître  enseigne  sans 
se  préoccuper  de  ses  collègues.  Il  faudrait  un  directeur  qui  fasse 
concourir  tous  les  maîtres  au  même  but,  de  même  que  tous  les 
ouvriers  dune  fabrique  travaillent  à  un  même  ouvrage.  Il  faudrait 
que  les  maîtres  et  maîtresses  apprennent  à  se  mettre  à  la  portée 
de  leurs  élèves. 

M.  P.  Nunn  reprend  la  question  de  savoir  si  l'enseignement  des 
mathématiques  doit  être  déduit  des  autres  sciences,  comme  M. 
Perry  a  paru  le  dire.  Cela  se  pourrait  dans  la  mesure  où  il  est 
amené  par  des  expériences  physiques  telles  que  la  détermination 
des  densités,  des  recherches  simples  en  optique,  en  mécanique, 
etc.  Il  illustre  sa  théorie  d'un  exemple  tiré  dune  école  élémentaire 
où  il  applique  la  méthode  de  M.  Perry.  Selon  M.  Nunn  l'histoire 
des  mathématiques  est  très  suggestive  pour  l'étude  des  meilleures 
méthodes  d'enseignement  mathématique. 

M.  Perry  répondant  aux  critiques  qui  lui  ont  été  adressées 
démontre  que  ses  opinions  sont  basées  sur  ses  expériences  dans 
les  divers  collèges  et  écoles  où  il  a  enseigné.  Ce  qui  est  à  désirer, 
c'est  l'augmentation  des  traitements,  le  dédoublement  des  classes 
et  l'exclusion  des  spécialistes  et  des  examinateurs  du  dehors.  A 
propos  de  l'enseignement  fortuit  des  mathématiques,  M.  Perry 
explique  que  certains  sujets  ne  devraient  être  traités  plus  ou  moins 
longuement  que  lorsque  l'occasion  s'en  présente,  incidemment 
dans  un  autre  cours.  C'est  ce  qui  se  fait  déjà  pour  les  mathémati- 
ques dans  les  cours  de  mécanique  appliquée  des  écoles  d'ingénieurs. 

Les  sujets  de  mathématiques  et  de  physiques  devraient  toujours 
se  pénétrer  et  M.  Perry  qui  applique  cette  méthode  avec  ses  étu- 
diants en  obtient  de  très  bons  résultats. 

Sur  la  proposition  de  M.  A.  \V.  Siddons,  l'assemblée  exprime,  à 
l'unanimité,  un  vote  de  remerciement  à  M.  Perry. 
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Hermann  Minkowski. 

186i-1909. 

Minkowski  fut  un  grand  mathématicien.  Esprit  original,  d'une 
originalité  qui  depuis  longtemps  n'avait  pas  été  surpassée,  son 
départ  constitue  pour  la  science  une  perte  immense,  irréparable 
peut-être  ' , 

Il  naquit  en  Russie,  à  Alexoten,  mais  habita  Kœnigsberg  dès 
sa  plus  tendre  enfance.  A  quinze  ans,  il  quittait  le  gymnase  de 
cette  dernière  ville  après  en  avoir  parcouru  brillamment  toutes 
les  classes.  Ses  études  universitaires,  pendant  lesquelles  il  con- 
sacra la  majeure  partie  de  son  temps  à  la  lecture  des  grands  maî- 
tres, se  firent  à  Kœnigsberg  et  à  Berlin. 

De  1887  à  1893  il  fut  privat-docent,  de  ;i893  à  1894  professeur 
extraordinaire  à  l'Université  de  Bonn.  Il  fut  ensuite  professeur 
ordinaire,  à  Kœnigsberg  d'abord,  de  1894  à  1896,  puis  à  l'Ecole 
polytechnique  de  Zurich  de  1896  à  1902.  Devenu  titulaire  à  Got- 
tingen  d'une  chaire  créée  spécialement  pour  lui,  il  l'occupa  jus- 
qu'au jour  où  la  mort  vint  le  surprendre,  en  pleine  activité  et  après 
quatre  jours  de  maladie,  le  12  janvier  dernier. 

Minkowski  était  un  homme  affable  et  bienveillant.  Ceux  qui  ont 
eu  le  privilège  de  le  connaître  se  souviennent  de  son  naturel  pai- 
sible, non  dépourvu  d'humour  et  qui  reflétait,  semble-t-il,  la  plus 
sereine  des  philosophies.  11  n'eut  aucune  ambition  personnelle. 
Jamais  il  ne  fut  animé  du  moindre  sentiment  de  jalousie.  Les  suc- 
cès des  autres  le  réjouissaient  autant  que  les  siens  propres.  Le 
nombre  relativement  restreint  de  ses  publications  témoigne  du 
souci  constant  de  ne  jamais  faire  paraître  une  œuvre  inachevée  ou 
incomplète. 

Il  sut  en  maintes  circonstances  faire  preuve  d'une  maîtrise  in- 
comparable dans  l'art  d'évoquer  des  vues  claires  et  nettes  sur  les 
sujets  les  plus  vastes  et  les  plus  étendus.  Ainsi,  le  magnifique 
discours  qu'il  fit  à  Gottingen  à  l'occasion  du  cinquentenaire  de 
la  mort  de  Dirichlet  ou  celui  qu'il  prononça,  l'an  dernier,  devant 
la  Société  des  naturalistes  allemands  à  Cologne.  Sa  communica- 
tion intitulée  Espace  et  temps  enthousiasma  ses  auditeurs. 

Tks  jeune,  à  dix-neuf  ans,  Minkowski  attira  sur  lui  l'extrême 
attention  du  monde  scientifique.  L'Académie  des  sciences  avait, 
en  1882,  proposé  pour  sujet  du  grand  prix  des  sciences  mathéma- 
tiques la  Théorie  de  la  décomposition  des  nombres  entiers  en  une 
somme  de  cinq  carrés. 

Il   s'agissait   avant  tout  d'obtenir  et  de  préciser  des  résultats 


1  Une  partie  des  détails  de  cette  courte  notice  sont  empruntés  a   un  excellent  article  de  la 
tiazette  de  franc  fort,  inséré  le  26  janvier  1909,  et  dû  à  la  plume  autorisée  de  M.  Stldy. 
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énoncés   quarante    ans   auparavant    et    sans    démonstration    par 

Eisenstein. 

Trois  concurrents  se  présentèrent.  On  en  prit  deux  en  considé- 
ration. Dans  l'impossibilité  où   elle  se  trouva  de  mettre  l'un  ou 
l'autre  en  second  rang,   la  commission  chargée  du  rapport  relatif 
aux  travaux  présentés,  à  l'unanimité,   émit  le  vœu. que  l'Académie 
accordât  à  chacun  la  totalité  du  prix,  si  elle  le  jugeait  possible. 
Deux  prix  d'égale  valeur  furent  alors  décernés.  Minkowski  fut  l'un 
des  lauréats,  l'autre,  J.-S.  Smith,  ce  savant  d'un  rare  mérite  dont 
on  avait  à  déplorer  la  mort  survenue  quelques  jours  auparavant. 
Minkowski,   dans  la  suite,  voua  une  attention   toute  spéciale  à 
l'arithmétique  supérieure.  11  devint  le  créateur  de  la  géométrie  des 
nombres,  ce  nouveau  chapitre  de  la  science,  où  les  propriétés  des 
nombres  entiers  sont  dérivées  de  l'intuition  de  l'espace.  A  côté  des 
mémoires  qu'il  consacra  à  cette  théorie,  Minkowski  la  développa 
dans  deux  traités  '.   Le   second  en  date,  reproduction  d'un  cours 
professé  à  Gottingen,  est  d'un  caractère  moins  abstrait  que  l'autre 
malheureusement  inachevé,  dont  seul  le  premier  volume  a  paru. 
A  la  géométrie  des   nombres  se  rattachent  aussi  les  études  re- 
marquables  de  Minkowski  touchant  les  propriétés  des  surfaces 
partout  convexes.  11  reconnut  le  premier  le  rôle  important  qu'elles 
jouent  en  analyse  et  en  arithmétique.  On  lui  doit  de  même  une 
définition  très  générale  de  l'aire  des  surfaces. 

La  théorie  des  nombres  n'absorba  pas  en  entier  Minkowski.  La 
physique  mathématique  l'attira  de  tout  temps.  On  possède  de  lui, 
dans  ce  domaine,  un  remarquable  article  de  l'Encyclopédie  des 
sciences  mathématiques,  sur  la  capillarité,  ainsi  qu'un  mémoire 
de  premier  ordre  relatif  aux  équations  fondamentales  des  phéno- 
mènes électromagnétiques  des  corps  en  mouvement'1 .  Doué,  comme 
il  1  était,  d'une  puissante  divination  géométrique,  il  eût  pu  deve- 
nir, grâce  à  ses  éminentes  facultés  d'analyste,  l'un  des  créateurs 
de  la  mécanique  de  demain. 

L'avenir  dira  l'importance  de  l'œuvre  laissée  inachevée  par 
Minkowski.  L'un  de  ses  mérites,  et  non  des  moindres,  fut  son 
indépendance  de  toute  tradition.  Sans  se  rattacher  d'une  manière 
essentielle  à  aucune  école,  il  sut  être  son  propre  maître.  11  a  frayé 
des  voies  nouvelles  et  découvert  des  chemins  inconnus.  Puisse-t- 
il  avoir  de  dignes  successeurs  qui  viendront  accroître  après  lui  la 
glorieuse  phalange  des  Gauss,  fies  Dirichlet  et  des  Ilermite.  à 
laquelle  il  appartenait  et  dont  il  ne  fut  pas  le  moins  illustre  des 
représentants. 

Gustave  Dumas   Zurich  . 


1  IflNROWSKI.  Géométrie  der  Z.ahlen   B.  (t.  Tcubner.  Leipzig    1896. 

Id.  Diophantische  Approximatinmn.  Môme  éditeur,  1907. 

2  Die  Grundgleichungen    fur  die   elektromagnetischcn    Vorgdnge  in    bewegten   KÔrpern.    (.<•!- 
tingcr  Xachrichteii.   Année  1908. 
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J.  Massau. 

La  science  belge  vient  d'éprouver  une  perte  cruelle  en  la  per- 
sonne de  Junius  Massai,  ingénieur,  professeur  de  mécanique  à 
l'Université  de  Gand,  correspondant  de  l'Académie  royale  de 
Belgique,  lauréat  de  l'Institut  de  France,  né  à  Gosselies  (Ilai- 
naut  .  le  9  avril  1852  et  décédé  à  Gand  le  10  février  1909. 

.1.  Massau  était  un  mathématicien  original  et  profond.  Dans  son 
Cours  de  mécanique  rationnelle  (autographié,  3  éditions),  il  a  été 
un  des  premiers  à  faire  un  usage  constant  de  la  méthode  vecto- 
rielle dont  il  a  étudié  les  rapports  avec  les  méthodes  voisines;  il  a 
utilisé  aussi  les  transformations  géométriques  et  la  méthode  des 
limites  relatives. 

On  lui  doit  d'importants  Mémoires  sur  l'intégration  graphique 
(1877,  1883,  1886,  1888),  où  se  trouve  en  germe  la  Nomographie  ou 
science  des  ahaques,  un  Mémoire  sur  l'intégration  graphique  des 
équations  aux  dérivées  partielles  (1900-1903),  des  Notes  sur  l'avia- 
tion, sur  la  Géométrie  non-euclidienne  et  de  nombreux  travaux  où 
il  applique  les  mathématiques  à  la  science  de  l'ingénieur.  Presque 
tous  ces  écrits  ont  été  publiés  dans  les  «Annales  de  l'Association 
des  Ingénieurs  sortis  de  l'Université  de  Gand  »,  puis  édités  parla 
maison  Yan  Goethe  m  à  Gand. 


Un  nouveau  portrait  de  Dirichlet. 

Parmi  les  photographies  de  Dirichlet,  il  en  est  une  qui  n'est 
pas  connue  des  mathématiciens  et  qui  se  prêterait  particulièrement 
bien  à  une  reproduction.  Elle  représente  le  savant  géomètre  alle- 
mand dans  ses  dernières  années.  Il  est  question  de  la  reproduire 
en  photogravure  format  env.  14  sur  18  cm.;  prix  :  2  mark),  si  le 
nombre  des  souscripteurs  est  suffisamment  grand.  Les  souscrip- 
tions sont  reçues  auprès  de  Mllc  Lotte  Nelson,  à  Darmstadt,  Moos- 
bergstrasse,  'i3. 


Nouvelles  diverses.  —  Nominations  et  distinctions. 

Allemagne.  —  L'Association  pour  l'avancement  de  rensei- 
gnement des  Sciences  mathématiques  et  naturelles  (Verein  zur 
l 'oi derung  des  mathem.  u.  naturwissenschaftlichen  Unterrichts 
tiendra  sa  18e  réunion  annuelle  pendant  les  vacances  de  Pentecôte 
a  Fribourg-en-Brisgau,  sous  la  présidence  de  M.  Pietzkef  (Xord- 
hausen  . 

Goettihgue.  —  Fondation    Wolfskehl:  M.  IL  Poincabe,  membre 
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de  l'Académie  française  et  de  l'Académie  des  sciences  de  Paris,  a 
été  appelé  à  donner  une  série  de  conférences  qui  amont  lieu  du  22 
au  28  avril. 

Université  de  Gcetirigue.  —  M.  Edm.  Landau,  professeur  à  l'Uni- 
versité de  Berlin,  a  été  appelé  à  la  chaire  devenue  vacante  par  le 
décès  du  professeur  Minkowski. 

—  M.  Prantl,  professeur  de  Physique  technique,  a  été  chargé 
d'un  cours  sur  les  bases  scientifiques  de  V aéronautique  ;  des  fonds 
ont  été  mis  à  sa  disposition  par  différentes  sociétés  et  par  le  mi- 
nistère de  l'Instruction  publique  pour  faire  des  recherches  expé- 
rimentales sur  la  résistance  de  l'air. 

P'rivat-docents.  —  Ont  été  admis  en  qualité  de  privat-docent  : 
M.  Curtius  Mt'LLEK,  pour  la  Géodésie  élémentaire,  à  l'Université  de 
Bonn;  M.  Thaer,  pour  les  Mathématiques,  à  l'Université  de  léna. 

Autriche-Hongrie.  —  M.  G.  Herglotz,  professeur  ordi- 
naire de  Mathématiques  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Vienne 
a  accepté  l'appel  qui  lui  a  été  adressé  par  l'Université  de  Leipzig 
pour  la  chaire  laissée  vacante  par  le  professeur  Scheibner,  décédé. 

M.  Krygowski  est  nommé  professeur  extraordinaire  à  l'Univer- 
sité de  Lemberg. 

M.  J.  Plemelj,  professeur  extraordinaire,  est  nommé  professeur 
ordinaire  à  l'Université  Czernowitz. 

Privat-docent.  —  M.  v.  Mises  est  admis  en  qualité  de  privat- 
docent  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Briinn. 

Angleterre.  —  La  réunion  annuelle  de  Y  Association  mathé- 
matique a  eu  lieu  au  «  King's  Collège  »  Londres,  le  12  janvier. 
L'Association  comprend  aujourd'hui  près  de  500  membres,  soit 
une  augmentation  de  10%  sur  ^e  chiffre  de  l'année  dernière. 
L'année  1908  a  été  marquée  par  une  activité  notable.  Le  Conseil  a 
enregistré  la  création  d'une  société  locale  dans  le  North  Wales. 
—  M.  le  D1'  Bovey,  F.  R.  S.  a  lu  une  communication  sur  l'ensei- 
gnement mathématique  des  étudiants  techniciens,  mettant  en  évi- 
dence la  nécessité  de  faire  pénétrer  dans  l'esprit  la  valeur  et 
l'utilité  des  théories  qui  leur  sont  exposées.  Il  examine  aussi 
l'influence  du  professeur  et  la  question  du  livre  de  classe,  des 
habiletés  mentales  des  jeunes,  et  l'importance  des  cours  bien  choi- 
sis. Pour  ce  qui  est  du  corps  enseignant,  le  conférencier  estime 
que  les  meilleurs  professeurs  pour  les  écoles  techniques  seraient 
constitués  par  des  ingénieurs  qui  auraient  fait  des  études  de  ma- 
thématiques supérieures  pendant  trois  ans  au  moins,  après  avoir 
pris  leur  grade  à  l'Université.  La  difficulté  de  trouver  des  hommes 
qui  sont  prêts  à  donner  tant  de  temps  à  la  préparation  d'une  car- 
rière qui  ne  conduit  guère  à  des  situations  brillantes,  est  un  obs- 
tacle infranchissable  à  cet  idéal.  Quse  quumque  ita  sint.  Le  meil- 
leur moyen  est  d'encourager  de  bons  mathématiciens  à  se  préparer 
pour  ces  positions  en  les  familiarisant  avec  les  problèmes  et  les 
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méthodes  de  l'ingénieur.  —  M.  le  prof.  A.  Lodge  a  lu  un  mémoire 
sur  Y  homographie  et  le  rapport  anharmonique.  —  M,  le  prof. 
G. -II.  Bkyan  traita  de  l'introduction  d'un  nouveau  symbole  repré- 
sentant dans  un  nombre  la  suite  des  chiffres  dont  on  ne  connaît 
pas  les  valeurs  et  qu'on  était  forcé  de  représenter  par  des  zéros. 
—  Dans  son  discours  de  clôture,  il  a  attiré  l'attention  de  ses  col- 
lègues sur  les  dangers  qui  menacent  le  mathématicien  spécialiste 
en  Angleterre  et  sur  la  nécessité  de  réagir  contre  cette  tendance. 

—  M.  W.-J.  Hakrisson,  B.  A.  Fellow  du  Collège  de  Clare, 
Cambridge,  a  été  nommé  à  la  fondation  Newton  (lsaac  Newton 
Studentship.)  pour  les  recherches  dans  l'Astronomie  et  l'Optique 
physique.  La  valeur  de  ce  prix  est  5000  francs  par  an  pendant 
trois  ans.  M.  Harrison,  qui  fit  une  première  classe  dans  le  Tripos, 
Partie  ii,  1907,  a  gagné  un  des  «  Smith's  Prizes  »  de  1908. 

—  M.  E.-B.  Machews,  F.  R.  S.,  est  nommé  examinateur  exté- 
rieur (pour  les  mathématiques!  à  l'Université  de  Leeds,  pour 
1909-1910. 

Belgique.  —  A  l'occasion  du  7ôrae  anniversaire  de  l'indépen- 
dance de  la  Belgique,  il  a  été  publié  un  ouvrage  de  luxe,  Le  mou- 
vement scientifique  en  Belgique,  1830-1905.  —  Le  chapitre  concer- 
nant les  sciences  mathématiques  vient  de  paraître  :  il  comporte 
20  pages  ornées  de  gravures  et  de  portraits,  et  a  pour  auteur 
M.  P.  Maxsiox,  professeur  à  l'Université  de  Gand. 

France.  —  M.  Bourget,  chargé  de  cours,  est  nommé  profes- 
seur d'Astronomie  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 

M.  A.  Buhl,  maître  de  conférence  à  l'Université  de  Montpellier, 
est  nommé  professeur  de  Mécanique  rationnelle  à  l'Université  de 
Toulouse. 

M.  Cahrus,  maître  de  conférence,  est  chargé  du  cours  de  Calcul 
différentiel  et  intégral  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille. 

M.  Delassus,  professeur  de  Calcul  différentiel  et  intégral  à 
l'Université  de  Besançon  est  nommé  professeur  de  Mécanique  à 
l'Université  de  Bordeaux. 

M.  Kstanave,  Dr  es  se.  mathématiques,  attaché  depuis  long- 
temps au  Secrétariat  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  est 
nommé  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 

M.  Lattes,  est  nommé  maître  de  Conférences  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Montpellier  en  remplacement  de  M.  Buhl. 

M.  Perot,  physicien  de  l'Observatoire  d'astrophysique  de  Meu- 
don,  est  nommé  professeur  de  Physique  à  l'Ecole  polytechnique 
en  remplacement  de  M.  Becquerel. 

M.  11.  PoiNCAitÉ,  membre  de  l'Institut,  est  nommé  membre  ho- 
noraire de  l'Académie  des  Sciences  de  Vienne. 

M.  Puiseux,  professeur  adjoint,  a  été  chargé,  à  partir  du  l,r  jan- 
vier 1909,  du  cours  de  Physique  céleste,  récemment  créé  à  la  Fa- 
culté des  Sciences  de  Paris. 
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M.  Trayxahd,  est  nomme  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Lille,  en  remplacement  de  M.  Carrus. 

Collège  de  France.  —  M.  Maurice  Levy,  professeur  de  Mécani- 
que analytique  et  <le  Mécanique  céleste  est  nommé  professeur 
honoraire. 

M.  Zoretti  a  été  chargé  du  cours  de  la  «fondation  Peccot»; 
les  leçons  sont  consacrées  à  l'étude  des  «  points  singuliers  des 
fonctions  analytiques  ». 

M.  Paul  Langevin  est  nommé  professeur  de  Physique  générale 
et  expérimentale  en  l'emplacement  de  Mascart. 

Suisse.  —  M.  O.  Spiess,  privat-docent,  est  nommé  professeur 
extraordinaire  de  mathématiques  à  l'Université  de  Baie. 

Privat-docents.  —  On  été  admis  en  qualité  de  privat-docents  à 
l'Ecole  polytechnique  fédérale  de  Zurich  :  MM.  DlPasqvier,  pour 
les  Mathématiques  ;  Kiexast,  pour  les  Mathématiques  et  la  Méca- 
nique; M.  Meissxer,  pour  les  Mathématiques. 

Italie.  —  M.  G.  Bagxeha,  professeur  à  l'Université  de  Messine, 
a  été  nommé  professeur  de  Calcul  infinitésimal  à  l'Université  de 
Païenne. 

M.  G.  Fubini,  professeur  de  Calcul  infinitésimal  à  l'Université 
de  Gènes,  a  été  transféré  à  la  même  chaire,  qu'on  vient  d'instituer 
à  l'Ecole  Polytechnique  de  Turin. 

M.  G.  Loria  est  nommé  membre  étranger  de  la  Société  royale 
bohème  des  Sciences. 

Nécrologie. 

M.  G.  Moreha,  professeur  de  Mécanique  supérieure  cà  l'Université 
et  de  Mécanique  rationnelle  à  lEeole  Polytechnique  de  Turin,  est 
décédé  le  8  février  1909,  à  l'âge  de  53  ans.  Il  était  membre  rési- 
dent de  l'Académie  des  Sciences  de  Turin,  membre  national  de 
l'Académie  rovale  dei  Lincei. 


NOTES  ET  DOCUMENTS 


Cours   universitaires 


FRANCE 


Faculté  des  Sciences  de  Paris.  Cours  de  Mathématiques  du  2e  Si  mestrk 
1908-1909.  (Ouverture  :  1er  mars  1909).  —  Analyse  supérieure  et  algèbre 
supérieure.  E.    Picard  :  Quelques   développements  en  séries   se   présentant 
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en  analyse  et  en  physique  mathématique  (2  h.).  —  Calcul  différentiel  et  cal- 
cul intégral.  Gouksat  :  Des  équations  différentielles  et  des  équations  aux 
dérivées  partielles  (2  li.i.  —  Mécanique  rationnelle.  P.  Painlevé  :  Les  lois 
générales  du  mouvement  des  systèmes  ;  La  mécanique  analytique  ;  l'hydros- 
tatique et  l'hydrodynamique  (2  h.).  Mathématiques  générales.  P.  Appell  : 
Eléments  d'analyse  et  de  Mécanique  (2  h.).  —  Andoyf.r  :  Astronomie  physique 
(programme  du  certificat  d'études  supérieures  d'Astronomie).  (2  li.|  —  M.  Bous- 
sinesq  :  Physique  mathématique  (2  h.).  —  Mécanique  physique  et  expéri- 
mentale. Koenigs  :  Théorie  générale  des  mécanismes  (2  h.). 

Conférences.  — L.  Raffy  :  Conférences  sur  le  calcul  intégral  et  ses  appli- 
cations géométriques  |2i.  —  Andoyf.r  :  Conférences  d'Astronomie  (1).  — 
Servant  :  Conférences  de  mécanique  physique  (11. 

Enseignements  et  exercices  pratiques  réservés  aux  élèves  de  l'Ecole  nor- 
male supérieure,  par  les  professeurs  J.  Tannery,  L.  Raffy,  E.  Borel,  J.  Ha- 

DAMARD. 

RUSSIE1 

Dorpat  (Jurjew)  ;  Université.  1er  semestre  septembre-décembre  1908.  — 
Ai.exeji  w  :  Calcul  intégral  (I).  3  ;  Applications  du  Calcul  diff.  à  la  Géo- 
métrie, 3  ;  Algèbre  sup.  (Th.  des  invariants),  2  ;  Géométrie  sup,,  3.  —  Gravé  : 
Introduction  à  l'Analyse,  4  ;  Géométrie  analyt.,  4  ;  Exercices  de  Géométrie 
analytique,  2.  —  Kolossoff  :  Cinématique  du  point  et  des  solides  ;  appli- 
cation à  la  théorie  des  mécanismes,  3  ;  Dynamique  du  point  et  d'un  système 
des  points.  3;  Théorie  de  1  élasticité  des  corps  solides,  1.  —  Lewitzky  : 
Cours  général  d'astronomie,  4  ;  Travaux  pratiques,  2.  —  Pokrowsky  :  Méca- 
nique ipour  les  étudiants-chimistes),  3;  Mathématiques  élémentaires,  2;  As- 
tronomie pratique,  2  ;  Observations  astronomiques  pour  les  spécialistes,  2; 
Observatoire  théorique,  2.  Astronomie  (colloquium),  1. 

Kazan  ;  Université.  —  2e  semestre  :  janvier-mai  1909.  —  Souvoroff  :  Cal- 
cul intégral.  4  ;  Calcul  des  variations,  1.  —  Kotelnikoff  :  Géométrie  ana- 
lyt., 3  ;  Exercices  :  Intégration  des  équations  différentielles,  2;  Géométrie 
projective,  2.  —  Porphyrieff  :  Analyse,  2  ;  Exercices  de  Calcul  diff.,  1  ; 
Equations  diff.,  2;  Fonctions  ellipt.,  1.  —  Blagéevsky  :  Cinématique,  2  ; 
Histoire  des  mathématiques,  2.  —  Zeiliguer  :  Cinétique,  8  ;  Exercices  d'al- 
gèbre sup.,  2.  —  Dolbiago  :  Astronomie  sphér.,  3  ;  Géodésie  sup.,  2;  Travaux 
pratiques  d'Astronomie  sphérique,  1  :  Exercices  des  observations,  1. 

Kharkoff  •  Université.  —  2e  semestre  . —  Sintzoff  :  Géométrie  analyt.  de 
l'espace,  3  ;  Exercices,  1  ;  Intégration  des  équations  différentielles,  3  ;  Exer- 
cices, 1  :  Introduction  à  la  Géométrie  (chapitres  choisis  de  la  Géométrie  élé- 
mentaire), 1.  —  Roussîan  :  Calcul  diff.,  4  ;  Exercices,  2;  Théorie  des  inté- 
grales définies,  3.  —  Pcheborsky  :  Analyse  algébrique,  2;  Calcul  des  dif- 
férences, 2;  Théorie  des  fonctions  ellipt.  ,3.  —  Zagoutinsky  :  Mathématiques 
supérieures  (pour les  étudiants-naturalistes),  3  :  Géométrie  projective.  2.  — 
Zatyciieff  :  Géométrie  descriptive,  2:  Exercices.  —  Saltvkoff  :  Mécanique 
théorique  (Dynamique  des  systèmes  des  points,  Hydrostatique  et  Hydrody- 
namique), 4  :  Exercices,  2.  — Strouvé:  Astronomie  générale,  3;  Astronomie 
théorique  (éléments  de  Mécanique  céleste),  3  :  Travaux  pratiques  à  1  Obser- 


1  Nons  devons  cette  liste  à  l'obligeance  de  M.  V.  Bobynin  (Moscou).   -Y.  de  la  lied.). 
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valoire  (observations  astronomiques).  3.  —  Eudokimoff  :  Travaux  pratiques 
d'Astronomie  sphér.,  3. 

Kief  ;  Université.  —  2e  semestre.  —  Khandkikoi  f  :  Calcul  diff.  cl  ses  appli- 
cations analytiques,  i.  —  Boukrejeff  :  Calcul  diff.,  4  ;  Intégrales  définies  et 
intégrales  multiples,  4.  —  Gkavé  :  Géométrie  analyt.,  5  ;  Analyse  algé- 
brique, 3;  Mathématiques  supérieures  pour  les  étudiants-naturalistes,  4.  — 

l'i  i  [FFER  :  Intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles,  1  ;  Calcul  des 
probabilités.  1  ;  Exercices  sur  les  applications  du  Calcul  différentiel  à  la 
Géométrie.  2  ;  Exercices  de  Calcul  intégral,  2  ;  Exercices  d'intégration  îles 
équations  différentielles,  2.  —  Bielaiskin  :  Fonctions  ellipt. ,  2  ;  Cours  spécial 
de  Géométrie,  1  ;  Exercices  de  Géométrie  analytique,  3.  —  Sousslow  :  Dy- 
namique des  solides,  2  ;  Dynamique  d'un  système.  4.  —  Woroketz  :  Méca- 
nique du  point,  3  :  Exercices,  2  :  Théorie  de  1  élasticité,  3.  —  Vogel  ;  Astro- 
nomie descriptive.  2  ;  Astronomie  sphér. ,  2;  Travaux  pratiques  de  théorie 
des  instruments  astronomiques,  3. 

MOSCOU;  Université.  —  2e  semestre.  —  Amdkeeff  :  Algèbre  siip.  (résolu- 
tion des  équations  numériques,  fonctions  symétriques,  équations  algébriques 
des  troisième  et  quatrième  degrés),  3.  —  Mlodzieiowsky  :  Géométrie  ana- 
lyt. de  l'espace,  3;  Exercices,  2;  Séminaire,  2.  —  Zakhtin  :  Calcul  diff.,  4; 
Calcul   intégral,  3.    —    Egokoff  :    Intégration    des    équations  différentielles. 

1,  3;  Théorie  des  nombres,  3;  Equations  aux  dérivées  partielles,. 2.  —  Bo- 
bykin  :  Histoire  des  mathématiques  dans  l'antiquité,  1  ;  Histoire  des  mathé- 
matiques de  décadence,  de  la  science  grecque  à  la  Renaissance,  1  ;  Histoire 
des  mathématiques  modernes,   1.    —    Winogradoff  :  Algèbre  universelle,  2. 

—  Bogoiawlensky  :  Intégrales  algébriques  des  équations  différentielles  li- 
néaires. 1.  —  Wlassoff  ;  Cours  abrégé  des  mathématiques  supérieures.  3; 
Exercices,  2;  Théorie  des  formes  binaires,  2.  —  Dmitrowsky  :  Courbes 
planes  du  3e  ordre,  2.  —  Gf.galkin  :  Exercices  de  Calcul  différentiel,  2:  de 
calcul  intégral,  2.  Nombres  transfinis,  2.  —  Wôlkoff  :  Surfaces  de  Liou- 
ville,  2.  —  Poliakoff  :  Fonctions  ellipt..  2;  Exercices  d'intégration  des 
équations  différentielles,  2.  —  Joukowsky  :  Dynamique  du  point,  3;  Exer- 
cices, 2;  Théorie  des  régulateurs,  2.  —  Tchaplyguin  :  Mécanique  d'un  sys- 
tème et  Hydro-mécanique,  3;  Exercices,  2.  —  Kowalensky  :  Hydraulique.  4 

—  Boi.otoif  :  Théorie  de  l'élasticité,  3.  —  Mertzaloff  :  Travaux  pratiques 
de  Géométrie  descriptive,  2;  Théorie  générale  des  machines.  2;  Dessin 
linéaire.  2;  Travaux  pratiques  de  mécanismes,  1.  —  Stankiewitch  :  Inté- 
gration des  équations  différentielles  de  la  Dynamique,  2.  — Appei.roth  : 
Equations  différentielles  à  intégrales  générales  uniformes,  2.  — Tserassky  ; 

Astronomie  sphér.,  2:    Aslro nie   descriptive,  2;   Astronomie   pratique   et 

travaux  pratiques  à  l'Observatoire,  3.  —  Sternberg  :  Géodésie  supérieure, 
2;  Trav.  prat.  de  Géodésie,  2.  —  Kasakoff  :  Calcul  des  orbites  ellipt.  avec 
exercices,  2. 

Odessa;   Université.  —  2e semestre.  —  Sleschinsky  :  Calcul  différentiel,  6. 

—  Zimmermann  :  Calcul  intégral,  <>.  —  Schatounowskï  :  Introduction  à 
l'Analyse,  2;  Géométrie  différentielle,  l.  —  Kagan  :  Algèbre  sup.,  4  :  Inté- 
gration des  équations  différentielles,  2.  —  Timtschenko  Géométrie  ana- 
lyt., p.  1.   6.  —  lioiwiï/.KY  :    Calcul  des  variations.   2;   Calcul  des   probabilités. 

2.  —  Agoury  :  Théorie  des  fonctions  ellipt.,  2.  —  Zantschewsky  :  Mécanique 
théorique,  p.  1,3;  Mécanique  théorique  p.  II,  3    —  Kononowitsch  :   Astro- 
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nomie    sphér.,    3  ;  Géodésie,  2.    —    Okbinsky  :    Introduction  à  l'Astronomie 
physique,  2  :  Travaux  pratiques  d'Astronomie  théorique,  1. 

St-Pétersbourg  ;  Université.  —  2e  semestre.  —  Sokhotzky  :  Algèbre  sup. ,  2  ; 
Théorie  des  intégrales  définies,  2.  —  Markoff  :  Calcul  des  probabilités,  2. 
—  Ptaschitzkï  :  Géométrie  analyt.,  'i  :  Applications  du  Calcul  intégral  à  la 
Géométrie,  3.  —  Sfliwaxokf  :  Calcul  différentiel,  4.  —  Stekloff  :  Intégra- 
tion des  fonctions,  2;  Equations  aux  dérivées  partielles.  3.  —  Iwanoff  : 
Théorie  des  nombres,  '»,  —  Sawitsch  :  Géométrie  sup..  2.  —  Gunther  : 
Exercices  de  Géométrie  analytique.  2;  Exercices  de  Calcul  différentiel,  2; 
Eléments  de  théorie  analytique  des  équations  différentielles,  2.  —  Borissoff: 
Eléments  des  Mathématiques  supérieures,  p.  I,  3.  —  Wassii.ieff  :  Eléments 
des  Mathématiques  supérieures,  p.  II,  Calcul  intégral  et  application  de 
l'Analyse  à  la  Géométrie  et  à  la  Mécanique.  3.  — Tikho.ma.ndritzky  :  Théorie 
des  surfaces,  3.  —  Nekrassoff  :  Application  du  Calcul  des  probabilités  aux 
sciences  économiques,  2.  —  Adamoff  :  Exercices  de  Calcul  intégral,  2.  — 
So.moff  :  Analyse  vectorielle,  2.  —  Bobyleff  :  Statique,  2;  Mécanique  du 
point  matériel,  3;  Hydrostatique,  Hydrodynamique  et  Théorie  de  l'attrac- 
tion, 3.  —  Mestscheksky  :  Méthodes  pour  la  résolution  des  problèmes  de 
Mécanique  d'un  système  des  points  matériels,  2.  —  Frise.ndokf  :  Eléments 
de  Mécanique,  2;  Aperçu  historique  et  critique  des  principes  de  la  Mécanique 
rationnelle,  2.  —  Glasenap  :  Astronomie  descriptive,  3;  Cours  général 
d'Astronomie,  2.  —  Iwanoff  :  Géodésie,  3;  Mécanique  céleste,  3.  —  Séra- 
phimoff  :  Théorie  des  marées,  2.  —  Tatschaloff  :  Travaux  pratiques  à 
l'Observatoire,  2. 
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De  la  méthode   dans   les   sciences,    par    MM.    les    Professeurs    H.  Bouasse, 
Pierre  Delbet.  E.  Durkhf.im,  A.  Girard,  A.  Job,  F.  Le  Dantec,  Levy-Bruhl  , 
G.   Monod,  P.  Painlevé,  Emile  Picard.  Th.  Ribot,  .1.  Tannery,  P. -F.  Tho- 
mas. —  1  vol.  in- 16,  3  fr.  50;  Félix  Alcan,  éditeur,  Paris. 
Depuis  Auguste  Comte,  la  philosophie  des  sciences  et  surtout  la  Méthodo- 
logie ont  inspiré  tant  de  travaux  et  pris  une  telle   importance  que,  dans  les 
divers  ordres  d'enseignement,  les  programmes  ont   dû  s'assouplir-  pour  leur 
faire,  à  chaque  réforme  nouvelle,  un  place  un  peu  plus  large. 

C'est  ainsi  que  cette  étude,  limitée  d'abord  à  la  classe  de  philosophie  des 
lycées,  s'est  étendue  aux  classes  de  mathématiques  et  qu'elle  a  été  imposée 
aux  candidats  aux  grandes  écoles  du  gouvernement. 

Il  a  semblé  que  le  meilleur  moyen  d'obtenir  un  tel  ouvrage  traitant  de  la 
Méthode  dans  les  sciences  était  de  le  demander  aux  savants  eux-mêmes,  cl 
aux  savants  «  les  plus  représentatifs  n  de  chaque  science  particulière,  de 
telle  sorte  que,  sur  les  différentes  méthodes,  on  ait  des  pages  d'une  indis- 
cutable valeur,  leurs  valeurs  nous  parlant,  non  par  ouï-dire,  mais  par  expé- 
rience, et  pouvant,  comme  Descaries,  justifier  les  procédés  qu'ils  décrivent 
«  par  les  fruits  qu'ils  en  ont  déjà  recueillis  ».  Ce  sont  précisément  ces  pages 
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qui  paraissent  aujourd'hui  et  qui  constituent  une  série  de  petits  «  discours 
sur  les  méthodes  ». 

Cette  œuvre  dépassera  certainement  les  limites  de  1  enseignement  secon- 
daire et  intéressera  tous  ceux  qui  ont  étudié  les  sciences  ou  qui  les  pra- 
tiquent encore  actuellement,  elle  leur  montrera  l'union  intime  de  la  science 
et  de  la  philosophie  et  leur  ouvrira  des  horizons  nouveaux. 

Les  chapitres  qui  intéressent  plus  particulièrement  le  mathématicien  sont 
ceux  de  MM.  Em.  Picard,  de  la  Science:  Jules  Tannery,  Mathématiques 
pures:  P.  Painlevé,  Mécanique,  et  H.  Bouasse,  Physique  générale. 

Mais  dans  un  ouvrage  de  ce  genre  tout  doit  l'intéresser  et  il  examinera 
donc  avec  un  même  intérêt  les  Notes  sur  la  Chimie,  par  A.  Job;  la  Morpho- 
logie, par  A.  Girard:  la  Physiologie,  par  V.  LeDantec;  les  Sciences  médi- 
cales, par  Pierre  Delbet;  la  Psychologie,  par  Th.  Hibot;  la  Sociologie  et  les 
Sciences  sociales,  par  E.  Durkheim;  la  Murale,  par  L.  Levy-Bruhl,  et  1  His- 
toire, par  G.  Monod. 

R.  d  Adhémar.  —  Exercices  et  Leçons  d'Analyse.  Quadratures,  Equations 
différentielles,  Equations  intégrales  de  M.  Fredholm  et  de  M.  Volterra. 
Equations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  —  1  Vol.  in-8  de 
VIII-208  p..  6  fr.  ;  Gauthier-Villars,  Paris. 

Il  ne  manque  pas  de  beaux  traités  d'Analyse  modernes.  Par  contre  les 
étudiants,  ceux  surtout  qui  travaillent  seuls,  n'auront  jamais  trop  de  recueils 
d'exercices.  En  voici  un  qui  se  recommande  spécialement  aux  étudiants  en 
mathématiques.  Ils  y  trouveront  la  solution  de  problèmes,  presque  tous 
posés  à  la  Sorbonne  à  1  examen  du  Certificat  de  Calcul  différentiel  et  inté- 
gral. D'autres  exercices  sont  fournis  par  les  transcendantes  classiques. 
qu  on  rencontre  incidemment  dans  beaucoup  de  recherches,  et  qu  il  faut  sa- 
voir manier. 

Comme  le  faisait  M.  Painlevé,  dans  ie  Chapitre  qu'il  a  annexé  aux  Exer- 
cices de  Tisserand,  l'auteur  rappelle,  au  début,  l'énoncé  de  quelques  théo- 
reines  importants,  en  lâchant  d'être  précis,  sans  tomber  dans  cet  excès  de 
subtilité  que  M.  H.  Poincaré,  au  Congrès  des  Mathématiciens  de  1908.  a 
nommé  le  Cantorismc.  Voilà  pour  la  première  Partie,  très  élémentaire,  de 
ce  Livre. 

En  second  lieu,  M.  d  Adhémar  esquisse  quelques  Leçons  sur  des  sujets 
dont  1  étude  est  récente.  Par  là  même,  ces  questions,  aujourd'hui  en  pleine 
évolution,  n'étaient  pas  encore  aptes  à  figurer  dans  les  grands  Ouvrages 
classiques.  11  semble  qu'elles  pourront  intéresser  les  étudiants  dont  l'es- 
prit est  curieux.  Nous  signalons  notamment  une  introduction  :  1  étude  des 
équations  intégrales  et  de  la  théorie  des  caractéristiques,  qui  conduit  à  la 
classification  des  équations  du  second  ordre  en  types  elliptiques,  hyperbo- 
liques et  paraboliques. 

H.  Bouasse.  —  Cours  de  Physique  conforme  aux  programmes  des  Certifi- 
cats et  de  l'Agrégation  de  Physique.  Fascicule  IV .  Optique,  Etude  des  ins- 
truments. 1  vol.  gr.  in-8°  de  420  pages  :   13  francs.  Ch.  Delagrave.  Paris  '. 

L'étude  de  1  Optique  est  d'abord  pour  M.  Bouasse  une  élude  géométrique. 


1  Voir  dans  YBnseign.  mathcin.,  les  analyses   des  fascicules  I  (T.  IX.  1907,  p.  :i'-'o  ,  II  iT.  X. 
1908,  p.  346),  III  (T.  X.  1U08,  p.  526). 
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Le  volume  débute  par  la  théorie  des  systèmes  centrés,  qui  est  la  base  de 
celle  des  instruments  les  plus  usuels.  On  y  retrouve  tout  de  suite  la  préci- 
sion et  l'esprit  d'enchaînement  déjà  remarqués  dans  les  volumes  précédents, 
en  étudiant,  par  exemple,  la  théorie  des  lentilles  épaisses,  exposée  sous 
une  forme  que  l'on  suit  pas  à  pas  comme  une  généralisation  de  la  théorie 
des  lentilles  infiniment  minces.  Mais  ce  qu'il  faut  remarquer  bientôt  et  ce 
qui  dispense  de  1  analyse  d'une  matière  où  les  détails  sont  très  nombreux, 
cest  l'esprit  même  de  la  classification  des  faits.  M.  Bouasse  nous  le  dépeint 
d'abord  dans  sa  Préface,  mais,  même  sans  cela,  il  eut  été  facile  de  le  recon- 
naître. L'Optique,  considérée  d'abord  comme  science  géométrique,  eut  un 
développement  qui  marcha  de  pair  avec  celui  de  la  Géométrie,  et  à  ce  titre 
elle  existait  déjà  quand  nombre  d'autres  branches  de  la  Physique  étaient 
seulement  à  l'état  embryonnaire,  pour  ne  pas  dire  moins  encore. 

Pour  Descartes  et  Fermât,  un  rayon  lumineux  se  réfractait  comme  si  la 
lumière  cherchait  à  économiser  le  temps,  ce  qu'on  exprime  aujourd'hui  en 
disant  que  le  chemin  optique  est  minimum,  mais  il  est  certain  que,  pour  les 
auteurs  cités,  il  y  avait  là  une  sorte  de  divination  philosophique  consolidée 
par  l'observation  ou,  mieux  encore,  née  d'elle;  il  faut  attendre  d'autres  géo- 
mètres comme  Hamilton  et  Gauss  pour  avoir  des  explications  rationnelles 
et  purement  mécaniques  de  ces  faits  ;  le  physicien  doit  attendre  peut-être 
plus  longtemps  encore  et  n'être  définitivement  satisfait  que  par  la  ihéorie 
ondulatoire.  Mais  est-ce  une  raison  pour  mélanger  la  théorie  des  ondes  avec 
tout  et,  lorsque  la  théorie  des  ondes  perd  encore  de  ce  qui  lui  reste  de  géo- 
métrie pour  prendre  la  figure  électro-magnétique,  n'est-ce  plus  qu'au  tra- 
vers de  tout  cela  que  le  physicien  se  permettra  de  voir  cet  être  virtuel  mais 
si  simple  et  si  commode  qui  s'appelle  le  rayon  lumineux  ? 

La  réponse  ne  fait  aucun  doute,  et  je  crois  bien  que  c'est  là  que  M.  Bou- 
asse a  voulu  nous  conduire.  Construisons  donc  l'optique  avec  ses  expériences 
si  élégantes  et  ses  phénomènes  grandioses  sans  nous  priver  de  l'admirable 
géométrie  d'autrefois  ;  il  sera  ensuite  aisé  de  montrer  une  fois  pour  toutes 
que  les  idées  cartésiennes  découlent  des   idées   mécaniques    plus    modernes. 

D'ailleurs  rien  n'empêche  de  parler  le  langage  de  la  théorie  des  ondes  et 
de  définir  par  exemple  une  surface  d'ondes  comme  une  surface  normale  à 
des  rayons  lumineux  émanés  d'un  point  et  réfractés  ou  réfléchis  par  des  sur- 
faces données. 

Les  caustiques  et  l'étude  des  di\ erses  sortes  d'aberrations  paraissent  ap- 
profondies autant  qu'il  était  possible  de  le  faire.  On  sait  qu  il  n'y  a  pas 
d'appareils  optiques  où  toutes  les  aberrations  puissent  être  corrigées  à  la  fois 
pour  tous  les  points  d'un  objet  dont  ou  observe  une  image  réelle  ou  virtuelle. 
Mais  on  peut  alors  se  proposer  de  faire  les  corrections  le  mieux  possible. 
Tous  les  éléments  du  problème  me  semblent  rigoureusement  rassemblés  et  dis- 
cutés par  M.  Bouasse.  Après  la  théorie  de  la  réfraction  prismatique,  nous  trou- 
vons l'étude  des  phénomènes  naturels  tels  que  l'arc-en-ciel.  le  halo,  le  mirage. 
L'étude  des  rayons  courbes  et  en  particulier  de  la  réfraction  atmosphérique, 
si  encombrante  dans  les  traités  d'astronomie,  est  réduite  ici  à  quelques  li- 
gnes d'une  stupéfiante  simplicité.  La  dispersion  atmosphérique  et  la  scintil- 
lation sont  rattachées  de  manière  intime  à  la  réfraction  ;  toute  perturbation  dans 
l'éclat  ou  la  couleur  d'une  étoile  qui  a  son  origine  dans  notre  atmosphère, 
doit  augmenter  avec  l'incurvation  qui  tend  à  élargir  le  faisceau  des  différen- 
tes radiations.  Et  c'est  bien  ce  que  montre  l'exagération  à  l'horizon  de  la 
réfraction,  de  la  dispersion  et  de  la  scintillation. 
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Venons  en  maintenant  à  l'Optique  ondulatoire. 

Dans  trois  chapitres  préliminaires,  il  est  nécessaire  d'exposer  d'abord 
rémission  de  la  lumière  par  les  source*  et  l'éclairement  des  objets.  Quant  au 
phénomène  considéré  souvent  comme  réciproque  de  l'émission,  qui  est  l'ab- 
sorption, il  faut  faire  de  certaines  distinctions.  Le  pouvoir  absorbant  doit 
être  rapproché  de  l'éclat,  non  du  pouvoir  émissif.  Vient  ensuite  l'élude  du 
corps  noir  caractérisé,  à  chaque  température  et  pour  chaque  radiation,  par 
une  constante  d'émission.  Des  résultats  du  plus  haut  intérêt  sont  obtenus 
ici  sans  aucune  peine.  Ainsi,  de  ce  qu'une  flamme  osl  généralement  entourée 
d'une  gaîne  gazeuse  froide  qui  peut  absorber  sans  émettre,  on  arrive  immé- 
diatement au  renversement  des  raies  dans  les  spectres.  Plus  loin  est  étudiée 
la  prétendue  phosphorescence  des  manchons  à  incandescence  qui  semblaient 
émettre  plus  qu'un  corps  noir  à  la  même  température. 

La  vision  colorée  fournit  les  considérations  extrêmement  originales  du 
triangle  des  couleurs.  Ou  essaie  de  situer  dans  le  plan  trois  points  repré- 
sentatifs de  sensations  colorées  élémentaires  dont  toutes  les  autres  ne  se- 
raient que  des  combinaisons  linéaires.  G  est  quelque  chose  comme  le  sys- 
tème des  coordonnées  barycentriques  appliqué  à  la  définition  d'une  couleur. 
Rappelons  aussi  le  procédé  de  photographie  polychrome  de  Ducos  de  Hau- 
ron,  qui  montre  dans  une  mesure  très  grande  que  des  couleurs  fort  com- 
plexes peuvent  être  fournies  parla  lumière  qui  traverse  des  pigments  n'ayant 
que  trois  couleurs  élémentaires.  C'est  avec  les  phénomènes  d'interférence 
que  nous  abordons  pour  ainsi  dire  de  manière  objective  et  complète  les 
ondes  et  les  mouvements  vibratoires.  Là  encore  un  départ  spécial  fixe  rapi- 
dement 1  attention.  M.  Bouasse  qui  n'a  pas  voulu  noyer  l'optique  cartésienne,  ne 
veut  pas  davantage  mélanger  les  résultats  appartenant  définitivement  à  l'op- 
tique ondulatoire  avec  ceux  qui  y  furent  compris  provisoirement  mais  qui 
relèvent  de  l'électroptique.  Après  l'exposition  des  faits  classiques  (écrans  à 
trous  de  Young,  miroirs  de  Fresnel)  en  lumière  monochromatique,  il  montre 
les  difficultés  spéciales  au  cas  de  la  lumière  blanche.  Quant  à  la  transver- 
salité  des  vibrations  lumineuses,  il  insiste  plus  loin  sur  le  partage  qui  s'ef- 
fectue entre  les  énergies  potentielle  et  cinétique  lors  de  l'interférence  de 
deux  faisceaux  polarisés  à  angle  droit.  Après  les  lames  minces  et  les  an- 
naux de  Newton,  il  place  les  applications  les  plus  intéressantes  des  méthodes 
interférentielles,  telles  la  détermination  de  1  indice  de  réfraction  des  gaz 
et  la  métrologie.  Quelle  unité  de  longueur  plus  précise  qu'une  longueur 
d'onde  ? 

Si  l'optique  géométrique  est  la  science  des  belles  constructions  graphi- 
ques, l'étude  des  phénomènes  d'interférence,  de  la  diffraction,  etc.,...  en- 
traîne des  calculs  analytiques  parfois  difficiles,  mais  toujours  élégants.  J'ai 
reconnu  au  passage  les  sommations  trigonomélriques  de  Fresnel  à  propos 
de  l'interférence  de  vibrations  appartenant  à  divers  faisceaux.  Le  problème 
général  de  la  diffraction  tel  qu  on  peut  le  poser  avec  Huyghens,  soulève 
tout  de  suite  de  grosses  difficultés  de  calcul  intégral  mais  les  vérifications 
expérimentales  les  plus  saisissantes  ne  sont  pas  celles  qui  impliquent  tant 
de  généralité.  Le  cas  de  l'écran  percé  d'un  petit  trou,  le  prouve  suffisamment. 
L'écran  à  bord  rectiligne  conduit  aux  fameuses  intégrales  de  Fresnel,  mais, 
là  où  la  transcendance  des  fonctions  introduites  pourrait  embarrasser  le  lec- 
teur, M.  Bouasse  a  représenté  les  choses  par  des  courbes  et  des  tables  nu- 
mériques. 

Dans  les  applications  nombreuses- de  la  théorie  de  la  diffraction  des  remar- 
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ques  analogues  pourraient  être  faites.  La  diffraction  au  foyer  des  lunettes, 
dont  il  est  si  nécessaire  d'avoir  une  bonne  théorie,  donne  comme  image 
d'une  étoile,  un  cercle  lumineux  entouré  d'anneaux  concentriques  alternati- 
vement sombres  et  brillants  :  cette  répartition  de  l'intensité  se  traduit  d'ail- 
leurs graphiquement  par  une  courbe  bien  connue  (d'aucuns  ont  même  cons- 
truit matériellement  la  surface  de  révolution,  admettant  cette  courbe  comme 
méridieni  mais  dont  le  tracé  théorique  dépend  d'une  fonction  de  Bessel,  que 
M.  Bonasse  définit  en  même  temps  qu'il  s'en  sert  ! 

D'autres  applications,  tout  à  fait  à  l'ordre  du  jour,  sont  à  signaler  parti- 
culièrement, telles  la  vision  des  objets  à  structure  périodique,  et  celle  des 
objets  ûltramicroscopiques  que  l'on  s'arrange  à  éclairer  de  manière  à  en 
recevoir  seulement  la  lumière  diffractée. 

En  aucun  point  du  volume,  l'intérêt  ne  faiblit  :  et  aux  endroits  où  l'auteur 
a  cru  devoir  renvoyer  certaines  explications  dans  le  domaine  de  l'électrop- 
lique.  on  se  prend  à  souhaiter  vivement  la  publication  du  volume  qui  sera 
consacré  à  cette  nouvelle  et  si  importante  branche  de  la  Physique. 

A.  Buhl.   (Toulouse i 

E.  Fabry.  —  Traité  de  mathématiques  générales  à  l'usage  des  chimistes, 
physiciens,  ingénieurs  et  des  élèves  des  Facultés  des  Sciences,  avec  une 
préface  de  M.  G.  Darboux.  —  1  vol.  gr.  in-8°,  440  p.  ;  9  fr.  ;  librairie  Her- 
mann,  Paris. 

Dans  la  plupart  des  Facultés  des  Sciences  on  trouve  aujourd'hui,  sous  le 
titre  de  cours  de  mathématiques  générales  ou  d'éléments  de  mathématiques 
supérieurs,  un  enseignement  qui  s'adresse  plus  particulièrement  aux  étu- 
diants en  sciences  physiques  et  chimiques.  Il  doit  leur  donner,  sous  une 
forme  à  la  fois  simple  et  rigoureuse,  les  notions  essentielles  d'Algèbre  su- 
périeure, de  Géométrie  analytique,  de  Calcul  différentiel  et  de  Mécanique. 
C'est  la  matière  d'au  moins  quatre  cours  qu'il  s'agit  de  condenser  en  un 
seul.  La  tâche  est  plus  difficile  que  ne  se  l'imaginent  Messieurs  les  physiciens 
et  les  chimistes,  et  ils  ne  doivent  pas  se  faire  d'illusions  sur  la  portée  de 
ces  leçons,  si  elles  ne  sont  pas  approfondies  à  l'aide  de  traités  de  mathé- 
matiques générales  et,  surtout  s'il  s'agit  des  physiciens,  continuées  dans  des 
cours  plus  complets.  Dans  tous  les  cas  elles  doivent  être  accompagnées 
d'exercices  nombreux  et  variés  empruntés  non  seulement  aux  mathématiques 
pures,  mais  surtout  et  avant  tout  aux  applications  aux  sciences  physiques, 
chimiques  ou  techniques. 

Le  programme  est  trop  vaste  pour  le  temps  généralement  très  limité 
qu'on  accorde  à  cet  enseignement,  aussi  est-il  indispensable  (pie  les  étu- 
diants aient  constamment  sous  la  main  un  ouvrage  leur  permettant  de  re- 
voir et  de  compléter  les  notes  prises  au  cours.  A  ce  titre  l'ouvrage  de 
M.  Fabry  leur  rendra  de  grands  services.  Ils  trouveront  dans  son  traité  un 
minimum  de  notions  d'Algèbre,  de  Géométrie  analytique  et  de  Calcul  diffé- 
rentiel dont  ils  ont  besoin.  Files  sont  exposées  sous  une  forme  très  concise 
et  accompagnées  d'exercices  et  de  problèmes.  Il  serait  toutefois  très  dési- 
rable que  dans  une  nouvelle  édition  l'auteur  ajoutât  des  problèmes  fonda- 
mentaux empruntés  aux  sciences  appliquées  afin  de  montrer  comment  les 
mathématiques  interviennent  dans  les  théories  mécaniques,  physiques  ou 
chimique^. 

H.  Fiiir. 
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S.  Gi.vrmR  —  Geschichte  der  Mathematik,  I.  Von  den  âltesten  Zeiten  bis 
Cartesius.  —  1  vol.  cart.  in-8°  (Sammlung  Schubert),  VIII,  'i28  p.  et  56  fig.; 
9  M.  60;  G.  J.  Goeschen,  Leipzig. 

.MM.  Gqnther  et  v.  Braunmùhl  s'étaient  chargés  d'écrire  pour  la  Collection 
Schubert  le  volume  consacré  à  l'histoire  des  mathématiques,  le  premier 
devant  s'occuper  de  la  partie  qui  précède  Descartes,  le  second  des  mathé- 
matiques depuis  Descartes  à  nos  jours.  Malheureusement  M.  v.  Braunmùhl 
a  été  enlevé  trop  tôt  à  la  science  et  nous  ignorons  dans  quelle  mesure  il 
avait  pu  donner  suite  à  son  projet. 

Cette  première  partie,  rédigée  par  M.  S.  Giinlher,  part  des  temps  les  plus 
reculés  et  donne  un  excellent  aperçu  du  développement  historique  des 
mathématiques  depuis  l'antiquité  jusqu'au  milieu  du  XVIIe  siècle.  Elle 
donne  les  grandes  lignes,  les  faits  essentiels  et  constitue,  pour  les  lecteurs 
de  langue  allemande,  un  utile  intermédiaire  entre  le  petit  opuscule  de 
M.  Sturm.  publié  dans  la  collection  Goeschen  (à  80  pf.),  et  l'œuvre  magis- 
trale de  M.  Mor.  Cantor.  L'ouvrage  de  M.  Gùnther  sera  donc  le  bienvenu, 
non  seulement  chez  les  étudiants,  mais  aussi  chez  les  professeurs  de  l'ensei- 
gnement secondaire. 

Rob.  Haussnfr.  —  Darstellende  Géométrie.  Zweiter  ïeil  :  Perspektive 
Ebener  Gebilde  ;  Kegelschnitte.  —  1  vol.  p.  in-16  (Collection  Goeschen I, 
Ki'i  p.  et  80  fig.;  80  pf.  ;  Goeschen,  Leipzig. 

Dans  ce  petit  volume,  l'auteur  montre  tout  le  parti  que  l'on  peut  tirer  de 
la  seule  notion  de  rapport  harmonique  dans  1  élude  des  figures  perspectives 
et  des  sections  coniques. 

Figures  perspectives  dans  l'espace  et  dans  le  plan.  —  Propriétés  harmo- 
niques du  quadrilatère  et  du  cercle.  —  Propriétés  projeclives  des  sections 
coniques;  foyers;  cercles  de  courbure. 

L  Kiepert.  —  Grundriss  der  Differential-  u.  Integral-Rechnung.  II  Teil  : 
Integral-Bechaung.  Neunte  verbesserte  u.  vermehrte  Aufllage  der  gleich- 
namigen  Leitladens  von  M.  Stegemann.  —  1  vol.  gr.  in-8°,  737  p.  ;  153  fig.  ; 
Helwingsche  Verlag,  Hannover. 

Nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  signaler  ce  Cours  de  Calcul  différentiel 
et  intégral.  C'est  l'un  des  plus  répandus,  en  Allemage,  dans  les  universités 
et  les  écoles  techniques  supérieures.  Chaque  édition  apporte  de  nouvelles 
améliorations  dans  le  texte  et  dans  l'ordonnance  des  matières.  Dans  cette 
neuvième  édition  du  tome  II,  consacré  au  Calcul  intégral,  l'auteur  a  ajouté, 
entre  autres,  une  étude  des  principes  sur  lesquels  repose  le  planimètre 
d'Amsler,  l'extension  de  la  règle  de  Simpson  à  l'intégration  des  équations 
différentielles,  ce  qui  fournit  une  méthode  d'approximation  fort  utile  dans 
la  pratique.  La  table  alphabétique  des  matières  et  la  table  alphabétique  des 
symboles  employés,  avec  l'indication  de  leur  signification,  faciliteront  à 
l'étudiant  la  consultation  de  l'ouvrage. 

Le  succès  de  ce  traité  doit  être  attribué  non  seulement  à  la  clarté  de 
l'exposé  et  au  choix  des  matières,  mais  aussi  aux  nombreux  problèmes  et 
exercices  numériques  que  l'on  trouve  dans  chaque  chapitre. 

F.  Klein.  —  Elementarmathematik  vom  hôheren  Standpunkt  aus.  Teil  I. 

Arithmelik.    Algebra.    Analysis.    Vorlesung    gehallen    in    Wîntersemester 
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1907-08,  ausgearbeilel  von  E.  Hellingek.   —   1  vol.  autographié,  590  p.; 
B.-G.  Teubner.  Leipzig. 

M.  Klein  s'efforce  depuis  de  nombreuses  années  à  combler  daus  la  mesure 
du  possible  les  lacunes  qui  existent  en  Allemagne  entre  l'enseignement 
secondaire  et  l'enseignement  universitaire.  Il  a  rappelé,  avec  raison,  en  bien 
des  occasions,  que  parmi  les  tâches  multiples  qui  incombent  à  l'Université, 
il  en  est  une  qu'elle  a  beaucoup  négligée  jusqu'ici  :  c'est  celle  d'une  prépa- 
ration rationnelle  des  professeurs  de  l'enseignement  secondaire.  Ses  idées 
ont  fait  leur  chemin;  elles  ont  été  largement  prises  en  considération  par  la 
Commission  d'enseignement  des  naturalistes  et  médecins  allemands  dans  le 
Rapport  sur  la  préparation  des  candidats  à  l'enseignement  des  sciences 
présenté  au  Congrès  de  Dresde,  en  1907  (reproduit  in  extenso  dans  l'Eus. 
math,  du  15  janv.  1908). 

Il  est  indispensable  qu'après  avoir  suivi  les  principaux  cours  de  mathé- 
matiques pures  et  appliquées,  les  candidats  à  l'enseignement  trouvent  à 
l'université  un  cours  ou  une  série  de  conférences  qui  leur  présentent  des 
différentes  brandies  mathématiques  dans  leur  ensemble,  leurs  liens  réci- 
proques et  leurs  rapports  avec  les  mathématiques  élémentaires  qu'ils  seront 
appelés  à  enseigner.  C'est  un  pareil  cours  que  M.  Klein  a  fait  à  l'Université 
de  Gœttingue  et,  grâce  à  l'un  des  auditeurs,  M.  Hellinger,  ces  belles  leçons 
peuvent  aujourd'hui  être  étudiées  par  tous  les  étudiants  et  les  jeunes  pro- 
fesseurs qui  lisent  quelque  peu  l'allemand.  Elles  seront  aussi  examinées 
avec  profit  par  les  professeurs  universitaires  chargés  de  la  préparation  des 
candidats  à  l'enseignement. 

Le  premier  volume  contient  les  leçons  consacrées  à  l'Arithmétique,  l'Al- 
gèbre et  l'Analyse  pendant  le  semestre  d'hiver  1907-08.  Il  n'est  guère  besoin 
d'insister  sur  tout  l'intérêt  que  présentent  ces  différents  chapitres  où  l'on 
reconnaît  à  chaque  page  le  maître  éminent  qui  sait  faire  ressortir  l'enchaî- 
nement des  idées  et  les  liens  entre  les  dilférentes  branches.  Des  sujets  même 
très  familiers  au  lecteur  sont  présentés  sous  un  jour  nouveau  et  conduisent 
souvent  à  des  remarques  fort  originales.  Xous  voudrions  pouvoir  citer  ici 
de  nombreux  exemples;  faute  de  place  nous  nous  bornerons  à  une  très  inté- 
ressante remarque  que  l'on  trouve  dans  le  chapitre  consacré  à  la  transcen- 
dance des  nombres  e  et  n.  L'auteur  considère  la  courbe  y  =  ex  et  suppose 
cpie  l'on  ait  marqué  dans  le  plan  l'ensemble  des  points  dont  l'abscisse  x  et 
1  ordonnée  y  sont  des  nombres  algébriques.  Le  plan  semble  entièrement 
couvert,  la  courbe  ne  passe  cependant  par  aucun  de  ces  points,  sauf  par 
x  =  0  ,  y  =  1 .  . 

L'auteur  fait  du  reste  un  appel  constant  aux  méthodes  et  aux  interpréta- 
tions graphiques;  on  voit,  par  l'exemple  ci-dessus,  le  parti  que  Ion  peut  en 
tirer  dans  une  question  où  généralement  on  reste  confiné  dans  le  domaine 
purement  algébrique. 

Voici  les  principales  divisions  de  l'ouvrage  : 

I.  Arithmétique.  Les  opérations  effectuées  sur  les  nombres  entiers  ;  les 
propriétés  fondamentales;  les  bases  logiques;  la  pratique  du  calcul.  —  Les 
premières  extensions  de  la  notion  de  nombre;  les  nombres  négatifs,  frac- 
tionnaires ou  irrationnels.  Mathématiques  de  précision  et  mathématiques 
d'approximation.  —  Des  propriétés  particulières  des  nombres  entiers; 
nombres  premiers;  fractions  continues;  nombre  de  Pythagore;  la  division 
du  cercle.  —  Les  nombres  complexes. 
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II.  Algèbre.  Equations  réelles  à  une  inconnue  réelle,  à  1,  2  ou  .'!  para- 
mètres. —  Les  équations  dans  le  domaine  des  nombres  complexes,  Théorème 
fondamental.  Equation  à  1  paramètre  complexe. 

III.  Analyse.  Logarithme  et  fonction  exponentielle  ;  leur  développement 
historique  ;  le  point  de  vue  moderue.  —  Des  fonctions  goniométriques  ;  ap- 
plications. —  Le  calcul  infinitésimal,  considérations  d'ordre  historique  et 
pédagogique.  —  Appendice  :  Transcendance  des  nombres  e  et  n.  Théorie 
des  ensembles. 

Ajoutons  ([ue  l'ouvrage  de  M.  Klein  diffère  de  YEncyklopaedie  der  Ele- 
mentarniatheniatik  de  MM.  Weber  et  Wellstein  en  ce  que  ces  derniers 
ont  présenté  les  questions  dans  leur  développement  systématique  et  logique, 
tandis  que  le  savant  professeur  de  Gcettingue  s'est  efforcé  à  tenir  compte 
constamment  des  besoins  de  l'école,  où  l'on  doit  accorder  une  large  part  aux 
considérations  d'ordre  psychologique.  «  Le  maître,  dit-il,  doit  être  quelque 
peu  diplomate  ;  il  doit  se  rendre  compte  de  ce  qui  se  passe  dans  le  cerveau 
de  L'enfant,  afin  de  pouvoir  captiver  son  intérêt,  et  il  n'y  réussira  que  s'il 
présente  les  choses  sous  une  forme  intuitive.  L'étude  abstraite  n'est  pos- 
sible que  dans  les  classes  supérieures.  »  H.  Fehr. 

L.  Lecornu.  —  Dynamique  appliquée  (Encyclopédie  scieutilique,  Biblio- 
thèque de  mécanique  appliquée  et  Génie,  dirigée  par  M.  d'Ocagne).  — 
1  vol.  cart.  550  p.,  113  fig.  ;  5  fr.  ;  Doin,  Paris. 

Le  caractère  mathématique  de  la  mécanique  rationnelle  ne  doit  pas  faire 
illusion  sur  la  portée  de  ses  applications.  Les  êtres  abstraits  dont  elle 
s'occupe,  tels  que  les  points  matériels,  les  solides  rigoureusement  indéfor- 
mables, les  fluides  parfaits,  etc.,  n'existent  pas  plus  dans  la  nature  que  les 
figures  idéales  de  la  géométrie  et,  de  même  que  la  surface  d'un  cercle  tracé 
au  compas  n  est  fournie  par  la  formule  connue  que  dans  les  limites  d'appro- 
ximation correspondant  aux  irrégularités  du  papier  et  aux  petits  déplace- 
ments de  la  pointe  supposée  fixe,  de  même  la  dynamique  des  solides  natu- 
rels diffère  plus  ou  moins  de  celle  des  solides  invariables. 

Des  restrictions  du  même  genre  s'imposent  à  chaque  instant  en  dyna- 
mique appliquée.  On  en  trouvera  de  nombreux  exemples  dans  1  ouvrage  de 
M.  Lecornu,  ouvrage  qui  a  pour  but  de  montrer  comment  peuvent  être 
abordées  scientifiquement  les  recherches  techniques  relevant  de  la  dyna- 
mique. Après  un  rapide  résumé  des  théories  de  la  mécanique  rationnelle, 
l'auteur  analyse  les  propriétés  mécaniques  des  solides  naturels.  Puis  vient 
la  dynamique  des  ressorts,  avec  application  étendue  à  la  théorie  de  1  indi- 
cateur de  Watt.  Divers  mouvements,  pendulaires  ou  autres,  sont  ensuite 
passés  en  revue.  La  dernière  partie  est  consacrée  à  la  théorie  des  machines  ; 
elle  comprend  :  la  production  et  l'utilisation  de  la  force  vive,  la  régularisa- 
lion  du  mouvement,  le  freinage,   la  dynamique  des  transmissions. 

Par  la  méthode  d  exposition  et  par  le  choix  des  sujets,  cet  ouvrage  répond 
entièrement  au  but  de  cette  utile  collection. 

Emile  Muller.  ---  Lehrbuch  der  darstellenden  Géométrie  fur  technische 

Hochschulen.   Erster  Band.  —  1  vol.   relié,  gr.   in-8°,  367  p.,  avec  273  lu 
et  3  planches  ;   12  m.  ;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Ce  Traité  de  Géométrie  descriptive  est  destiné  aux  élèves  des  écoles  tech- 
niques  supérieures  ;   il   donne,    avec    quelques    développements,    les    leçons 
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fuites  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Vienne  pour  les  sections  des  ingé- 
nieurs constructeurs  et  des  architectes.  L'auteur  suppose  connus  les  élé- 
ments généralement  enseignés  dans  les  sections  techniques  des  gymnases. 
Dans  ce  premier  volume  il  étudie  les  problèmes  fondamentaux  concernant 
la  droite  et  le  plan,   puis  la    représentation  des   courbes   et    des   surfaces   à 

I  aide  de  la  projection  orthogonale  sur  deux  plans.  Les  nombreuses  cons- 
tructions et  applications  qui  accompagnent  les  développements  théoriques 
se  rattachent  en  grande  partie  aux  sciences  techniques. 

Ce  livre  sera  certainement  bien  accueilli  des  étudiants  auxquels  il  est  des- 
tiné et  nous  croyons  qu  il  rendra  aussi  de  bons  services  aux  professeurs  de 
Géométrie  descriptive  des  établissements  secondaires  et  supérieurs. 

M.  d  Ocagne.  —  Calcul  graphique  et  Nomographie.  —  1  vol.  in-18,  cartonné 

toile,  de  400  p.  avec  146  fig..  5  fr.  ;  Doin.  Paris. 

Ce  volume  fait  partie  de  la  collection  des  encyclopédies  scientifiques  pu- 
bliées sous  la  direction  du  Dr  Toulouse.  On  sait  qu'elle  comprend  une  sec- 
tion des  mathématiques  appliquées  dirigée  par  M.  d  Ocagne.  Afin  de  bien 
délimiter  les  différentes  sections,  la  Rédaction  a  réservé  le  terme  des  ma- 
thématiques appliquées  aux  trois  catégories  suivantes  :  A,  Science  du  cal- 
cul; B.  Analyse  appliquée  à  la  science  de  la  valeur:  C.  Géométrie  appliquée 
à  la  détermination  des  positions  et  à  la  représentation  des  figures  terrestres. 

Le  présent  volume,  consacré  au  Calcul  graphique  et  à  la  homographie, 
appartient  à  la  catégorie  C.  Ces  deux  divisions  correspondent  aux  deux 
formes  sous  lesquelles  la  méthode  graphique  intervient  dans  ses  applications, 
de  plus  en  plus  nombreuses  aux  sciences  techniques  qui   utilisent  le  calcul. 

II  s'agit,  d  une  part,  de  l'exécution  d  épures  portant  sur  des  segments  re- 
présentatifs des  nombres  soumis  au  calcul  [Calcul  graphique  proprement 
dit)  ;  d'autre  part  de  construction  de  tableaux  graphiques  cotés,  nomo- 
grarnmes  ou  abaques,  représentatifs  des  formules  ou  équations  à  résoudre, 
dont  ils  fournissent  à  simple  vue  les  résultats  (Nomographie  . 

La  première  de  ces  deux  disciplines  a  été  réduite  à  l'état  de  corps  de 
doctrine  autonome,  principalement  par  les  travaux  de  M.  Massa  a,  la  se- 
conde par  ceux  de  M.  d'Ocagne  lui-même,  qui  s'est  efforcé  dans  le  présent 
volume  (développement  du  cours  libre  fait  par  l'auteur  à  la  Sorbonne  au 
printemps  de  1907),  de  les  amener  l'une  et  l'autre  à  une  forme  purement 
didactique,  sous  laquelle  les  principes,  nettement  mis  en  évidence  et  éclai- 
rés par  de  nombreux  exemples,  s'enchaînent  suivant  un  ordre  absolument 
rationnel. 

La  première  partie  \  Calcul  graphique )  comprend  les  opérations  arithmé- 
tiques, la  résolution  des  systèmes  d 'équations  linéaires  et  des  équations  de 
degi'é  quelconque,  1  interpolation  parabolique,  lintégration  graphique  ;  la 
seconde  ( Nomographie /.  la  représentation  par  lignes  concourantes,  par 
points  alignés  et  par  éléments  mobiles,  pour  se  terminer  par  un  résumé  de 
la  théorie  générale  de  tous  les  modes  possibles   de  représentation 

Biaise  Pascal.  —  Œuvres.  Publiées  et  annotées  par  MM.  Léon  Bruisschwicg 
et  Pierre  BouTHOGX.  —  3  volumes  in-8°.  à  7  ir.  50  le  volume;  Hachette. 
Paris.   1908. 

Cette  nouvelle  et  riche  édition  des  œuvres  de  Pascal  ne  peut  guère  être 
analysée  ici  qu  en  ce  qui  concerne  les  travaux  de  mathématiques  et  de  phy- 
sique qu'elle   renferme. 
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A  ce  point  de  vue  il  tant  parler  surtout  de  la  correspondance  d'Etienne 
Pascal  avec  Fermai  h  Roberval,  de  {'Essai  pour  les  Coniques,  de  la  Gene- 
ratio  conisectionum,  de  la  Dédicace  avec  l'Avis  >-t  le  Privilège  de  la  Machine 
arithmétique,  des  divers  trait»'-  mathématiques  de  1654,  de  I  Adresse  à 
I  Académie  parisienne  de  mathématiques  et  enfin  «le  la  correspondance  de 
Biaise  Pascal  lui-même  avec  Fermât.  Le  rôle  d'Etienne  Pascal  ne  doil  pas 
étonner,  car  1rs  auteurs  de  la  publication  ont  pensé ' à  nous  présenter 
Biaise  Pascal  au  milieu  des  siens,  lesquels  ont  eu,  connu,  on  -ait,  une  m 
grande  influence  sur  la  vie  et  les  travaux  du  célèbre  philosophe. 

L  admirable  Essai  pour  les  Coniques,  qui  prouvait  la  précocité  du  jeune 
Pascal,  est  trop  connu  pour  qu'on  y  ramène  l'attention.  Ce  que  l'on  sait 
moins  c  est  que  la  Machine  arithmétique  lui  imaginée  peu  après  el  Pascal 
eut  plus  de  mal  à  diriger  les  ouvriers  qui  devaient  la  construire  qu'à  en  in- 
venter le  principe,  d'où  des  descriptions  curieuses  tant  par  leur  minutie 
que  par  les  planches  qui  h-  accompagnent. 

Le  Becond  volume  débute  par  la  Première  Narration  de  Roberval  sur  le 
Vide.  Pascal  est  maintenant  à  Paris:  il  s'y  fait  connaître  par  des  exposés 
publics  où  la  contradiction  possible  ne  l'effraye  pas.  II  soutient  dan-  de 
nombreux  écrits  ses  vues  appuyées  sur  1  expérience  de  Torricelli.  Nous 
rencontrons  notamment  ici  le  Récit  de  la  grande  expérience  sur  l'Equilibre 
des  liqueurs  et  des  Fragments  du  Traité  du  Vide. 

Dans  h-  troisième  volume,  qui  va  de  l'entrée  de  Jacqueline  Pascal  à  Port- 
Royal .  jusqu'au  Mémorial  de  novembre  1654,  nous  voyons  Pascal,  avec  une- 
fécondité  prodigieuse,  revenir  définitivement  sur  l'Equilibre  des  liqueurs 
dans  un  Traité  auquel  il  en  ajoute  bientôt  un  autre  sur  la  Pesanteur  et  la 
Masse  de  l'Air.  C'est  peu  après  que  se  place  aussi  son  Adresse  à  1  Académie 
parisienne  où  il  a  surtout  en  vue  ses  recherches  arithmétiques.  Là  nous 
trouvons  encore  la  correspondance  entre  Pascal  el  Fermât  et  surtout  son 
fameux  traité  du  Triangle  arithmétique  qui  ne  lui  sert  pas  seulenn  ni 
culer  les  coefficients  du  binôme,  mai-  qui  intervient  dan-  bien  d  autres  ques- 
tion- arithmétiques  et  dans  le  calcul  des  probabilités. 

Ces  quelques  lignes  ne  peuvent  donner  qu'une  idée  bien  imparfaite  des 
trois  magnifiques  volumes  qui  composent  la  publication.  Il  ne  faut  pas 
oublier  surtout  qu'entre  les  écrits  purement  scientifiques  s  intercalent  ions 
les  autres  où  Pascal  apparaît  comme  penseur,  comme  philosophe  et  comme 
écrivain.  Et  l'impression  philosophique  et  poétique  qui  se  dégage  de  I  en- 
semble ne  peut  qu'aider  à  la  compréhension  de'ce  génie  aussi  puissant  par 
le  sentiment  que  par  la  méthode. 

A.  Buhl   Toulouse). 

I.  Scbick.  — Isomorphopolzentrik    —  1  vol.  in-8°.    118  p.,  :;  Mk.  :  Franz- 
scher  Verlag,  Mnnchen,  1908. 

Non-  avons  rendu  compte  ici  même  d'un  opuscule  du  même  auteur  intitulé 
Barytomik.  Le  nouveau  volume  de  M  Schick  continue  le  précédenl  el  s  oc- 
cupe aussi  de  Géométrie  du  1 1 - i . 1 1 1 _r ! •  -  pour  laquelle  il  utilise  des  méthodes 
élémentaires  exposées  avec  clarté  Voici,  a  peu  près,  comment  I  auteur  ré- 
sume lui-même  son  travail. 

Les  recherches  actuelles  oui  trail  d'abord  a  la  forme  du  triangle  X.YZ 
ayant  pour  sommets  les  projections  orthogonales  d  un  point  variable  I'  sur 
les  coté>  d  un  triangle  fondamental  ABC  :  il  b  agi)   don<    d.  -   angh  -  de  ces 
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triangles  XYZ.  et  des  rapports  de  leurs  côtés  ;  on  cherche  les  propriétés 
des  centres  isogonaux  de  triangles  inscrits  semblables  entre  eux,  ainsi  que 
des  points  apparentés  à  ces  centres  ;  d'importants  problèmes  d'inscriptions 
de  figures,  déjà  résolus  par  Newton,  s'éclairent  ici  d'un  jour  nouveau  ;  enfin 
des  problèmes  inédits,  ayant  pour  cas  particuliers  des  propriétés  exposées 
dans  la  Barytomik,  sont  examinés  dans  le  présent  ouvrage  et  rattachés  à 
d'autres  questions  relatives  à   la  Géométrie  du  triaugle. 

M.  Stuyvaert  (Gand). 

K.   Schwernig.  —    Handbuch  der  Elementarmathematik  fur  Lehrer.  — 
1  vol.  gr.  in-8°,  cart.,  'i07  p.  et  143  fig.  ;  8  in.;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Ce  livre  contient  les  principaux  chapitres  d'Arithmétique,  d'Algèbre,  de 
Géométrie  et  de  Trigonométrie,  qui  font  généralement  partie  des  plans 
d  étude  des  gymnases  allemands.  Il  les  présente  avec  plus  de  développe- 
ment qu'on  ne  peut  le  faire  à  l'école.  Les  maîtres  et  les  élèves  avancés  y 
trouveront  donc  des  compléments  utiles  qui  leur  montrent  quels  sont  les 
principes  fondamentaux  des  mathématiques  élémentaires,  ainsi  que  quelques 
tendances  modernes  dans  les  méthodes  de  démonstration.  Par  contre,  il  ne 
tient  pas  compte  des  transformations  que  subissent  les  plans  d'études  en 
vue  d'accorder  une  large  place  à  la  notion  de  fonction  et  aux  représentations 
graphiques. 
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1.    Sommaires  des  principaux  périodiques: 

Annali    di   Matematica.  —  Directeurs  :    L.    Biaxciii,    O.   Dim,  G.    Jung,    C. 

Segke.  —  Série  III.  T.  XV,  llebeschini  di  Turali  e  C.,  Milan. 

Cerruti  :  Le  matematiche  pure  e  misle  nei  primi  dodici  Congressi  délia 
Societa  Italiana  per  il  progresso  délie  scienze.  —  Lauricella :  Sulle  equa- 
zoni  integrali.  —  Tonelli  :  I  polimoni  d'approssiraazione  di  Tçhebychev.  — 
Fubini:  Snl  princîpio  di  minimo  di  Dirichlet.  —  Tedone  :  Sui  nielodi  délia 
fisicamatematica.  —  Saxma  :  Nuova  esposizione  délia  geometria  infinitési- 
male délie  congruenze  rettilinee.  —  Bf.ppo  Levi  :  Antimoine  logiche.  — 
Scorza  :  Le  varietà  a  curve  sezioni  ellittiche.  —  Niels  Nielsen  :  Sur  la  con- 
vergeance  uniforme  d'une  classe  de  séries  infinies.  —  Burcatti  :  Sulla 
teoria  dell'  equazione  a  derivate  parziali.  —  Amai.di  :  Sui  principali  resul- 
!;iii  otlenuti  nella  teoria  dei  gruppi  contiuui  dopo  la  morte  di  Sophus  Lie 
(1898-1907).  —  Siîkana  :  Sulla  deformazione  infinitesima  délie  ipersuperficie. 

Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  publiés 
par  les  secrétaires  perpétuels.  Gauthier- Villars,  Paris. 
2mc  semestre,    1908.    —  6  juillet.  —    J.    Boussinesq  :    Sur   une    hypothèse 

fondamentale    implicitement    admise   dans  notre  enseignement  classique  de 
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l'Astronomie.  (Voir  ;inssi   séances  du  15  et   27  juillet).   —  A.   Miller  :  Sur 

un  problème  relatif  à  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
type  hyperbolique.  — Jacob:  Nouvel  intégromètre. 

15  juillet.  —  Edm.  Maillet:  Sur  certains  systèmes  d'équations  différen- 
tielles.  —  A.  Dknjoy  :  Sur  les  produits  canoniques  de  genre  infini. 

22  juillet.  —  Tzitzéica  :, Sur  les  surfaces  réglées.  —  H.  W.  et  E.  Yung  : 
Sur  les  fonctions  algébriques  de  deux  variables.  —  EsclÀngon  :  Sur  les  so- 
lutions périodiques  d'une  équation  fonctionnelle  linéaire. 

27  juillet.  —  Stuyv.ïrt  :  Une  sexlique  gauche  circulaire. 

3  août.  —  G.  Darboux:  Sur  un  problème  relatif  à  la  théorie  des  systèmes 
orthogonaux  et  à  la  méthode  du  trièdre  mobile.  —  Haag  :  Sur  les  familles 
de  Lamé  composées  de  surfaces  égales.  —  G.  Remoundos  :  Sur  la  tendance 
des  systèmes  matériels  à  échapper  au  frottement. 

10  août.  —  G.  Darboux  :  Sur  un  problème  relatif  à  la  théorie  des  sys- 
tèmes orthoganaux  et  à  la  méthode  du  trièdre  mobile  (voir  aussi  séances 
du  17  et  24  août).  —  A.  Pellet  :  Sur  les  équations  ayant  toutes  leurs  raci- 
nes réelles.  —  Haag:  Sur  quelques  mouvements  remarquables. 

17  août.  —  P.  Cousin  :  Sur  les  fonctions  périodiques. 

2i  août.  —  A.  Demoulin  :  Sur  la  théorie  des  lignes  asymptoliques.  t  — 
G.  Remoundos  :  Sur  les  zéros  des  intégrales  d'une  classe  d'équations  diffé- 
rentielles. —  Haag  :  Sur  la    viration  de  deux  surfaces  réglées. 

31  août.  —  Studolkievicz  :  Sur  le  problème  de  Pfaff.  —  P.  Cousin  :  Sur 
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Note  posthume  ^'Amédée  Mannheim 


Lorsque V Enseignement  mathématique  entreprit  la  publication  de  l'Enquête 

sur  la  méthode  de  travail  des  mathématiciens,  le  nom  d'Amédée  Mannheim 
tut,  parmi  les  géomètres  français  contemporains,  l'un  de  ceux  que  nous 
désirions  le  plus  voir  figurer  dans  cette  consultation.  Nos  instances,  malheu- 
reusement, vinrent  se  heurter  à  une  irréductible  modestie,  à  une  invincible 
répugnance  à  parler  publiquement  de  lui-même  ;  nous  le  regrettions  sans 
nous  en  étonner,  mais  nous  n'eûmes  pas   l'indiscrétion  d'insister  davantage. 

Mannheim,  cependant,  ne  s'était  pas  désintéressé  de  la  question;  la  note 
qu'on  va  lire  a  été  retrouvée  dans  ses  papiers,  écrite  entièrement  de  sa 
main  ;  la  rédaction  doit  en  remonter  à  1903-1904  très  probablement.  Nous 
remercions  respectueusement  la  famille  de  cette  communication,  et  nous  en 
considérons  la  publication  comme  étant  d'un  grand  intérêt  philosophique, 
particulièrement  à  [heure  actuelle. 

Notre  enquête,  en  effet,  a  provoqué,  depuis  sa  publication,  des  travaux  à 
côté  considérables,  qui  ont  à  juste  titre  attiré  l'attention  publique;  elle  a 
pris  en  quelque  sorte  une  extension  latérale  tout  à  fait  imprévue.  Plus  que 
jamais  la  question  est  à  l'ordre  du  jour,  depuis  la  publication  toute  récente 
de  remarquables  articles  de  M.  Henri  Poincaré,  reproduits  ici-même  et  soi- 
gneusement signalés  aux  lecteurs  de  1 Enseignement  mathématique  (sept. 
1908). 

L'identité  des  opinions  des  deux  savants  est  manifeste  sur  les  points  les 
plus  essentiels.  Il  faut  voir  là,  non  pas  une  coïncidence  fortuite,  une  ren- 
contre du  hasard,  mais  bien  une  concordance  nécessaire,  apportant  la 
preuve  philosophique  de  la  justesse  des  vues  émises.  Cette  preuve  est 
d'autant  plus  éclatante  qu'il  s'agit  de  deux  géomètres  dont  les  travaux  ont 
été  inspirés  par  des  directions  d  idées  très  différentes.  L'un  est  surtout  ana- 
lyste et  philosophe  ;  l'autre  consacra  sa  vie  entière  à  la  géométrie  pure  et 
à  ses  applications. 

Ce  supplément  à  notre  enquête,  apporté  du  fond  de  son  tombeau  par  le 
savant  que  nous  regrettons  tant,  nous  est  extrêmement  précieux  et  nous 
sommes  persuadés  qu  il  intéressera  au  plus  haut  point  nos  lecteurs. 

|n.  d.  i..  R.l 

l'ne  lettre  de  M.  Maillet  insérée  dans  {'Enseignement 
mathématique  (t.  III,  1901,  p.  58)  expose  l'intérêt  que  pré- 
senterait une  enquête  sur  la  méthode  de  travail  des  mathé- 
maticiens. Non  seulement  la  Rédaction  de  cette  Revue  adopta 

1,'Enseignement  mathcm  .  Il'  année;  1  woy .  11 
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l'idée  de  M.  Maillet,  mais  pour  faciliter  les  réponses  publia 
un  questionnaire  (t.  IV,  1902,  p.  208)1. 

Gomme  il  est  très  pénible  de  parler  de  soi-même,  j'avais 
pensé  à  une  réponse  anonyme.  On  m'a  fait  remarquer  qu'une 
telle  réponse  perdrait  tout  intérêt  si  la  personnalité  était 
inconnue.  Je  me  suis  demandé  aussi  quelle  serait  l'utilité 
de  celte  enquête  et  j'ai  douté  qu'elle  fût  très  grande  jusqu'au 
jour  où,  causant  avec  un  philosophe  des  plus  éminents,  il 
m'assura  qu'elle  intéresserait  extrêmement  les  philosophes 
et  qu'ils  en  retireraient  non  seulement  des  données  bonnes  à 
réunir,  mais  peut-être  des  conséquences  difîiciles  à  prévoir. 

En  général,  beaucoup  de  penseurs  ont-ils  fait  sur  eux- 
mêmes  un  retour  assez  précis  pour  pouvoir  démêler  la  façon 
dont  ils  marchent  vers  la  découverte  d'une  vérité  ?  C'est 
peut-être  difficile  parce  qu'on  ne  suit  pas  toujours  la  même 
voie  et  qu'on  n'emploie  pas  toujours  les  mêmes  procédés  de 
travail.  Certains  mathématiciens  ont  probablement  reculé 
devant  cet  examen  pour  ainsi  dire  anatomique  de  leur  pensée. 

Et  puis,  quelques  mathématiciens  découvrent  par  le  calcul 
des  résultats  qu'ils  exposent  géométriquement,  et  d'autres 
font  l'inverse  et  emploient  la  géométrie  pour  arriver  à  des 
résultats  qu'ils  comptent  bien  exposer  analytiquement. 

Dans  les  deux  cas,  ils  ne  veulent  pas  avouer  leur  manière 
d'opérer,  ne  l'ayant  adoptée  que  parce  qu'ils  la  jugent  plus 
conforme  à  leur  intérêt  au  point  de  vue  de  l'appréciation 
qu'on  pourra  porter  sur  leurs  travaux. 

Quant  à  moi,  je  puis  dire  tout  de  suite  que  c'est  par  la  voie 
géométrique  et  uniquement  par  cette  voie  que  je  suis  arrivé 
aux  vérités  géométriques  que  j'ai  découvertes. 

Je  sais  d'avance  que  je  brave  certaines  critiques,  en  remon- 
tant aussi  loin  que  possible  dans  mes  souvenirs  d'enfant, 
d'élève  ou  de  professeur,  pour  essayer  de  répondre  aux 
questions  posées.  J'espère  pourtant  apporter  mon  contingent 
aux  éclaircissements  demandés.  C'est  ce  qui  m'a  décidé  à  les 
noter.  Il  m'est  particulièrement  facile  de  dire  d'une  façon 
précise  à  quelle  époque  et  dans  quelles  circonstances  le  goût 


*  Dans  le  même  but,  une  question    2'i'ilïi  tut  posée  en  1902  dans  l' Intermédiaire  ;  de  courtes 
réponses  à  cette  question  furent  publiées  la  même  année  à  la  page  3:10. 
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des  sciences    mathématiques    s'est  montré  en  moi  pour  la 
première  fois. 

Un  jeune  maître,  débutant  comme  professeur  d'arithméti- 
que (M.  Ch.  Marin)  à  l'Ecole  primaire  où  jetais  élève,  eut  la 
curiosité  de  se  demander  si,  parmi  des  enfants  d'une  dizaine 
d'années,  il  s'en  trouverait  un  seul  capable  de  comprendre 
un  raisonnement  géométrique. 

Il  exposa  donc  les  premières  propositions  du  livre  I  de  la 
géométrie  de  Legendre.  Il  fit  plus  tard  composer  les  petits 
élèves  de  sa  classe.  Au  moment  de  la  composition,  comme 
j'avais  mal  aux  yeux,  il  m'offrit  d'écrire  sous  ma  dictée.  Il 
fut  si  étonné  de  ma  démonstration  qu'il  s'arrêta  pour  me 
demander  si  je  la  comprenais  bien. 

Je  lui  répondis  :  mais  oui,  j'ai  bien  compris  celle-ci  et  les 
autres.  Seul  à  donner  une  solution,  j'eus  le  prix  de  géométrie, 
un  volume  que  j'ai  toujours  gardé  et  qui  porte  la  date  :  7,re 
1841.  J'avais  dix  ans. 

Ainsi,  encore  enfant,  j'avais  été  capable  de  faire  tenir 
debout  un  raisonnement  géométrique. 

Naturellement,  en  1841  et  les  années  suivantes,  je  ne  pou- 
vais avoir  aucune  idée  des  applications  des  sciences  mathé- 
matiques, et  c'est  par  elle-même  que  la  géométrie  m'intéres- 
sait. 

Après  avoir  quitté  l'Ecole  primaire  et  pendant  les  années 
qui  ont  suivi,  je  suis  revenu  souvent  de  moi-même  au  pos- 
tulatum  d'Euelide. 

Je  dois  reconnaître  que  mes  tentatives  de  recherches  à  ce 
sujet  m'ont  été  extrêmement  utiles,  comme  développement 
de  mon  entendement  mathématique.  Pendant  mes  études, 
j'ai  cherché  ainsi  un  grand  nombre  de  problèmes. 

Demeurant  à  une  demi-heure  de  marche  de  l'Institution 
Martelet  où  j'étais  externe,  je  cherchais  ces  problèmes  de 
tête  pendant  le  trajet.  C'est  peut-être  ce  qui  m'a  habitué  à  ce 
genre  de  travail.  A  mon  avis,  il  est  très  avantageux  d'opérer 
sans  aucune  figure  sous  les  yeux,  parce  qu'on  est  amené 
ainsi  à  supprimer  ce  qui  est  inutile  pour  la  solution  et  qu'on 
doit  chercher   avant  tout    à   simplifier. 

Quant   à   la    vue   de   l'espace,    l'exercice   la    rend    si    facile 
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qu'il  devient  gênant  d'avoir  un  dessin  devant  soi.  De  plus, 
on  a  l'avantage  de  pouvoir  travailler  à  tout  instant  et  n'im- 
porte où.  Aussi,  depuis  cette  époque,  j'ai  toujours  pratiqué 
et  recommandé  le  travail  de  tète. 

Lorsque  les  problèmes  proposés  étaient  susceptibles  d'une 
solution  analytique  et  d'une  solution  géométrique,  c'est  cette 
dernière  que  je  cherchais.  J'avais  besoin  d'une  solution  me 
permettant  de  savoir  constamment  où  j'en  étais1.  Du  reste, 
à  cette  époque,  dans  l'application  des  méthodes  analytiques, 
on  développait  tous  les  calculs,  ce  qui  n'avait  rien  d'attrayant. 

Pendant  mon  année  de  spéciales,  les  conférences  de  M. 
Suchet  sur  des  matières  complémentaires  du  programme  me 
firent  connaître  les  travaux  de  Poncelet  que  j'étudiai  tout  de 
suite.  Aussi  ma  première  publication  personnelle  est  une 
note  sur  la  théorie  des  polaires  réciproques. 

Je  parcourus  tous  les  volumes  des  Annales  de  Gergonne 
pour  savoir  si  des  travaux  sur  le  même  sujet  avaient  été 
publiés.  Mais  j'avais  eu  le  soin  de  rédiger  d'avance  mon  tra- 
vail afin  de  ne  subir  aucune  influence. 

J'ai  toujours  agi  de  la  même  manière,  bien  sur,  alors,  de 
conserver  mon  mode  propre  d'exposition.  Je  n'ai  jamais  pu 
m'astreindre  à  lire  tout  d'abord  une  démonstration  sans  en 
avoir  cherché  une  moi-même.  En  d'autres  termes,  j'ai  tou- 
jours eu  besoin  d'entrer  personnellement  dans  un  sujet 
avant  de  suivre  un  auteur. 

Des  notes  publiées  dans  les  Nouvelles  Annales  et  dans  les 
Annales  de  Tortolini,  etc.  permettent  de  voir  comment  j'ai 
été  amené  aux  formules  élémentaires  que  Bour  a  reproduites 
dans  sa  Cinématique,  formules  que  je  n'avais  pas  recherchées 
tout  d'abord. 

Mais  il  n'en  fut  pas  de  même  lorsqu'en  1865,  j'ai  com- 
mencé l'étude  du  déplacement  dans  l'espace  ;  je  savais  fort 
bien  d'avance  que  je  me  proposais  de  trouver  une  méthode 
des  normales  dans  l'espace. 

Pour  la  constituer,  j'ai  traité  de  nombreux  cas  particuliers 

1  «  ,li-  n'aimais  point  cette  manière  d'opérer  sans  voir  ce  qu'on  fait;  il  me  semblait  que 
résoudre  un  problème  de  géométrie  par  les  équations,  c'était  jouer  un  air  en  tournant  une 
manivelle  ». 

(Jean-Jacques  Rousseau  —  les  Confessions  part.  I  livre  VI). 


LIN  V  ENTl  (>  N   M  A  T II E  M  AT/QU  E  1 65 

des  déplacements  des  figures  et  cherché  à  voir  les  points 
communs  qui  subsistaient  dans  les  solutions  de  tous  les  cas. 

De  ces  recherches  préparatoires*  je  n'ai  rien  publié.  J'ai 
seulement  fait  connaître  la  solution  du  problème  dans  le  cas 
le  plus  général  du  déplacement  dune  figure  de  grandeur 
invariable.  Ici,  je  savais  où  je  voulais  arriver,  tandis  que 
pour  d'autres  questions,  des  développements  successifs 
m'amenaient  à  des  résultats  que  je  ne  soupçonnais  pas. 

On  voit  bien  là  deux  modes  différents  de  travail. 

Lorsque  je  commençais  une  nouvelle  étude,  je  me  trou- 
vais dans  la  situation  d'un  voyageur  arrivant  dans  une  ville 
qu'il  ne  connaît  pas.  Il  a  devant  lui  des  rues  qui  se  res- 
semblent, aussi  doit-il  les  parcourir  un  certain  nombre  de 
fois  pour  les  différencier.  Dans  ces  promenades,  il  aperçoit 
des  choses  qu'il  n'avait  pas  même  remarquées  et  il  s'est 
tellement  familiarisé  avec  les  tenants  et  aboutissants,  qu'il  peut 
se  rendre  d'un  point  à  un  autre  sans  y  penser. 

Tout  cela  peut  se  répéter  à  propos  d'une  étude  nouvelle. 
Le  travail  intellectuel  qu'elle  nécessite  prépare  surtout  à  voir 
ce  qu'on  n'avait  pas  aperçu  tout  d'abord. 

Je  parle  ici  d'un  ensemble  et  non  pas  de  simples  pro- 
priétés géométriques  comme  celles  qu'on  propose.  Elles 
s'obtiennent  de  différentes  manières  ;  l'un  des  procédés 
employés  consiste  à  rapprocher  deux  constructions  diffé- 
rentes servant  à  déterminer  un  même  point  remarquable 
d'une  figure. 

Je  ne  crois  ni  au  hasard  ni  à  l'inspiration  dans  les  décou- 
vertes mathématiques. 

Seulement,  lorsqu'on  s'absorbe  dans  une  recherche,  à  côté 
du  travail  voulu,  conscient,  il  y  en  a  un  autre  que  j'appellerai 
inconscient.  C'est  le  résultat  de  ce  travail-là,  lorsqu'il  ap- 
paraît, que  l'on  qualifie  de  hasard  ou  d'inspiration. 

Ce  travail  inconscient  a  généralement  lieu  pendant  le  som- 
meil. On  voit  parfois,  au  moment  du  réveil,  le  point  faux 
d'une  démonstration  qu'on  avait  crue  parfaite  en  s'endormant. 
Entre  l'état  de  veille  et  le  sommeil  complet,  il  y  a  un  état  par- 
ticulier qui  est  favorable  à  ce  travail  inconscient  dont  je  re- 
parlerai plus  loin. 


166  A.    MANNHEIM 

Mon  travail  de  tète  était  toujours  noté  pendant  les  matinées 
suivantes.  Au  moyen  de  ces  notes  que  je  complétais,  je  fai- 
sais rapidement  une  première  rédaction,  en  ayant  soin  de 
démontrer  les  propriétés  dont  j'avais  l'ait  usage,  avant  toute 
vérification,  parce  que  je  les  sentais  vraies. 

J'ai  remarqué  aussi,  bien  des  l'ois,  l'impossibilité  où  j'étais 
d'entreprendre  une  nouvelle  recherche  avant  d'avoir  mis  sur 
le  papier  la  première  rédaction  dont  je  parle;  mais  il  suffi- 
sait qu'elle  lût  écrite  pour  reprendre  ma  liberté  d'esprit.  Je 
laissais  alors  de  côté  cette  rédaction  pendant  un  certain  temps. 
Je  ne  l'oubliais  pourtant  pas,  car  les  questions  dont  j'enten- 
dais parler,  me  paraissaient  se  rapporter  à  ces  recherches 
ainsi  consignées  et  que  je  laissais  dormir. 

Plus  tard,  lorsque  je  reprenais  ma  première  rédaction,  je 
m'apercevais  vite  qu'elle  n'aurait  pas  été  comprise,  puisque 
j'avais  besoin  moi-même  de  l'étudier  pour  en  bien  saisir 
toutes  les  parties;  elle  me  semblait,  en  quelque  sorte,  le  tra- 
vail d'un  autre. 

C'est  que,  lorsqu'on  est  très  plein  de  son  sujet,  et  confiant 
dans  sa  mémoire  pour  les  détails,  on  est  toujours. beaucoup 
trop  concis. 

VA  alors  il  se  produisait  cette  particularité,  qu'en  voulant  la 
modifier,  dans  la  seule  intention  de  lui  donner  plus  de  clarté, 
il  surgissait,  comme  venant  d'un  autre,  des  développements 
nouveaux  que  je  ne  puis  attribuer  qu'au  travail  inconscient. 
Certains  problèmes  ont  résisté  assez  longtemps  à  mes  re- 
cherches ;  j'avais  d'autant  plus  le  désir  de  les  résoudre;  il 
m'est  pourtant  arrivé  souvent  d'aboutir,  à  force  d'y  penser, 
à  une  solution  tellement  simple  que,  pour  prendre  la  peine 
de  la  publier,  je  devais  me  reporter  au  grand  désir  que  j'avais 
eu  de  la  connaître,  désir  qui  pouvait  être  partagé  par  d'autres. 
Le  travail  mathématique  exige  un  certain  entraînement.  A 
ce  point  de  vue,  après  les  vacances,  les  premières  leçons  de 
mon  cours  étaient  extrêmement  favorables. 

L'habitude  de  travailler  au  milieu  du  bruit  se  prend  très 
facilement  à  l'École  polytechnique  où,  dans  des  salles  de 
8  à  10  élèves  tous  n'étudient  pas  en  môme  temps  et  silen- 
cieusement. Pour  moi,  non  seulement  je  ne  redoutais  pas  le 
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bruit,  mais  je  le  recherchais.  Ainsi  je  suis  souvent  monté  en 
omnibus,  sans  avoir  de  but  déterminé,  parce  que  la  trépida- 
tion bruyante,  le  brouhaha,  venaient  à  mon  aide  pour  achever 
une  solution. 

C'est  à  cette  faculté  de  m'abs traire  au  milieu  du  bruit  que 
se  rattache  l'utilité  de  la  musique  pour  mon  travail.  Que  de 
l'ois  suis-je  allé  au  concert  sans  y  percevoir  le  plus  petit  mor- 
ceau de  musique,  mais  j'y  travaillais  très  bien. 

Voici  à  ce  propos  un  souvenir  absolument  précis.  Dès  la 
première  année  de  mon  professorat  je  n'ai  voulu  employer 
dans  mon  enseignement  que  des  démonstrations  géométri- 
ques; mais  je  ne  trouvais  pas  celle  concernant  la  trace  de  la 
surface  d'ombre  dune  ellipse  éclairée  par  un  cercle. 

Un  jour,  fatigué  par  cette  recherche  et  désireux  de  changer 
le  cours  de  mes  idées,  j'entrai  au  Théâtre  lyrique  où  on 
jouait  la  Traviata.  Les  premières  mesures  de  l'orchestre 
arrivèrent  seules  à  mes  oreilles  et  l'obsédante  question  me 
reprit.  En  sortant  du  théâtre,  sans  doute  la  musique  aidant, 
je  possédais  la  solution  désirée,  mais  je  ne  connaissais  nulle- 
ment la  Traviata  ! 

On  voit  par  ce  qui  précède,  que  j'ai  tout  simplement  tra- 
vaillé selon  ma  nature. 

Chacun  agit  de  même  .  .  .  aussi  je  doute  beaucoup  que  ma 
méthode  de  travail  puisse  modifier  celle  de  n'importe  qui. 


INE  LEÇON  DE  THERMODYNAMIQUE 

Sur  les  Cycles  Réversibles. 


La  notion  du  cycle  réversible  fut  particulièrement  féconde 
pour  la  thermodynamique.  Elle  servit  de  point  de  départ 
pour  établir  le  principe  de  Carnot,  appelé  aussi  le  second 
principe  de  la  théorie  de  la  chaleur.  En  raison  d'une  pareille 
importance  l'exposition  du  cycle  réversible  dans  l'enseigne- 
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ment  doit  nécessairement  faire  l'objet  de  beaucoup  de  soins, 
et  c'est  à  ce  point  de  vue  que  nous  croyons  utiles  les  déve- 
loppements qui  vont  suivre.  Nous  y  fûmes  conduits  au  cours 
de  leçons  sur  la  thermodynamique. 

Ainsi  que  le  fait  déjà  observer  Glalsius  r,  chaque  cycle 
réversible  est  susceptible  d'une  décomposition  en  une  quan- 
tité de  cycles  de  Carnot  infiniment  étroits,  que  nous  nom- 
merons- élémentaires,  et  qui  sont  toujours  limités  par  deux 
portions  d'isothermes  comprises  entre  deux  adiabatiques  voi- 
sines. Or  cette  décomposition  d'un  cycle  quelconque  en  cy- 
cles élémentaires  n'est  pas  la  seule  que  l'on  puisse  imaginer; 
il  y  en  a  au  contraire  six  différentes  qui  s'offrent  à  l'esprit, 
comme  nous  allons  tout  de  suite  le  rappeler.  La  raison  qui 
conduit  à  choisir  le  cycle  de  Carnot  est  que  celui-ci  jouit  de 
propriétés  tout  à  fait  spéciales,  particulièrement  en  ce  qui 
concerne  le  rendement,  de  propriétés,  disons-nous,  qui  en 
font  le  plus  avantageux  de  tous  les  cycles  élémentaires.  Le 
but  que  nous  nous  proposons  ici  est  donc  de  passer  en  revue 
les  cycles  élémentaires  typiques  et  fondamentaux  afin  de  re- 
connaître en  quoi  ils  diffèrent  entre  eux,  et  de  mettre  par 
cela  même  bien  en  évidence  la  supériorité  du  cycle  de  Car- 
not. Cette  étude  peut  se  faire  par  les  procédés  les  plus  élé- 
mentaires de  l'analyse  mathématique. 

Les  six  cycles  fondamentaux. 

Nous  désignerons  par  c,  p,  T,  le  volume,  la  pression  et  la 
température  absolue  d'un  corps,  par  cv  ,  cpses  deux  chaleurs 
spécifiques.  Nous  pouvons  faire  passer  le  corps  de  quatre 
manières  différentes,  d'un  état  initial  (indices  0)  à  un  état  final 
(indices  1);  rappelons  ces  transformations  ainsi  que  les  équa- 
tions qui  s'y  rapportent,  la  lettre  Q  représentant  la  quantité 
de  chaleur  mise  en  jeu  dans  chacune  d'elles.  Le  lecteur  ima- 
ginera la  représentation  graphique  de  Clapeyron  dans  chaque 
cas,  exécutée  avec  le  diagramme  des  volumes  et  des  pres- 
sions. 


1  Ci.ausius,  Die  mechanische    Wàrmethcorie,  Vol.  I,  p.  'J3. 
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1.  Transformation  isochore  :  v  =  const.,  p  et  T  variables. 

«  =t  ;     q  =  <vpy- tj . 

/'o         % 

La  ligne  figurative  est  l'isochore,  une  droite  parallèle  à 
l'axe  des  pressions  supposée  perpendiculaire. 

2.  Transformation  isobare  : /?  —  const.,  c  et  T  variables. 

;  =  £  =    «=«>.-■*■ 

La  ligne  figurative  est  l'isobare,  une  droite  parallèle  à 
Taxe  des  volumes,  imaginée  horizontale. 

3.  Transformation  isothermique  :  T  =  const.,  v  et  p  va- 
riables. 

-  =  ts     (loi  de  Mariotte)  ;  Q  =  RT  loe  £°  =  RT  log  -  . 

où  R  désigne  la  constante  individuelle  du  gaz,  lorsqu'il  s'agit 
d'un  corps  à  l'état  gazeux.  La  courbe  figurative  est  l'iso- 
therme, une  hyperbole  équilatère  avec  les  axes  des  volumes 
et  des  pressions  comme  asymptotes. 

4.  Transformation  adiabatique  :  i\  p  et  T  sont  variables  et 
la  quantité  de  chaleur  mise  en  jeu  est  nulle.  On  a  ici  les  re- 
lations de  Poisson  : 


k— 1 

I»  _  /M  *   _  (vj\k~X  Ei 

T0  \PJ  W  Pi 


'- = (-•}'  ■ 

0  W 


où  k  est  le  rapport  entre  les  deux  chaleurs  spécifiques.  La 
courbe  représentative  est  V adiabatique,  sorte  de  courbe  hy- 
perbolique, comprenant  l'isotherme  à  titre  de  cas  particulier 
lorsque  A  =  1. 

En  combinant  maintenant  deux  à  deux  ces  quatre  modes 
de  transformation  pour  en  faire  des  cycles,  on  obtiendra  les 
six  cycles  suivants  : 

Cycle      I  isotherme-adiabatique  (Carnot). 

Cycle    II  adiabatique-isochore. 

Cycle  III  adiabatique-isobare. 

Cycle  IV  isotherme-isochore. 

Cycle    V   isotherme-isobare. 

Cycle  VI   isobare-isorhorc. 
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Les  diagrammes  figuratifs  sont  des  quadrilatères.  Suivant 
l'angle  auquel  elles  se  rapportent,  les  valeurs  dey»,  t\  T,  se- 
ront affectées  des  indices  0,  1,  2,  3.  Nous  allons  maintenant 
démontrer  qifil  existe  entre  ces  douze  quantités  (pression, 
volume  et  température  à  chaque  angle)  trois  relations  Tort 
simples  et  générales,  applicables  à  chacun  des  six  cycles 
fondamentaux. 

On  peut  envisager  avec  Zeuxer  i  les  courbes  isochores, 
isobares,  isothermes  et  adiabatiques  comme  cas  particuliers 
d'une  courbe  très  générale,  nommée  courbe  polytropique  du 
type  : 

pv'"  —  const. 

m  désignant  un  exposant  arbitraire,  et  la  constante  étant  dé- 
terminée par  les  conditions  initiales  au  départ.  En  particulier 
m  =  ce  donne  l'isoehore,  m  =0  l'isobare,  ni  =  1  l'isotherme, 
m  =k  l'adiabatique.  Dans  le  cas  où  k  >  1  l'adiabatique  tombe 
avec  plus  de  rapidité  que  l'hyperbole  équilatère  ;  c'est  le  cas 
le  plus  commun.  Chacun  de  nos  cycles  pourra  donc  être  con- 
sidéré comme  limité  par  deux  courbes  polytropiques  possé- 
dant l'exposant  commun  ni  et  par  deux  autres  avec  un  expo- 
sant également  commun,  mais  différent,  n. 

Supposons  maintenant  les  points  0  et  2  connus,  c'est-à-dire 
t'o ,  p0,  Vz ,  pi  donnés,  nos  quatre  polytropiques  pourront 
s  écrire  : 


1  '  0    û 

n  n 

l)V       =  p   V 

'  '   0    o 

//;  m 

pv    =/y2 

n  n 

Pv     =/V'2 


Fi  g.  1. 


1  WbTRAUCH,  GrundrÙS  (ici    H  tiiinctheoi  ït  .  vol.  1.  ])•  ■li. 
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En  combinant  la  première  et  la  quatrième  de  ces  équations 
nous  obtiendrons  les  valeurs  des  inconnues  v  et  p  à  l'angle  1, 
soit  Ci  et/>i.  La  combinaison  des  deux  autres  équations  four- 
nira les  valeurs  de  c  et  p  à  l'angle  3,  soit  cs  et  p3.  Une  fois 
ces  valeurs  calculées  formons  les  produits  vxv$  et/?i/?3  on  trou- 
vera les  intéressantes  et  fort  simples  relations  : 

»'i«,»  =  V«  (l) 

pip»  —  p0p»  (2) 

Passons  maintenant  aux  températures  et  on  verra  que  Ton 
peut  établir  une  relation  absolument  semblable.  Les  équations 
de  Poisson  fourniront,  en  y  substituant  /;/  fou  n)  à  k  : 

*„    W  T* 

En  les  multipliant  terme  par  terme  et  en  tenant  compte 
de  (1    on  trouve  en  effet  : 

'jyr,  =  t0t,  .  (3) 

Nous  exprimerons  ce  résultat  en  disant  que  dans  tout  cycle 
élémentaire  le  produit  des  volumes,  des  pressions  et  des  tem- 
pératures absolues,  suivant  une  diagonale,  est  constant. 

Passons  maintenant  à  l'étude  des  six  cycles  typiques  fon- 
damentaux. Nous  les  imaginerons  toujours  parcourus  de  telle 
façon  qu'un  observateur,  marchant  sur  le  contour,  ait  la  sur- 
face à  sa  droite,  les  angles  se  succédant  dans  l'ordre  0,  1, 
2,  3,  0.  La  chaleur  empruntée  à  la  source  chaude  sera  alors 
supérieure  à  celle  cédée  à  la  source  froide  et  la  machine 
aura  fourni  un  travail  extérieur.  Nous  désignerons  toujours 
par  T0  la  température  la  plus  élevée,  et  par  T2  la  plus  basse 
que  l'on  rencontre  en  parcourant  le  cycle,  tandis  que  Ti  et 
T8 ,  s'il  y  a  lieu,  seront  les  températures  intermédiaires.  En 
outre  Qi ,  Q2 ,  Q« ,  Q*  seront  les  quantités  de  chaleur  mises  en 
jeu  entre  les  coins  0  et  l,  1  et  2,  2  et  3,  3  et  0  du  diagramme. 
Enfin  Q  sera  le  travail  extérieur  fourni  par  la  machine,  et 
pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  cette  dernière  être 
formée   par  l'unité  de  masse  de  la  substance,   par  exemple 
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Po'o 


par  l  gr.  d'air.  Nous  considérerons  comme  quantités  données 
les  températures  extrêmes,  T0  et  T2,  ainsi  que  le  volume  et 
la  pression  dans  l'angle  correspondant  à  l'état  initial.  Or  ces 
quatre  quantités  données  ne  sufliront  pas  à  la  solution  des 
problèmes,  comme  on  verra,  et  il  faudra  toujours  avoir  re- 
cours au  choix  d'une  cinquième  que  nous  nommerons  la 
constante  arbitraire.  Les  inconnues  à  chercher  se  compose- 
ront des  volumes,  pressions  et  températures  aux  autres 
angles  du  diagramme,  ainsi  que  de  toutes  les  quantités  de 
chaleur  mises  enjeu  et  enfin  du  rendement.  Nous  appellerons 

ce  dernier  H  dans 
le  cycle  de  Carnot 
et  y}  dans  les  autres. 
Cycle  I,isotherme- 
adiabatique.  (Car- 
not). —  Donné  : 
c'0 ,  p0  ,  T0  ,  T2  /ar- 
bitraire i'2.  —  Cher- 
ché :    i\  ,    v,  ,   /h  , 

p% ,  P*  ■ 
r?  Nous    disposons 

des  cinq  équations 
suivantes  : 


v  pi 

i  rt    o 


\  PeX 


Fig.  2. 


isotherme  : 

5  _  Pp  . 

k—\ 

adiabatique   : 

ÔT-l- 

er  = 

générale  : 

i-tVt  =   *-„(•,  , 

PiPt  =  />o/>»  ■ 

Le  calcul  donne  les  résultats  suivants 


Angle  1. 


I— (rj 


Pi 


>/>o  /'l 


'•*   V 


1 

/.  — I 


Angle  3. 


t'a  =  *'o 


...  .  A—  1 


P*=  Po     T 


_k_ 
N  k^î 
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Q. 


Anzle  2. 
RT0 


l>* 


Q,  =  RT,  loir  - 


î 


Q=a,T.-Tjiog  [£(£)' 


T, 

T, 


L'équation  pour  Q  permet  de  constater,  et  cela  est  très 
important,  que  pour  une  valeur  déterminée  de  l'arbitraire 
v2  il  ne  résulte  qu'une  seule  valeur  pratiquement  possible 
du  travail  fourni  Q,  et  que  vice-versa  pour  une  valeur  pres- 
crite de  Q  il  n'existe  qu'une  solution  pour  c2 . 

L'équation  pour  H  n'offre  lieu  à  aucune  remarque  sinon 
qu'elle  exprime  le  fait  bien  connu  que  le  rendement  ne  dé- 
pend que  des  deux  températures  extrêmes  des  sources.  Nous 
formulerons  donc  la  règle:  Une  machine  réversible  évoluant 
une  fois  suivant  un  cycle  de  Carnot  entre  les  températures 
T0  et  T2  peut  fournir  n'importe  quel  travail  extérieur  avec  un 
rendement  invariable  ne  dépendant  que  de  ces  températures. 

Les  formules  trouvées  permettront  en  outre  d'effectuer  le 
diagramme  représentatif  soit  pour  une  valeur  donnée  de  la 
quantité  arbitraire  v2  , 
soit  pour  une  valeur 
prescrite  de  Q. 

Cycle  II,  adiabatique- 
isochore.  —  Donné:  v0 , 
p0 ,  T0,  T2,  arbitraire  : 
Ti  .  —  Cherché:   vx ,  pi , 

p-i ,  /h  ,  Tj  • 

Nous  disposons  des 
cinq  équations  sui- 
vantes : 


adiaba  tique 
générale 


pxpz  =  p0pt 


T,T 


T/r, 
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Le  calcul  fournil  les  résultats  suivants 


Pi 


i  / 

Tj  )p>=P>ï 


Angle  t.     (  Angl 


k 


ïi 


1 


Anal, 


jh  =  i>0  — 


Q4  =  c„  |T0  —  Tj|  =  cv  .  =£  (T,  —  T2|    ;        Q2  =  c,  |T,  —  T,) 
'  i 

Q  =  cv  ■   ,-p-    (T,  -  ÏJ  (T,  —  T«)    :         q  =   I   —  il    . 

Ici  les  choses  se  passent  tout  différemment  que  dans  le 
cycle  de  Garnot.  Pour  une  valeur  donnée  de  l'arbitraire  Ti  il 
n'existe  qu'une  seule  valeur  du  travail  extérieur  Q,  mais  si 
vice-versa  nous  prescrivons  une  valeur  déterminée  au  travail 
extérieur  Q  il  en  résultera  deux  valeurs  distinctes  pour  la 
première  température  de  passage  Ti,  car  l'expression  pour 
Q  est  du  second  degré  en  T!  .  Mettons-la  sous  la  forme  : 

T';  -  (  T0  +.  Ts  _  2  )  T»  +  TdTs  =  0  ; 

il  en  résulte  immédiatement  que  les  deux  valeurs  distinctes 
de  la  première  température  de  passage  obéissent  aux  condi- 
tions suivantes,  si  nous  les  désignons  par  T[  et  T" 


T  T    =  T  T 

11  0      î 


T'  +  T'  =  T   +t_Q 

1        '  1  0        '  i  s. 


) 


A  chacune  de  ces  températures  de  passage  dans  l'angle  1, 
correspond  une  température  de  passage  dans  l'angle  3,  nom- 
mons-les Ts  et  T,  on  trouvera  pour  celles-ci  les  conditions 
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identiques,  savoir  : 

T'TW  =  T  f   . 

?■     ;  os 

() 

T   +  1    =  ï   +  T . 

s  s  o    '        s  r 

De  ces  deux  systèmes  il  résulte  : 

t  t"  =  t't"  .         ) 

T'  +  T"  =  T    +   l"  .      ) 

1      '  1  s      '  s     .        / 

d'où  l'on  tire  immédiatement 

f  '  =  ï"  . 

I  s 

■>■: =v  ) 

Reportons  notre  attention  maintenant  sur  la  formule  qui 
exprime  le  rendement.  Celui-ci  dépend  de  la  température  de 
passage  T\  ,  sera  par  conséquent  dépendant  de  laquelle  des 
deux  valeurs  T[  ou  T*  on  choisit  pour  obtenir  le  travail  pres- 
crit Q.  Appelons  r/  et  yj"  ces  deux  valeurs  on  verra  sans 
peine  quelles  satisfont  à  la  condition  fort  élégante  : 

|l  —  t,  1 1 1   —  n   |  =  —    . 
1  o 

ou  bien  : 

il  —  u'id  —  m")  —  1  —  H  . 

Rappelons  enfin  que  le  complément  du  rendement  à  l'unité 
se  nomme  le  coefficient  de  perte  et  nous  pourrons  formuler 
le  résultat  ainsi  : 

Une  machine  réversible  parcourant  tin  cycle  du  type  il 
entre  les  températures  extrêmes  T0  et  T2  pourra  fourni/-  un 
travail  extérieur  prescrit  Q  de  deux  manières  différentes.  Les 
températures  de  passage  7\  et  T3  seront  égales,  mais  interver- 
ties dans  les  deux  cas.  Les  rendements  seront  toujours  infé- 
rieurs à  celui  de  Carnol  mais  le  produit  des  coefficients  de 
perte  dans  les  deux  cas  sera  égal  au  coefficient  de  perte  dans 
le  cycle  de  Carnot. 

L'équation  du  second  degré  en  l\  permet  d'approfondir 
encore  la  différence  entre  le  cycle  qui  nous  occupe  et  celui 
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de   Carnot.   On  peut  rechercher  la  valeur  de  T»   rendant   Q 
maximum.  A  cet  effet  il  sufïit  de  poser  : 


a-ffi-o 


d'où  il  résulte  que  le  travail  extérieur  devient  maximum  pour 
la  valeur  particulière 

T,  —  T,  =  ^/T^û  ■ 

Cette  valeur  de  Q  est  elle-même  : 

Q»«  =  t\.  'V T0  —  |/7,  i*  . 

Désignons  enfin  par  s  le  rendement  relatif  à  ce  cas,  on 
trouve  : 

5=1  —  4/     '     ou  bien  :     1  —  ;  =  y  1  —  H  . 

Ce  résultat  peut  s'énoncer  ainsi  :  Le  cycle  du  type  II  ne 
peut  fournir  entre  les  températures  extrêmes  T0  et  Tt  qu'un 
certain  maximum  de  travail  extérieur,  et  cela  d'une  seule 
manière.  Les  deux  températures  de  passage  7i  et  Ts  sont 
égales  à  la  moyenne  géométrique  des  températures  extrêmes. 
Le  rendement,  toujours  inférieur  à  celui  de  Carnot,  est  alors 
tel  que  le  coefficient  de  perte  est  égal  à  la  racine  carrée  du 
coefficient  de  perte  de  Carnot. 

On  peut  enfin  établir  une  intéressante  relation  entre  le  dia- 
gramme pour  Qm„  et  les  deux  diagrammes  fournis  par  la 
double  solution  du  problème  lorsque  Q  est  supposé  affecter 
une  autre  valeur  (plus  petite). 

En  calculant  les  coordonnées  des  angles  nous  trouvons 
pour  Qmax: 

/      ^^ 


Anzlr  I  Angle  '.l. 

k 
~k^ 


Angle  '.' 


T,  =  y"\y\\ 
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Pour  une  autre  valeur  de  Q  les  formules  générales  pour 
les  angles  écrites  au  commencement  de  ce  paragraphe  four- 
niront deux  tableaux  analogues.  L'un  s'obtiendra  en  rempla- 
çant dans  les  formules  générales  \\  etT3  par  \\  et  T,,  l'autre 
en  remplaçant  ces  mêmes  lettres  par  Tt  et  T^  .  Supposons  ces 
deux  tableaux  écrits  et  désignons  les  valeurs  correspon- 
dantes par  : 

v',  •    l'î  ■   /',  ■   /'.  •   /'2  •   Vi  ■  l'z  •   l'"z  ■ 

.Nous  trouverons  très  aisément  : 

\  '"«  =  V  '\  S '•  j  P*  =  V pJ*  • 

pour  les  Angles  1.  \  pour  les  Angles  .','. 

pour  les  Angles  2.  /;2  =  [/////'  • 

Et  enfin  pour  la  température  de   passage  Ti  dans  le  cas  de 

ï,  =  j/tV 

c'est-à-dire  :  Les  volumes,  les  pressions  et  les  températures 
dans  les  angles  du  diagramme  pour  Qmax  sont  les  moyennes 
géométriques  des  quantités  correspondantes  dans  les  angles 
similaires  des  deux  diagrammes  pour  toute  autre  valeur 
de  Q. 

En  poursuivant  encore  on  trouvera  que  : 


1    —   Z    —    |/(1    —    H')(t    —    *>"j 

c'est-à-dire  :  Le  coefficient  de  perte  pour  Qmax  est  la  moyenne 
géométrique  entre  les  coefficients  de  perte  dans  les  deux  cas 
de  la  solution  correspondant  a  une  autre  valeur  de  Q. 

Telles  sont  les  considérations  qu'il  faut  faire  pour  s'assu- 
rer de  la  supériorité  du  cycle  de  Carnot  sur  celui  du  type  II. 
Bien  qu'un  peu  longues  nous  ne  les  croyons  pas  inutiles. 

Cycle  III,  adiabatique-isobare.  —  Donné:  t>i,/>0,  T0,  T2.  ar- 
bitraire :  T,  .  —  Cherché  :  c0 ,  "  c , ,  ps,  />■> ,  T3  . 

L'Enseignement  mathém.,  11*  année;  1909.  12 
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Pc1, 


isobare 


V3  P2T2 


Nous   pouvons  nous   dispenser  d'effectuer   le  calcul,   tout 
q  se     passant     comme 

dans  le  cycle  IL  En 
particulier  toutes  les 
conséquences  restent 
les  mêmes.  Remar- 
quons seulement  que 
la  température  la  plus 
élevée  T0  doit  être 
appliquée  à  l'angle  1, 
\  RT3  la  plus  basse  T2  à 
l'angle  3. 

On  aura  de  nou- 
veau cinq  équations  pour  déterminer  les  inconnues,  dans 
les  valeurs  de  Qi  ,  Qa  et  Q  figurera  cp  au  lieu  de  c„  ;  enfin 

dans  la  formule  du  rendement  =r  sera  remplacé   par  ^r  • 

Cycle  IV,  isotherme-isochore.  —  (Principe  de  la  machine  a 
régénérateur  de  Stirling).  —  Donné  :  v0 ,  p0 ,  T0 ,  Ta  ;  arbi- 
traire :  (\.  —  Cherché  :  pt ,  p.2 ,  ps . 

Ce  problème  n'offre  que  trois  inconnues  et  on  ne  dispose 
en  effet  que  de  trois  équations  : 


1«- 


Fit 


isochore  : 

isotherme 
générale  : 


Pi 


T, 

T0 

El 
P* 


ptps=p0p 


Le  calcul  fournit  les  solutions 


Angle  1 


h  =  r»  - 

Angle  2 


Angle  3  : 


pt  =  r.  f- 


T  II  E  R  M  O I)  Y  .\ .  I  M  l  ()  U  E 


L79 


Q,  =  KT0  log  -  .  Q«  =  c„  l'I'o  —  T,i  v 

\ 

/  =  '<• 
Q,  =  Rï,  log  -i  .  Q,  =  cv  l'I'o  —  ÏJ 

Q  =  H  ('l'o  —  ï,l  log  -  . 

Pour  le  travail  extérieur  le  cycle  IV  est  pareil  à  celui  de 
Carnot  ;  à  chaque  valeur  de  Ci  il  ne  correspond  pratique- 
ment qu'une  seule  valeur  de  Q,  et  vice-versa  une  valeur  quel- 
conque prescrite  de  Q  peut  s'obtenir  d'une  manière  unique 
par  le  choix  convenable  de  vx . 

La  différence  d'avec  le  cycle  de  Carnot  se  trouve  dans  le 
rendement.  Celui-ci  serait  théoriquement  : 

_      Q 

"      Qi  +  u  ' 

c'est-à-dire  toujours  inférieur  à  H.  Mais  les  quantités  Q4  et 
Qî  sont  égales  entre  elles;  nous  les  avons  désignées  par  q. 
Or  c'est  ici  que  le  régénérateur  entre  en  fonction  ;  après  la 
moitié  du  parcours  il  a  reçu  g  et  à  la  fin  du  parcours  en- 
tier il  a  rendu  q.  Cette  quantité  q  n'entre  donc  pas  effective- 
ment dans  le  rendement,  car  elle  n'est  empruntée  à  aucune 
des  sources.  Le  rendement  doit  alors  s'écrire  : 


Q 

Q. 


'-£=" 


Dans  ces  conditions  on  voit  doncque  le  cycle  IV  peut  four- 
nir la  môme  chose  que  celui  de  Carnot,  mais  cela  à  la  con- 
dition expresse  que  l'on  dispose  d'un  régénérateur  parfait. 
Notre  but  étant  d'éta- 
blir la  comparaison 
entre  tous  les  cycles, 
nous  avons  été  obli- 
gés de  relater  ici  ces 
choses  bien  connues 
du  reste. 

Cycle  V,  isotherme- 
isobare.  —  (Principe 
delà  machine  d'Ericc- 
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son.)  —  Donné  :   vx ,  />o ,  T0 ,   T2  ;   arbitraire  p2  •  —   Cher- 
ché :  i'o  ,  i'2  ,  ('s  • 

Ce  cycle  se  comporte  vis-à-vis  du  précédent  exactement 
comme  le  III  par  rapport  au  II,  et  cela  nous  dispensera  de 
tout  nouveau  commentaire.  Dans  les  formules  c„  sera  rem- 
placé par  cp  . 

Cycle  VI,  isobare-isochore.  —  Donné  :  p0 ,  ^  ,  T0 ,  T«  ;  arbi- 
traire Tj  .v —  Cherché  :  va ,  p^  ,  T8  . 

On  dispose  des  relations  : 

[j £0 

•'.  _  T.  ' 

P}  _   *  »  . 
/^o       T,  " 

générale  :    TiTs  =  To  1 2  • 


isobare  : 
isochore 


Solution  du  problème  : 


A  n  si  e  0 


An^le  :J, 


Q,  =  cp(Te—  T,) 


Angle  -J 


t„t. 


/>.  =  }>o  t 
1 1 


T, 


O, 


T,  -  T 


Qt=  c„(T,  —  T,]  . 
Q,  =  cp(T„  —  T,)  . 


Fig. 


ou  bien  en  éliminant  Ts  : 


Q  =  (c_  —  cl  ,7  (T,  -  Tt)  (T»  —  Ts|  • 
1  ii 


TUE Ii M ()  1)  Y N A  MiqV E 
Pour  le  rendement  on  trouvera  facilement 
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c„]  i'I'o  —  T,i  |T, 


T. 


T|     cp{Ti  —  ï';i  +  ev[Tt  —  T,j 

Ces  expressions  pour  Q  el  yj  sont  fort  élégantes,  mais  la 
présence  simultanée  de  cp  et  de  cv  en  rend  la  discussion  un 
peu  compliquée.  En  premier  lieu  nous  voulons  démontrer 
que  le  rendement  yj  est  ici  toujours  inférieur  à  H  du  cycle  de 
Carnot.  On  y  parvient  en  recherchant  la  valeur  de  la  tempé- 
rature arbitraire  de  passage  qui  rend  yj  maximum  et  en  cal- 
culant ensuite  ce  maximum  lui-même.  Ecrivons  dans  ce  but  : 


„  =  (r    —  cj 


T  ï 

0       1 


T    _  T  T    +  T  T 

1  0       2       '  12 


•    T  T 

p       0       1 


r,*       .  -.2 

1      4-    C     1      

>      l      '         v      1 


>TiT, 


et  formons  ensuite  l'expression  : 

du 

ar,  =  "  ' 

Comme  dans  ce  calcul  nous  n'aurons  usage  que  du  numé- 
rateur, nous  nous  bornerons  à  l'indiquer  seul.  On  trouve  : 

numérateur  =  ^(ijT    -    2T0T1TI  +   l\  \\) 
_  c  (T  T*  —  2T  T  T    +  T   l1)  ; 

^  \      0       1  01J1  02' 


numérateur  =  c   T2i T0  —  Ti)3  - —  c,T»(l'i  —   t'sl2  • 

En  égalant  à  zéro  cette  expression,  on  trouve  : 
Ta  -  T,         l/^Xo  ■ 


équation    linéaire   en   Ti    dont  la    solution  fournit   la   valeur 
cherchée  de  Ti  qui  rend  «  maximum  : 


l\  .  ri  max  = 


To\Zcp\\  +  'l\\/cv'ï0 


La  température  de  passage  dans  l'angle  oppose  est  alors: 

■i\\/7~T0  +  T0\/7^rt 

T3  ,  ïi  111  a  x  =  . .  —    • 

VA/lo  +  \A,.T. 
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Enfin  pour  le  rendement  lui-même  on  trouvera  l'expression 

ïo  -  T, 


(^/•V^-^) 


(|iii  montre  que  le  dénominateur  est  certainement  >  T0 ,  d'où 
il  résulte  que  : 

,      1  0    1  2  ,     •  ,     ,, 

T.  <"    — .  f>u   nifii  j;  <  . 

'max    ^  'r  'max    ^ 

1  o 

Remarquons  qu'on  peut  aussi  reconnaître  que  vj  i  est  non 
seulement  inférieur  à  H,  mais  aussi  à  yj  de  n'importe  quel 
autre  cycle. 

Nous  pouvons  donc  formuler  :  Le  rendement  du  cycle  VI 
l'esté  toujours  inférieur  à  celui  de  l'un  quelconque  des  autres 
cycles. 

Reste  encore  à  calculer  Q  pour  le  cas  du  maximum  de  yj  ; 
on  trouve 

(T0  —  T,)2 

g  =    C„  —  C  I  : • 

ri  ,„ax  P  '  C     -\-  Cv       

To  +   ,  y |/T0T2  +  T2 

Vcpc» 

Nous  pourrions  chercher  k  calculer  les  coordonnées  des 
angles  du  diagramme  correspondant,  mais  nous  voulons 
nous  en  abstenir. 

Revenons  à  la  formule  générale  pour  Q.  Elle  peut  être 
envisagée  comme  étant  la  différence  des  deux  expressions 
correspondantes  dans  les  cycles  II  et  III.  Les  remarques 
faites  là-bas  s'appliqueront  immédiatement  ici.  Il  doit  exister 
une  valeur  maxima  de  Q,  elle  est  : 

Qma*  =  'O'  -  CV  ^Y"  -  l7^'2  • 

et  la  température  de  passage  1\  obéit  à  la  même  condition. 
Pour  une  autre  valeur  prescrite  de  Q  on  retrouve  deux  solu- 
tions, l'une  avec  les  températures  de  passage  T',  et  T3,  l'autre 
avec  T"  et  T3  qui  obéissent  à  des  relations  écrites  sous  II  et 
III,  à  cette  différence  près,  que  (cp  —  c,.)  remplace  cp  resp.  cv . 
Enfin  ce  qui  a  été  dit  sur  la  relation  existant  entre  la  solution 
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Qmax  et  les  deux  solutions  pour  une  valeur  quelconque  pres- 
crite de  Q  reste  la  même  chose  ici.  Nous  pouvons  donc  nous 
dispenser  de  refaire  les  développements,  mais  nous  remar- 
querons pour  terminer  que  le  rendement  relatif  au  cas  Qmax 
devient  ici  assez  compliqué  tout  en  étant  susceptible  d'une 
forme  assez  élégante,  il  est  : 

\/%  —  |/Tj 


cpV'**  +  ey.T, 


Résumé.  —  L.  Les  cycles  I  et  VI  occupent  des  places  spé- 
ciales et  diffèrent  essentiellement;  les  cycles  II  et  III  d'une 
part,  IV  et  V  d'autre  part  forment  deux  groupes  dont  le 
premier  présente  des  analogies  avec  VI  et  le  second  avec  I. 

2.  Les  cycles  I,  IV,  Y  permettent  d'obtenir  un  travail  ex- 
térieur aussi  grand  que  l'on  veut,  tandis  que  II,  III,  VI  ne 
permettent  jamais  de  dépasser  un  certain  maximum. 

3.  Une  valeur  prescrite  du  travail  extérieur  ne  peut  s'ob- 
tenir  que  d'une  seule  manière  avec  I,  IV,  V,  mais  de  deux 
manières  différentes  avec  II,  III,  VI. 

4.  Pour  11,  III,  VI  les  solutions  répondant  au  maximum 
du  travail  sont  en  quelque  sorte  les  moyennes  géométriques 
de  chaque  solution  ambiguë  répondant  à  toute  autre  valeur 
inférieure  du  travail. 

5.  Le  rendement  de  I  est  le  plus  élevé  possible.  Celui  de 
IV  et  Vlui  est  égal  à  condition  de  laisser  hors  cause  la  cha- 
leur circulant  dans  le  régénérateur. 

6.  Les  rendements  de  II,  III,  VI  dépendent  des  valeurs 
exigées  pour  le  travail  extérieur.  Leurs  maxima  ne  corres- 
pondent cependant  pas  avec  les  maxima  du  travail. 

7.  De  tous  les  cycles  fondamentaux  c'est  donc  VI  qui  est 
le  moins  favorable  tandis  que  I  présente  les  plus  grands 
avantages.  Le  rôle  prépondérant  du  cycle  de  Carnot  en  ther- 
modynamique se  trouve  ainsi  parfaitement  justifié. 

Exemple  numérique.  —  Nous  nous  bornerons  à  donner  un 
exemple  pour  les  maxima  du  travail  extérieur  que  l'on  peut 
obtenir  avec  les  cycles  fondamentaux.  Supposons  que  le  corps 
destiné  à  évoluer  selon  chacun  des  cycles  soit  l  gramme  d'air 
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atmosphérique  clans  les  conditions  initiales  de  0°  centigrade 
et  1  atmosphère  de  pression.  Les  températures  extrêmes 
sont  choisies  être  0°  et  100°  centigrade.  On  trouvera  dans 
le  tableau  ci-après  pour  chaque  opération  les  températures 
aux  quatre  angles,  indiquées  en  degrés  centigrade  /  au  lieu 
de  T),  le  travail  Q  en  grammes-calories  et  le  rendement. 
Nous  avons  commencé  par  calculer  le  maximum  de  Q  pour 
les  cycles  II,  III  et  VI  qui  sont  seuls  à  en  présenter.  Le  plus 
élevé  de  ces  maxima  se  trouve  être  1,8  cal.  ;  pour  les  cycles 
n'ayant  pas  de  maximum  fini  du  travail,  le  calcul  a  été  effec- 
tué en  supposant  comme  travail  prescrit  à  effectuer  cette 
même  valeur  de  1,8  cal.  Remarquons  enfin  que  pour  le  cycle 
\T  on  a  encore  calculé  le  cas  du  maximum  de  rendement. 


Cycle. 

h 
100° 

h 

'. 

h 

Travail. 

Rendement. 

I 

Carnol 



0° 



1,8 

0,27 

II 

adiabatique-isochore 

100° 

i6° 

0° 

46° 

1,3  (max) 

0,14 

III 

acliabalique-isobarc. 

100° 

46° 

0° 

46° 

1 ,8  (maxi 

0,1 'i 

IV 

isolherme-isoehore  . 
régénérateur  .    .    . 

KHI 

0° 

— 

1,8 

c/  =  16,9 

0.27 

V 

isotherme-isobare.   . 
régénérateur.   .   . 

100° 

— 

0° 

— 

1,8 

q  =  23.8 

0,27 

VI 

isochore-isobare    .   . 

100° 

'i6° 

0° 

W-1 

0,534  (max) 

0,0259 

100° 

12 

0° 

50° 

0,530 

0,0261  (max) 

II.   Veillon  (Haie) 


SUR   UN  CAS  DE  DISCONTINUITÉ 


1.  —  M.  Darboux  a  écrit,  att  début  de  son  important  mé- 
moire sur  les  fonctions  discontinues1  :  «  Bien  des  points  que 
Ton  regarderait  comme  évidents,  ou  que  l'on  accorderait  dans 
les  applications  de  la  Science  aux  fonctions  usuelles,  doivent 


1  Annales  de  l'Ecrite  Normale,  1  st.>. 
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être  soumis  à  une  critique  rigoureuse  dans  l'exposé  des  pro- 
positions relatives  aux  fonctions  les  plus  générales.  » 

Peu  de  temps  après,  un  mathématicien  hollandais  M.  Cohen 
Stuart,  dans  un  article  cité  parle  Bulletin  de  M.  Dafboux 
(1880, 2e  partie,  p.  L75)  disait  :  «  Beaucoup  de  mathématiciens 
admettent  tacitement,  et  quelques-uns  l'énoncent  en  termes 
formels,  que  si  x  variant  d'une  façon  continue  f(x  change 
subitement  de  valeur,  cela  implique  toujours  pour  la  fonction 
dérivée  f'[x)  une  rupture  de  continuité...  Un  exemple  propre 
à  montrer  que  cela  n'est  pas  vrai  d'une  manière  absolument 
générale  est  fourni  par  la  discontinuité  de 

t 

X 

fl.r,  =  e~  e 

2.  —  Je  crois  qu'il  est  bon  de  rappeler  l'attention  sur  des 
remarques  de  ce  genre.  Je  voudrais  aussi  ajouter  quelques 
observations. 

On  peut  facilement  former  des  fonctions  plus  simples  que 
celle  qu'indique  M.  Cohen  Stuart,  par  exemple 

l 
f(r]  =     


les  fonctions  que  je  viens  de  citer  admettent  une  dérivée 
dans  chacun  des  intervalles  ( —  x  ,  —  e'  et  ('+  r,  +  oc  ;  l'ex- 
pression générale  de  la  dérivée  tend  vers  0  lorsque  .r  tend 
vers  0,  soit  par  valeurs  positives,  soit  par  valeurs  négatives, 
de  sorte  que,  si  on  convient  d'attribuer  à  cette  dérivée  la  va- 
leur 0  pour  x  =  0,  on  peut  dire  que  la  fonction  considérée  a 
une  dérivée  continue  bien  que  cette  fonction  soit  discontinue. 
Cependant  on  peut  objecter  qu'il  a  fallu  pour  cela  introduire 
dans  la  définition  de  la  fonction  dérivée  une  convention, 
d'ailleurs  très  naturelle,  mais  contenant  comme  toute  conven- 
tion une  part  d'arbitraire.  Il  peut  donc  être  intéressant  d'in- 
diquer un  exemple,  très  simple,  ne  prêtant  pas  à  cette  objec- 
tion. 

3.  —  Considérons  la  fraction 

/'  m  ±=  arc  Ig x  : 
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convenons,  pour  la  définir  complètement,  de  prendre  pour 
f(x)  le  plus  petit  arc  positif  ayant  pour  tangente  x.  La  fonction 
est    continue    dans    chacun   des    intervalles   ( — x   ,  —  e)    et 
-\-  --.  +  x    ;  elle  admet  une  dérivée 

et  celle-ci  est  évidemment  continue  pour  toute  valeur  de  x 
sans  qu'on  ait  à  faire  intervenir  aucune  convention. 

Si  on  définit  arc  tg  r  comme  je  viens  de  le  dire  et  si  on 
forme  la  fonction 

Y  \.v\  —  -  x  +  arc  Ig  x  —  -'  , 

on  voit  que  celte  fonction  a  une  dérivée  continue,  et  d'autre 
part  on  a 

p(- -î)  =  — 1  +  ~  —  -:  =  o , 

i         *  - 

P(+  1)  =  7  +  7  —  s  =  °  • 
i  i 

sans  que  la  dérivée  s'annule  pour  une  valeur  de  x  comprise 
entre  —  1  et  +  1.  Il  n'est  donc  pas  inutile,  si  on  veut  donner 
du  théorème  de  Rolle  un  énoncé  ne  prêtant  pas  à  objection, 
de  spécifier  dans  l'énoncé  que  la  fonction  considérée  doit 
être  continue,  car  le  théorème  de  Rolle  ne  s'applique  pas  à 
une  fonction  qui  ne  serait  pas  continue. 

Ch.  Bioche  (Paris). 


SLR  LA  FORMULE  DE  TAYLOR 


Je  me  propose,  dans  cette  note,  de  déterminer  une  ex- 
pression du  reste  dans  la  formule  de  Taylor,  dont  on  déduit 
en  même  temps  le  reste  de  Lagrange  et  l'interprétation  de 
la  formule  comme  série  asymptotique. 

Soit  f[x)  une  fonction  réelle  de  la  variable  réelle  x,  défi- 
nie dans  un  intervalle  de  a  à  b,  et  qui  a  les  dérivées  d'or- 
dres 1,  2,  ...  n  —  1  dans  tout  l'intervalle  considéré.  Alors 
on  a 


(1) 


f[b    —      f(a)  +  (b  —  a)Bf{a)  +  ...  +  - — J"     ,     T)H~{  f{a) 
il,  _  a)'\    DW_V(")  —  D"_1  /""" 


où  //  est  une  valeur  (inconnue)  appartenant  à  l'intervalle  de 
a  à  b. 

Il  est  digne  de  remarque  qu'on  ne  suppose  pas  même  l'exis- 
tence de  la  dérivée  d'ordre  n. 

Dem.  En  effet,  soit  /.•  la  quantité  définie  par  l'équation 


fin  _     f{a)  -f-  (b  —  «)D/»  +    ..  +   ^——     '—  -  I)"-1/'1"1  I   =(b—aiHk, 


n    î 

v/l-1 


et  considérons  la  fonction  g (x)  définie  par  : 

g [x]  —  /'!.» /•(à)  +  (j:  —  «)D/"(rt)  +  ...  +  y~  ,    I)"-1/""    —(■*—«)"*• 

(  lette  fonction  est  nulle  pour  x  =  a  et  pour  x  =  6,  de  plus 
ses  dérivées  d'ordres  1,  2,  ...  n  —  2  s'annulent  pour  x  =  #. 

En  appliquant    le   théorème   de   Rollc   à    la    fonction  £ 
nous  saurons  qu'il  existe  une  valeur  //  appartenant  à  l'inter- 
valle de  a  à  b  qui  annule  la  dérivée  du  premier  ordre.  .Mais 
cette  dérivée  est  nulle  aussi  pour  x  =  (t ,  donc,  par  le  mémo 
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théorème,  il  existe   une  valeur  appartenant  à  l'intervalle   de 
a  à  b  qui  annule  la  dérivée  d'ordre  2  ;  etc. 

En  continuant  de  cette  manière  on  déduit  qu'il  existe  une 
valeur  //  de  l'intervalle  de  a  à  b  telle  que  la  dérivée  d'ordre 
n  —  1  est  nulle  : 

D"-lg[u)  =  o  . 

En  substituant  l'expression  de  cette  dérivée  on  a  : 

I)"-'  f[u)  _  D"— *  fia)  —  n  '.  [it  —  a)k  —  0 

d'où  résulte  enfin  : 

1     D"—1 /•(«)'—  D""~ x  f'{a) 

ni  u  —  il 

où  //  est  une  valeur  de  l'intervalle  considéré.  Ainsi  le  théorème 
est  démontré. 

Maintenant,  si  l'on  suppose  l'existence  de  la  dérivée  d'or- 
dre n  dans  l'intervalle  de  a  à  b,  par  le  théorème  de  la  valeur 
moyenne  on  a  : 

!)"-■/•,„,  -  iV'-'/y,,  =         . 

u  —  a 

où  v  est  une  valeur  entre  a  et  u,  et  par  conséquent  entre  a 
et  b  ;  ainsi  résulte  l'expression  du  reste  donnée  par  Lagrange  : 

i  ;i  —  I 

M)  —  fi,,.  +  (6  —  oi  !)/•(«)  +- ...  +  '  ~ "    ,  d"~ V*)  + 

\ii  —  1 1 . 

(2) 

'''   —  '""     n«  ,• 

i I)     /l»' 


où  i'  est  une  valeur  entre  a  et  b. 

Si  dans  (1)  on  conserve  «  fixe,  et  si  l'on  fait  tendre  b  vers 
a,  la  quantité  intermédiaire  u  tend  aussi  vers  <v,  et  en  sup- 
posant l'existence  de  la  dérivée  \)"f'(a),  par  la  valeur  a,  par 
la  définition  de  La  dérivée  : 

dTV"<'-u"-V"".=d-./-i,, 

Si    l'on  pose  6  =  a  +  /<,   et   l'on  passe   à    la   limite  pour 
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h  =  0,  après  avoir  divisé    i  i)   par  (b  ■ — ■  «)",  on  déduirla  for- 
mule asymptotique  : 

/  h— i 

/•|„_i_M_/(fl)_      . '- —     I)"-1/'!»! 

I  i  m 


h" 


qui  subsiste  en  supposant  seulement  l'existence  des  quanti- 
tés qui  y  figurent,  c'est-à-dire  de  la  dérivée  d'ordre  n  de  / 
pour  la  valeur  a  de  la  variable.  11  n'est  pas  nécessaire  de 
supposer  son  existence  ni  la  continuité  dans  les  environs  de 
a.  Presque  tous  les  auteurs  déduisent  la  formule  3)  qui  est 
nécessaire  dans  la  théorie  des  maxima  et  minima,  du  plan 
oscillateur,    etc.,    de  la    formule    2    de    Lagrange.  En   effet 


/'"'  +  '"--•■  -^=-TT:D"   >"      ,.     DVI.  +  M)     d»/-(«! 


lira 

h^  ii"  /î=:i         "  •  n'- 

en supposant  l'existence  et  la  continuité  de  la  dérivée  d'ordre 
n,  dans  les  environs  de  la  valeur  a,  ce  qui  n'est  pas  néces- 
saire. 

La  formule  (3)  ou  le  développement  asymptotique  de  la  for- 
mule de  Taylor  est  connue  voir  par  exemple  le  Formulaire 
Math,  de  G.  Peano,  éd.  V,  p.  298),  mais  je  crois  que  la  dé- 
duction au  moyen  de  la  formule  (1)  est  nouvelle. 

Margherita  Peyroleri  (Turin  . 


SUR  L'ENSEIGNEMENT 

DE  LA  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  PLANE 

DANS  LES  ÉCOLES  SECONDAIRES 


L'enseignement  de  la  Géométrie  Analytique  plane,  en  Bel- 
gique du  moins,  et,  dans  d'autres  pays  à  en  juger  d'après  les 
ouvrages  classiques  étrangers  que  j'ai  sous  la  main,  a  son 
point  de  départ  dans  les  définitions  géométriques  le  plus 
souvent  métriques,  des  éléments  principaux  des  coniques.  Il 
est  un  autre  enseignement  que  j'ai  pu  expérimenter  et  qui  au 
contraire  s'inspire  des  propriétés  projectives  de  ces  mêmes 
éléments.  Je  crois  que  cette  méthode  présente  de  nombreux 
avantages  et  qu'une  tentative  de  ce  genre  ne  pourrait  avoir 
que  d'heureux  résultats,  pas  tant  au  point  de  vue  des  connais- 
sances acquises,  puisque  sous  ce  rapport  il  n'y  a  guère  de 
différence,  que  pour  l'étude  des  diverses  méthodes.  De  plus 
elle  s'applique  presque  sans  modification  aux  courbes  d'ordre 
quelconque,  et  présente  ainsi  une  grande  généralité. 

Quand  on  montre  à  l'élève  qu'une  conique  est  déterminée 
par  cinq  conditions  et  qu'ensuite,  il  s'aperçoit  qu'un  cercle 
ou  qu'une  parabole  n'exigent  pour  leur  détermination  que 
trois  ou  quatre  éléments,  quel  sujet  d'étonnement  pour 
l'auditeur!  Quand  de  plus  il  constate  qu'une  tangente  ou 
une  asymptote  à  une  courbe  autre  qu'une  conique  peut  cou- 
per la  courbe,  son  ahurissement  ne  sera  pas  moins  grand. 
D'autres  remarques  du  même  [genre  peuvent  être  faites  à 
propos  d'autres  questions.  La  méthode  que  j'indique  ci-après 
et  qui  n'est  au  fond  qu'une  variante  de  celle  suivie  "par 
M.  Servais  dans  son  cours  de  Géométrie  Analytique  de  l'Uni- 
versité de  Gand,  remédie  à  ces  inconvénients.  Voici  selon 
moi  la  marche  à  suivre  dans  l'étude  des  coniques. 

Chapitke  I.  —  Formes  fondamentales  de  la  géométrie  projective. 
—  Théorie  des  droites  dirigées,  des  segments,  des  angles  et  des 
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rapports  anharmonique  et  harmonique  des  points  et  des  droites. 

—  Différence  entre  propriétés  projectives  et  métriques.  Naturel- 
lement ce  chapitre  préliminaire  pourrait  être  enseigné  dans  le 
cours  de  Trigonométrie. 

Chapitre  II.  —  Représentation  du  point  par  ses  coordonnées 
cartésiennes  ou  polaires.  —  Transformation  des  coordonnées. 

Chapitre  III.  —  Théorie  de  la  droite.  —  Introduction  des  coor- 
données homogènes,  ce  qui  permetde  ramener  l'étude  de  deux  ou 
de  trois  droites  à  celle  de  deux  ou  trois  équations  homogènes  à 
trois  inconnues.  —  Faisceaux  de  droites.  —  Introduction  des  élé- 
ments à  l'infini  s  =  0  :  droite  de  l'infini,  directions  asympto ti- 
ques. —  Eléments  imaginaires;  une  large  part  serait  faite  àj'in- 
troduction  des  idées  de  Eaguerre  sur  ce  sujet  :  droites  isotropes, 
points  cycliques.  —  Etude  approfondie   des  lieux  "géométriques. 

—  Droite  en  coordonnées  polaires. 

Chapithf.  IV.  —  Etude  succinte  de  la  projectivité.  —  Formes 
projectives,  perspectives,  involutives.  ■ —  Introduction  des  pre- 
mières notions  sur  les  coordonnées  tangentielles  et  trilinéaires. 

—  Principe  de  dualité. 

Chapitki:  V.  — Le  Cercle.  — Formes  particulières  de  son  équa- 
tion. —  Une  courbe  du  second  degré  passant  parles  points  cycli- 
ques est  un  cercle.  —  Droite  et  Cercle.  —  Tangentes  et  normales. 

—  Faisceau  de  cercles;  cercles  orthogonaux.   —  Pôles  et  polaires. 

—  Equation  polaire  du  cercle. 

Chapitre  VI.  —  Etude  générale  des  coniques. 

S  1.  Classification  des  courbes  du  second  degré  par  décomposi- 
tion du  premier  membre  de  leur  équation  en  une  somme  de  car- 
rés. —  Divers  genres;  emploi  des  déterminants. 

§  2.  Formes  projectives  dans  les  coniques.  —  Génération  de 
Chasles,  de  Newton,  de  M ac-Laurin  ;  théorèmes  de  Pascal  et  de 
Brianchon. 

§  3.  Emploi  de  la  forme  quadratique 

.  /'  xyz)  =  a.x-  -)-  2/i.ry  +  h/2  +  2fyz  +  2gxz  +  i-J  —  0 

Définitions  de        /,.  .  f  ,  '_  .  f^t  ,  f"xu 

Intersection  d'une  droite  et  d'une  conique;  équation  aux  paramè- 
tres; développement  de  Taylorpourla  forme  quadratique  par  vé- 
rification. 

>i  '«.  Etude  approfondie  de  la  théorie  des  pôles  et  polaires.  — 
Eléments  conjugués.  —  Triangles  conjugués.  —  Cette  étude  doit 
être  faite  soigneusement,  car  elle  est  la  clef  de  tout  ce  qui  va  sui- 
vre. 

S  .").  Centre  des  coniques;  le  centre  est  le  pôle  de  la  droite  de 
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l'infini;  il  suffira  d'appliquer  les  résultats  et  les  propriétés  du  $  '\. 

—  Conique  rapportée  à  son  centre.  —  Propriétés. 

$  ti.  Diamètres.  —  Un  diamètre  est  la  polaire  d'un  point  a  l'in- 
fini. —  Diamètres  conjugués.  —  Propriétés. 

S  7.  Axes  des  coniques.  —  Equation  quadratique.  —  Equation 
en  s.  —  Introduction  des  trois  invariants  fondamentaux.  —  Pro- 
priétés. 

§  8.  Tangentes  aux  coniques  :  droites  qui  coupent  la  courbe  en 
deux  points  coïncidents   voir  S  3  . 

§  9.  Asymptotes.  —  Tangentes  aux  points  à  l'infini  de  la  courbe. 

—  Equation  quadratique.  — Hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes. 

—  Propriétés. 

S  10.  Normales.    -  Hyperbole  d'Apollonius.  —  Propriétés. 

§11.  Foyers  et  directrices  :  définition  de  Pliïcker.  —  Hyperboles 
de  Pliïcker.  —  Propriétés. 

S  12.  Faisceaux  ponctuels  et  tangentiels  des  coniques. —  Coni- 
ques dégénérées.  —  Diverses  espèces  de  contact.  —  Théorèmes 
de  Poncelet  et  de  Sturm.  —  Pôles  et  polaires.  —  Coniques  homo- 
focales. 

Chapitre  VU.  —  Etude  particulière  géométrique  et  analytique 
des  trois  espèces  de  coniques  en  coordonnées  cartésiennes  et  po- 
laires. —  Théorèmes  de  Daudelin  et  Quételet.  —  Relations  entre 
les  trois  courbes. 

En  résumé  la  partie  la  plus  importante  du  cours  exposé 
par  la  méthode  indiquée  plus  haut  est  Fétude  des  pôles  et  po- 
laires par  rapport  à  une  conique.  Cette  dernière  elle-même 
se  ramène  à  l'intersection  d'une  courbe  du  second  degré 
avec  une  ponctuelle  déterminée  par  deux  points  (jriytzi) 
{X21/2Z2  en  se  servant  de  la  méthode  de  Hesse  et  du  déve- 
loppement de  Taylor  pour  une  fonction  homogène  à  trois  va- 
riables et  du  second  degré. 

L'emploi  des  premières  notions  de  la  géométrie  projective 
simplifie  souvent  les  résultats  et  permet  en  outre  d'en  donner 
une  interprétation  géométrique.  On  perd  trop  souvent  de 
vue  le  côté  géométrique  de  cette  science;  on  n'y  voit  la  plu- 
part du  temps  qu'une  application  de  l'algèbre  et  de  l'analyse 
à  la  géométrie;  c'est  peut-être  l'une  des  causes  pour  les- 
quelles les  études  géométriques  sont  quelque  peu  délaissées 
de  nos  jours. 

J.  Rose  (Chimay,  Belgique). 


COMMISSION  INTERNATIONALE  DE  L'ENSEIGNEMENT 
MATHÉMATIQUE. 


Circulaire  X°  1.  Mai  1909. 

Le  Comité  central 

à  Messieurs  les  Délégués. 

Nous  avons  Thon  rieur  de  vous  donner  ci-après  un  premier  aperçu 
de  l'état  actuel  des  travaux  préparatoires  de  la  Commission  inter- 
nationale de  l'enseignement  mathématique  à  laquelle  vous  avez 
bien  voulu  promettre  votre  précieux  concours. 

1.  —  Constitution  de  la  Commission. 

Après  avoir  établi  le  «  Rapport  préliminaire  sur  l'organisa- 
tion de  la  Commission  et  Le  plan  général  de  ses  travaux  »,  le  Co- 
mité central  s'est  attaché  à  constituer  la  Commission  sur  les  bases 
indiquées  à  l'article  R  en  se  conformant  le  plus  possible  aux  in- 
dications fournies,  pour  certains  pays  déjà  par  le  Congrès  de  Rome. 
et,  pour  les  autres,  par  des  personnalités,  sociétés  ou  autorités 
compétentes.  Dans  une  réunion  tenue  à  Carlsruhe,  les  5  et  6  avril 
1909,  le  Comité  a  fait  une  revue  générale  de  l'état  des  démarches 
et  des  travaux  dans  les  différents  pays.  Les  délégations  sont  défi- 
nitivement constituées  dans  1(>  pays  participants  sur  18.  Pour  la 
Belgique  et  les  lies  britanniques  nos  démarches  ont  rencontré  des 
difficultés  ou  des  retards  imprévus. 

Quand  aux  pays  associés,  les  Gouvernements  respectifs  ont  été 
invités  à  désigner  leur  délégué;  nous  en  donnerons  la  liste  dans 
une  deuxième  circulaire. 

Voici  la  liste  des  pays  participants  et  de  leur  délégués  : 

Allemagne.     MM.  F.  Klein,  G.  R.  R.,  professeur  à  L'Université  de 
Gœtt  ingue  : 
P.   Staeckel,    C.   11.    R..    professeur   à    L'Ecole 

technique  supérieure  de  Carlsruhe; 
P.  Treutlein,  directeur  du      Real  ii.  Reform- 
gymnasium  »,  Carlsruhe. 

L'Enseignement  mathém.,  11«  année  :  1909.  rs 
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Autriche.  E.  Czurer,  II.  K.,  professeur  à  L'Ecole  technique 

supérieure  de  Vienne; 
lî.  Suppantschitsch,   p rofesseu r  à  l'Ecole  réale 

de  l'Etat,  Vienne  ; 
W.    \\  iiïiiNGEK,    professeur   à    l'Université    de 
Vienne. 
Belgique.  Un  délégué  [en  pourpaler). 

Danemark.  P.  Heegaard,   professeur  aux  Ecoles  militaires, 

adjoint  pour  les  mathématiques  à  l'inspec- 
teur "tuerai  des  lycées  du  Danemark. 
Espagne.  Z.  G.  de  Galdeano,  professeur  à  l'Université  de 

Saragosse. 
Etats-Unis  d  Amérique  :  Dav.-Eug;  Smith,  professeur  au  Teaehers 
Collège,  Columbia  University,  New-York, 
président  ; 
W.  Osgood,  professeur  à  l'Université  Harvard, 

Cambridge,  Mass.  ; 
J.  W.   A.  Young,   professeur  à  l'Université   de 
Chicago. 
France.  A.  de  Saint  Germain,  Paris,  ancien  doyen  de  la 

Faculté  des  Sciences  de  Caen,  président  ; 
C.  Bourlet,    professeur    au    Conservatoire   des 
Arts  et  métiers  et  à  l'Ecole  des  beaux-arts, 
trésorier  ; 
C.    A.    Laisaxt,     répétiteur    et    examinateur   a 
l'Ecole  polytechnique  de  Paris,  secrétaire. 
Grèce.  C.  Stephanos,  profess.  à  l'Université  d'Athènes. 

Hollande.  J.  Caiidixaal,    professeur    à    l'Ecole    technique 

supérieure  de  Delft. 
Hongrie.  M.  Beke,  professeur  à  l'Université  de  Budapest  ; 

G.  Raoos,  professeur  à  l'Ecole  technique  supé- 
rieure de  Budapest; 
Batz.  professeur  au  Gymnase  supérieur  évan- 
gélique  de  Budapest. 
Iles  Britanniques.  Sir  (î.  Greenbill,  ancien  professeur  au  Collège 
W  'oolwich. 
(Les  deux  autres  délégués  seront  désignés  sous 
peu). 
Italie.  G.  Castei.m  ovo.    professeur   à  l'Université   de 

l!(»me  ; 
Fr.  Enriques,   professeur  à  1' Université   de  Bo- 
logne ; 
G.  Vailati1,  professeur  à  l'Institut  technique  de 
Florence. 


1  An    montent  de   mettre   snu-.   presse    non-   apprenons   l;i    triste   nouvelle  de   la  morl  di 
M.  Vailati.  C'esl  une  perte  très  grasde  pour  la  seience  italienne  et  l'enseignement. 
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Norvège.  M.  <  >laf  Ai.i-skn.  professeur  au  Lycée  municipal 

de  Christiania. 
Portugal.  G.  Tbixeira,  Directeur  de  l'Académie  polytech- 

nique de  Porto. 
Roumanie.  G.  Tzitzeica,   professeur  à  l'Université  de  Bu- 

carest. 
Russie.  N.  v.  Sonin,  Président  au  Ministère  de  l'instruc- 

tion publique,  St-Pétersbourg; 
Kojalovic,  professeur  à  l'institut  technologique 

de  St-Pétersbourg; 
K.  W.  Vogt,   Directeur  de  la   deuxième   Ecole 
réale  de  St-Pétersbourg. 
Suéde.  H.   von    Koch,   professeur    à   l'Ecole    technique 

supérieure  de  Stockholm. 
Suisse.  II.  Fehr,   professeur  à  l'Université  de  Genève, 

président  ; 
C.  F.  Geisek,  professeur  à  l'Ecole  polytechnique 

fédérale  de  Zurich  ; 
J.  H.  G raf,  professeur  à  l'Université  de  Berne. 

Os  noms  ont  été  soumis  à  l'approbation  des  Gouvernements 
et  ceux-ci  ont  été  invités  à  fournir  à  leurs  délégués  l'appui  finan- 
cier dont  ils  auront  besoin  pour  couvrir  les  frais  de  la  délégation 
et  de  la  sous-commission  nationale  et  pour  contribuer  aux  frais 
généraux  de  la  Commission. 


II.  —  Questions  financières. 

Le  budget  annuel  varie  nécessairement  suivant  les  pays.  Bien 
que  nous  laissions  à  chaque  délégation  le  soin  d'établir  son  bud- 
get et  de  faire  les  démarches  nécessaires  pour  obtenir  l'allocation 
correspondante,  nous  croyons  utile  d'indiquer  les  principales 
rubriques  qu'il  y  a  lieu  de  prévoir. 

a)  Contribution  annuelle  de  100  fr.  au  Comité  central  pendant 
les  années  1909,  1910,  1911  et  1912,  ou  versement  unique  de 
400  fr.  en  L909  voir  art.  B,  III  du  Rapport  préliminaire  ,  à  adresser 
au  secrétaire  général. 

A  Frais  de  secrétariat  de  la  délégation  :  indemnité  au  secré- 
taire adjoint,  frais  d'impression  et  de  correspondance. 

c)  Frais  de  réunion  <le  la  délégation  el  «le  la  sous-commission. 
Nous  estimons  qu'il  est  juste  que  tous  les  collaborateurs  soient 
indemnisés  de  leur  frais  de  déplacement  el  même,  tout  au  moins 
dans  les  grands  pays,  de  tous  les  frais  de  voyag 

<l)  Frais  de  voyage  des  délégués  à  la  Conférence  de  1911  et  au 
Congrès  de  Cambridge  de  1912. 
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III.  —  Sous-commissions  nationales,  leur  composition. 

D'après  l'article  B,  I,  c  du  Rapport  préliminaire  les  délégations 
sont  invitées  à  s'adjoindre  une  sous-commission  nationale  com- 
prenant des  représentants  des  divers  degrés  de  renseignement 
mathématique  dans  les  établissements  d'instruction  générale  ou 
dans  les  écoles  techniques  ou  professionnelles.  Par  ce  moyen, 
elles  pourront  tenir  compte  des  différentes  tendances  qui  se  font 
joui'  dans 'l'enseignement  afin  que  leur  rapport  soit  bien  une  élude 
objective  de  l'état  actuel  de  l'enseignement  mathématique  et  des 
réformes  proposées.  Pour  le  début  le  nombre  des  membres  peut 
être  restreint;  il  augmentera  dans  la  suite  chaque  fois  qu'il  sera 
nécessaire  de  s'attacher  de  nouveaux  collaborateurs.  Dans  tous 
les  cas  il  est  bon  que  la  sous-commission  comprenne  des  repré- 
sentants des  sciences  appliquées  se  rattachant  aux  mathématiques, 
notamment  au  moins  un  ingénieur  et  un  physicien  particulière- 
ment compétents  dans  les  questions  d'enseignement. 

Dans  plusieurs  pays  les  délégués  ont  constitué,  depuis  quelques 
mois  déjà,  un  premier  noyau  de  leur  sous-commission.  Nous  don- 
nerons ici  une  première  liste  d'après  les  renseignements  qui 
nous  sont  parvenus  jusqu'au  30  avril  1909.  Les  additions  seront 
publiées  dans  la  Revue  internationale  de  1«  Enseignement  mathé- 
matique »,  organe  officiel  de  la  Commission,  qui  rendra  régu- 
lièrement compte  des  travaux  de  la  commission  et  des  sous- 
commissions. 

Allemagne.  —  La  sous-commission  allemande  est  composée  de  MM. 
les  délégués  Klein,  St.eckel,  Treuti.ein,  et  de 

.MM.  Gutzmer,  Directeur  du  Jahresbericht  der  Deutschen  Matheuiatiker- 
Vereinigung  : 

Pietzklk,  Directeur  des  Unterrichtsbldtter  fur  Malhematik  u.  Naturwis- 
senschaft. 

Poske,  Directeur  de  la  Zeitschrifl  fur  physikalischen  u.  chemischen  Unter- 
richt  et 

Schotten,  Directeur  de  la  Zeitschrift  fur  mathematischen  u.  naturui.ssen- 
schaftlichen  Unterricht. 

La  sous-commission  s'est  adjoint  une  série  de  jeunes  collaborateurs  et 
elle  a  chargé  M.  Lietzmann  des  fonctions  de  secrétaire-adjoint.  Les  membres 
de  la  délégation  cl  la  sous-commission  ont  été  désignés  par  la  Deutsche 
Mathematiker-Vereinigung  dans  sa  réunion  annuelle  de  Cologne  le  22  sep- 
tembre 1908.  Les  travaux  préparatoires  sont  déjà  très  avancés;  on  trouvera 
plus  loin  la  liste  des  sujets  qui  feront  l'objet  de  rapports  spéciaux. 

Danemark.  —  M.  P.  Hf.egard,  délégué  et  MM. 
Andersen,  professeur  au  Lycée  >le  Ronne. 
T.  Bonnesen,  chef  d'institution,  Copenhague. 
C  R.  Ettb,  professeur  de  Collège,  Copenhague. 
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C.  P.  Hansen,  professeur  à  l'Ecole  de  construction,  Copenhague. 

I.  Beckscuer,  professeur  de  collège,  Copenhague. 

C.  Juel,  professeur  à  l'Ecole   polytechnique,    rédacteur  de  Nyt  Tidsskrift 

for  Materna tik,  Copenhague. 
E.  Klein,  cap  il  ai  ne  d'artillerie,  professeur  à  l'Ecole  militaire,  Copenhague. 
J.  Mollerup,  professeur  à  l'Ecole  polytechnique,  Copenhague. 
V.  Trier,  rédacteur  de  Nyt  Tidsskrift  for  Mathematik,  Copenhague. 
E.  (..   Valentiner,  professeur  au  Lycée  Metropolitanskolen,   Copenhague. 

Espagne.  —  M.  Z.  G.   de  Galdeano,  délégué  et  MM. 

Ed.  Léon  y  Ortiz  et  Cecilio  Jiménez  Rleda,  professeurs  à  l'Université  de 
Madrid. 

Miguel  Marzal  y  Bentoméu  et  Esteban Terradas  è  II  I  a,  professeurs  à  l'Uni- 
versité  de  Barcelone. 

Graciano  Silvan,  secrétaire,  professeur  à  l'Université  de  Saragosse. 

'N  entura  Rêves  Prosper,  directeur  de  l'Institut  général  et  technique  de 
Zolède. 

Ad.  Ruiz  Tapiador  et  Jésus  Massa,  professeurs  à  l'Institut  général  et  tech- 
nique de  Saragosse  v  Las  Palmas. 

Augusto  Krahe,  professeur  de  l'école  supérieure  et  industrielle  de  Madrid. 

Enrique  Lines,  professeur  de  l'école  supérieure  et  industrielle  de  Carta- 
gène. 

Juan  J.  Diras  Lorioa,  professeur  et  commandant  d'artillerie.- 

Joaquim  Cerrailo,  professeur  de  l'école  supérieure  des  Maîtres  de  Gre- 
nade 

Jorge  Torner,  professeur  à  l'Ecole  d'ingénieurs  de  Montes. 

Luis  Gaztki.u,  marquis  de  Echandia,  Antonio  Cackres  et  Zoribio  ("aceres, 
professeurs  à  l'Ecole  d'ingénieurs  de  ponts  et  chaussées. 

La  sous-commission  sera  encore  complétée  par  l'adjonction  des  réprésen- 
tants de  l'Association  espagnole  pour  l'avancement  des  sciences. 

Etats-Unis    d'Amérique.   —   MM.    Daw-Eug     Smith,    président, 

Osgood  et  J.^Y.-A.  Young,  délégués.  —  Dans  une  séance  tenue  à  New- 
York,  en  mars  1909,  la  délégation  a  choisi  comme  président  M.  Dav.- 
Eug.  Smith  et  comme  secrétaire-adjoint  Miss  E.  M.  ÏNeilson.  Elle  a 
décidé  d'inviter  à  faire  partie  de  la  sous-commission  (conseil  adjoint 
consultatif)  les  commissaires  et  anciens  commissaires  d'Education  des 
Etats-Unis;  les  présidents  des  universités  de  Harvard,  Columbia, 
et  Chicago  ;  les  présidents  et  anciens  présidents  de  Y  American  mathe- 
matical  Society  et  de  Y  American  Fédération  of  Teachers  ofthe  Mathe- 
matical  and  the  Natur  al  Sciences.  Le  plan  de  travail  a  été  prépare  avec 
soins;  il  vient  d'être  soumis  au  conseil  adjoint.  Nous  en  donnerons 
la  traduction  ci-après. 

France. —  MM.  A.  de  Saint-Germain,  président.  Bourlbt  et  Laisant, 
délégués  et  MM . 

P.  Appell,  membre  fie  l'Institut,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris, 
professeur  à  l'Ecole  centrale  des  Arts  et   Manufactures. 

Désir»'-  André,  professeur  de  l'enseignement  secondaire  en  retraite 

Bkrtier.  Directeur  de  l'école  des  Roches. 

B m  ,  professeur  au  Lycée  Louis  le  Grand,  président  de  la  société  mathé- 
matique de  France. 
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Blotkl,  professeur  au  Lycée   S'-Louis,  chargé  de  conférences   à  la   Sor- 

bonne. 
Emile  Borel,  professeur-adjoint  à  la  Sorbonue  et  à  l'Ecole  normale  supé- 
rieure. 
Carvai.lo,  examinateur   des  élèves   à   l'Ecole  polytechnique,  professeur  à 

l'Ecole  pratique  industrielle  de  Paris. 
F.  Marotte,   professeur   au    Lycée  Charlemagne   (Paris),  rédacteur  de    La 

Revue  de  l'enseignement  des  Sciences. 
Vessiot,  professeur  à  la  Faculté  des  sciences  de  Lyon. 
H.  Yogt,  professeur  à  la  Faculté  des  sciences  de  Nancy. 
M.  YYkill,  directeur  du  Collège  Chaptal  (Paris). 
Suisse.  —  MM.  H.  Fehr,  Président,  C.  F.  Geiser,  J.  H.  Graf,  délégués, 

et  MM. 
Bach,  Inspecteur,  Directeur  du  «  Landerziehungsheim  Schloss  Kefikon  » 

bei  Islikon  (Thurgovie),  pour  l'enseignement  primaire. 
Badertsciier,  Inspecteur  à  Berne,  pour  l'enseignement  primaire  supérieur 

et  l'enseignement  secondaire  moyen. 
E.    Gibler,    chargé    de    cours    de    l'Université    de   Zurich,   professeur    au 

Séminaire,  pour  les  écoles  déjeunes  filles  et  l'enseignement  secondaire 

moyen. 
L.  Bertrand  (Genève),  Brandenberger  (Zurich),  Flatt  (Baie),   et  Jacottet 

(Lausanne),  professeurs  de  gymnase,  pour  l'enseignement   secondaire 

supérieur  classique,  moderne  et  scientifique. 
L.  Crelier,  professeur  au  Technicum  de  Bienne,  et  Stiner,  professeur  au 

Technicum    de    Winterthour,    pour    l'enseignement    professionnel    et 

l'enseignement  technique  moyens. 
Grossmaan,  professeur  à  l'Ecole  polytechnique  fédérale,  pour  l'enseigne- 
ment technique  supérieur  (avec  M.  Geiser,  délégué)  et  la  préparation 

des   candidats  à  l'enseignement   secondaire   supérieur  (avec  M.  Fehr, 

délégué). 
Alb.   Einstein,    ingénieur    et    physicien    (Berne),    et    Moser,    professeur    à 

l'Université  de  Berne,  pour  les  sciences  appliquées. 
La   sous-commission    sera   encore   complétée,  notamment  par   des    repré- 
sentants des  Sciences  appliquées. 


IV.  —  Travaux  préparatoires  des  sous-commissions. 

Il  est  très  désirable  que  les  délégués  s'entendent  le  plus  vite 
possible  avec  leur  sous-eommission  au  sujet  de  L'organisation  et 
de  la  répartition  des  travaux  suivant  le  plan  général  exposé  dans 
le  «  Rapport  préliminaire  ».  Il  y  aura  lieu  d'établir  tout  d'abord  un 
tableau  des  divers  types  d'écoles  fvoir  G  II)  et  de  charger  ensuite 
leurs  représentants  de  l'élaboration  des  rapports  qui  s'y  rattachent. 
En  dehors  de  ces  exposés  d'ensemble,  il  y  a  sans  doute  dans 
chaque  pays  des  questions  spéciales  actuellement  à  l'ordre  du 
jour  pouvant  faire  l'objet  de  rapports  spéciaux  préparatoires  sur 
lesquels  on  se  référera  ensuite  dans  l'étude  d'ensemble. 

En  Allemagne  e1  aux   Etal-Unis  les  travaux  préparatoires  sont 
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déjà  très  avancés,  grâce  à  l'accueil  et  aux  zèle  que  les  délégués 
ont  rencontré  dans  tous  les  milieux  du  corps  enseignant.  Nous 
eu  donnerons  un  aperçu  qui  sera  sans  doute  examiné  avec  inté- 
rêt par  tous  ceux  qui  sont  appelés  à  collaborer  aux  travaux  de  la 
Commission. 

Allemagne. 

En  Allemagne,  on  a  commencé  l'étude  d'une  série  de  rapports  prépara- 
toires. La  liste  suivante  a  été  arrêtée  par  la  délégation  allemande  dans  sa 
séance  de  Carlsruhe  du  8  avril  1909  : 

/.  —  Ueber  die  Stellung  der  Mathematik  im  Lehrplan  der  hùheven  Màd- 
chenschule  cor  und  nach  der  Neiiordnung  des  holieren  Màdchenschula-esens 
in  Preussen.  (Sur  la  place  accordée  aux  mathématiques  dans  les  plans  d'étu- 
des des  écoles  supérieures  de  jeunes  filles  en  Prusse,  avant  et  après  le  nou- 
veau décret  concernant  ces  écoles|  par  Noods  (Berlin), 

2.  —  Stoff  und  Méthode  in  den  mathemat.  Lehrbûchern  Norddeutschlands 
(Les  matières  et  les  méthodes  des  manuels  mathématiques  de  l'Allemagne  du 
Nord),  par  Lietzmann  (Barmen). 

.','.  —  Mathematische  Lehrpldne  in  Norddeutschland.  il.es  plans  d'études 
mathématiques  dans  l'Allemagne  du  Nord),  par  Lietzmann  (Barmen). 

';.  —  Jahresbericht  liber  dus  Fortschreiten  der  Reformbewegung  in  jVord- 
deutschland.  (Rapport  annuel  sur  le  mouvement  de  réforme  dans  l'Allema- 
gne du  Nordl  par  Schimmack  (Gôttingue). 

.',.  —  Bericht  iiber  die  Mathematik  an  den  hôheren  Schulen  in  Sachsen. 
(Les  mathématiques  dans  les  établissements  secondaires  supérieurs  de  la 
Saxe)  par  Wittixg  (Dresde). 

6  à  9.  —  Entsprechende  Rerichte  ûber  die  Verhâltnisse  in  Suddeutschland 
iBaden,  Treutlkin  und  Cramer,  Karlsruhe  ;  Bayern,  Wieleitner,  Spey'er; 
Hessen,  Schnell,  Darmstadt  :  "Wurtemberg,  Geck,  Reutlingen).  (Rapports 
analogues  pour  l'Allemagne  du  Sud  :  pour  le  Grand  Duché  de  Bade  par 
Treutlein  et  Cramer  (Karlsruhe)  ;  pour  la  Bavière  par  Wieleitner,  Speyer  ; 
pour  la  Hesse  par  Schnell  (Darmstadt),  pour  le  Wurtemberg  par  Geck 
(Reutlingen). 

10.  —  Bericht  ûber  den  mathem  Unterricht  im  Bereich  der  katholischen 
Orden  Dentschlands  und  seiner  Nachbarldnder.  [Sur  l'enseignement  mathé- 
matique dans  le  domaine  des  ordres  catholiques  de  l'Allemagne  et  «les  pays 
voisins),  par  Timerding  i  Braunschweig). 

11.  —  Bericht  iiber  die  Mathematik  im  Unterricht  der  Mechanik  und 
Physik.  (Les  mathématiques  dans  renseignement  de  la  Mécanique  et  de  la 
Physique.) 

12.  —  Bericht  ûber  Linearzeichnen.  (Sur  le  dessin  linéaire.) 

/.';.  —  Die  Enhvickelung  der  mathematischen  Ausbildung  der  Lehramts- 
kandidaten  an  den  deutschen  Univers itàten  und  Uochschulen.  (La  prépara- 
tion des  candidats  à  L'enseignement  par  1rs  universités  et  les  écoles  tech- 
niques supérieures  allemandes),  par  Lorey  (Minden  i.  W.) 

l'i.  —  Die  Mathematik  an  den  deutschen  technischen  Hochschulen.  I  es 
mathématiques  aux  écoles  techniques  supérieures  allemandes),  par  St.eck.ei 
et  Kaber  (Carlsruhe.) 

lh.  — Die  Mathematik  an  den  technischen  Mittelschulen.  (Les  mathéma- 
tiques aux  écoles  techniques  moyennes.) 
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16-17.  —  Pie  Mathematik  an  Volksschulen,  Fortbildungschulen,  Seminarien 
fur    Volksschullehrer,    etc.   [Les   mathématiques   aux   écoles    primaires,   aux 

écoles  primaires  supérieures  el  aux  renies  normales  formant  les  maîtres   de 
ablissements.) 
Les  rapporteurs  sur  les  questions  11.  12,   lô,   16  et  17  ne  sont   pas  encore 
désignés. 

Ces  rapports  préparatoires  seront  publiés  dans  la  «  Zeitschritt  fur  inalhe- 
matischeu  u.  oaturwissenschaftlichen  Unterricht  »  et  édités  à  part  par  la 
maison  ïeubner  (Leipzig!  sous  le  titre  «  Berirhte  u.  Mitleilungen  veranlasst 
dure  li  die  internationale  matliematisclie  Unterrichtskommission  ».  Ils  seront 
distribués  aux  membres  de  la  Commission  internationale  par  les  soins  du 
secrétaire  général. 

[Nous  rappelons  à  cette  occasion  que  les  sous-commissions  peuvent  publier 
tous  leurs  rapports  suivant  leur  propre  convenance  pourvu  qu'elles  tiennent 
compte  des  articles  C  et  D  du  Rapport  préliminaire. 

Le  Secrétaire  général.] 

Etats-Unis  d'Amérique. 

/{apport  préparatoire  de  la  délégation  américaine. 

1.  —  Organisation.  —  Le  Comité  central,  composé  des  professeurs 
F.  Klein  de  Gôttingue,  Sir  George  Greenhill  de  Londres  et  H.  Fehr  de 
Genève,  ayant  désigné  comme  membres  de  la  délégation  américaine  les 
professeurs  W.-F.  Osgood  de  Cambridge,  Mass.,  David-Eugène  Smith  de 
New- York.  J.-W.-A.  Yourg  de  Chicago,  III.,  ces  derniers  ont  tenu  leur 
première  séance  les  26  et  '!',  mars  ll.»09  à  New-York.  M.  Smith  a  été  élu 
président  et  Miss  S. -M.  Neilson    a   été    désignée    comme    secrétaire-adjoint. 

1.  —  l.a  Revue  School  Science  and  }/athematics  a  été  choisie  comme  or- 
gane  de  la  sous-commission  américaine. 

3.  —  Conseil  consultatif.  — ■  Il  a  été  décidé  de  former  un  Conseil  consul- 
tatif auquel  les  questions  importantes  pourront  être  renvoyées  et  que  les 
membres  des  commissions  pourront  consulter  soit  collectivement,  soit  indi- 
viduellement; Ont  été  invités  à  en  faire  partie  MM.  Les  Cominissioner  et  ex- 
Commissioner  of Education  des  Etats-Unis,  les  présidents  des  Universités  de 
Harvard,  Colmnbia  et  Chicago  et  les  présidents  et  présidents  d  honneur  de 
la  Société  mathématique  américaine  et  de  la  Fédération  américaine  des 
maîtres  de  Sciences  mathématiques  et  naturelles. 

».  —  Méthodes  de  l'enquête.  —  Les  enquêtes  auront  lieu  par  le  moyen 
de  comités  el  sous-comités,  les  présidents  des  sous-comités  tonnant  les 
membres  des  comités.  Ces  comités  et  sous-comités  étudieront  tout  ou  partie 
des  cinq  sujets  proposés  dans  le  Rapport  préliminaire  du  Comité  central, 
c  est-à-dire  : 

ni  L'organisation  des  écoles  et  les  rapports  des  divers  genres  d'écoles 
entre  elles. 

hi  Le  plan  d  étude-  des  mathématiques  de  chaque  type  d'école. 

c)  La  question  des  examens  au  point  de  vue  de  l'école. 

d)  Les  méthodes  employées  dan-  l'enseignement  des  mathématiques. 
et  La  préparation  des  maîtres  de  mathématiques. 

Ces  sujets  doivent  être  étudiés  pour  chaque  type  d'écoles  et  chaque  do- 
maine, au  double  point  de  \  ne  des  conditions  actuelles  el  des  réformes  pro- 
posées. 
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5.  —  Nature  de  l'enquête  —  Le  Rapport  préliminaire  du  Comité  central 
esquisse  un  plan  de  travail  commun  pour  toutes  les  nations  représentées 
dans  la  Commission  et  chaque  comité  américain  doit  naturellement  traiter 
soigneusement  tous  lus  points  qui  le  concernent.  Les  deux  poinis  de  vue 
national  et  international  doivent  être  constamment  présents  à  l'esprit. 

Point  de  vue  national.  La  préparation  des  rapports  demande  un  examen 
étendu  de  notre  système  d'éducation  en  général  et  du  travail  mathématique 
en  particulier,  de  pins  nue  esquisse  de  1  activité  remarquable  de  la  dernière 
diiailc  dans  le  développement  d'institutions  existantes  et  dans  la  création  de 
nouveaux  établissements  projetés,  et  enfin  un  compte  rendu  îles  modifica- 
tions déjà  réalisées  et  des  réformes  projetées  dans  le  travail  mathématique. 
Ceci  nous  fournit  l'occasion  de  faire  un  inventaire  des  conditions  actuelles 
et  d'examiner  les  propositions  faites  pour  I  avenir.  Ce  travail  devra  donc  être 
fait  dans  un  esprit  juridique  et  non  législatif. 

Point  de  vue  international.  Les  rapports  étant  destinés  au  public  instruit 
d  un  grand  nombre  de  nations,  il  sera  bon  de  donner  un  compte  rendu  concis 
des  traits  caractéristiques  de  nos  écoles  et  des  conditions  dans  lesquelles 
nous  travaillons.  Le  travail  mathématique  doit  être  étudié  et  interprété  à  la 
lumière  des  conditions  ambiantes  et  nos  rapports  devront  renseigner  les  lec- 
teurs des  autres  nations  sur  notre  système  et  nos  conditions  d'éducation,  à 
charge  de  réciprocité. 

L'Amérique  occupe  une  place  unique  pour  la  liberté  laissée  à  l'initiative 
individuelle  en  matière  d  éducation  et  par  l'absence  de  législation  et  d'ins- 
pection par  l'autorité  centrale.  Il  est  par  conséquent  désirable  que  les  rap- 
ports exposent  clairement  les  effets  bous  ou  mauvais  de  l'application  de  cette 
liberté  sur  nos  progrès  en  général  et  sur  l'éducation  mathématique. 

Nous  possédons  également' seuls  la  séparation  complète  de  l'Eglise  et  de 
l'Etal  dès  l'origine,  et  un  exposé  de  l'influence  de  cet  état  de  choses  sur 
l'éducation  sera  d  un  haut  intérêt  pour  les  nations  qui  ont  envisagé  ou  qui 
envisagent  les  graves  problèmes  relatifs  à  l'instruction  religieuse. 

Nous  avons  aussi  l'histoire  de  l'éducation  la  plus  brève  et  nous  avons 
également  seuls  le  sentiment  de  vivre  à  l'époque  de  sa  formation,  sentiment 
qui  imprègne  toute  notre  activité.  Le  but  delà  Commission  n'est  pas  d 'étu- 
dier l'histoire  de  l'éducation  ou  d'étudier  des  statistiques,  mais  il  serait 
peut-être  nécessaire,  étant  donné  les  conditions  américaines,  de  faire  un 
travail  de  ce  genre  alin   de  comprendre  le  présent  et  de  prévoir  l'avenir. 

Bien  que  les  grands  problèmes  principaux  soient  énumérés  tout  au  long 
dans  le  Rapport  préliminaire,  nous  en  avons  d'autres  qui  nous  sont  particu- 
liers, tels  que  l'éducation  des  nègres  et  celle  des  nombreux  immigrants  »,ins 
éducation  qui  nous  arrivent  constamment,  ainsi  que  leur  américanisation. 

Les  divers  rapports  doivent  tenir  un  compte  suffisant  du  caractère  inter- 
nat tonal  de  ce  t  ravail . 

6.  —  Comités  et  sous-comités.  —  Voici  la  liste  des  comités  et  sous-co- 
mités  désignés  respectivement  par  les  chiffres  romains  et  arabes  et  celle  des 
sujets  qui  doivent   être  traités  par  chacun  d  eux. 

I.  /-.'ciiies  élémentaires. 

1.  Kindergarten.  Sujets  n    ..e  [voir  ci-dessus,  n°  1). 

2.  Idoles  publiques  et  p  rivée  s  degré  1  .  .  .6  inclusivement.  Sujets  n .  .  .d  . 
'.\.    Idem.  Sujet  e  . 

'i     Ecoles  publiques  et  privées  degrés  7  et  8.  Sujets  a .  .  .d  . 
5.    Idem.  Sujet  e  . 
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Il     Ecoles  élémentaires  spéciales. 

1.  Ecoles  de  métiers.  Sujets  a.  .  .d  . 

2.  Ecoles  professionnelles.  Sujets  a.  .  .d  . 

'■>.   Classes  industrielles  dans  les  écoles  publiques.  Sujets  <t...d  . 
».   Maîtres  pour  les  établissements  ci-dessus.  Sujet  e  . 

III.  Ecoles  secondaires  publiques. 

1.  Ecoles  de  garçons.  Sujets  a.  .  .d  . 

2.  Ecoles  de  Qlles.  Sujets  a...d  . 

3.  Ecoles  ili'  coéducalion  dans  l'Est.  Sujets  a.  .  .d  . 
\.    Idem  dans  le  Centre  Ouest. 

5.  Idem'  dans  le  Sud. 

6.  Idem  sur  la  rôte  du  Pacifique. 

7.  Maîtres  pour  les  établissements  susnommés.  Sujet  e  . 

8.  Le  cycle  de  six  ans. 

IV.  Ecoles  secondaires  privées. 

1.  Ecoles  de  garçons  y  compris  les  écoles  militaires  et   religieuses.   Su- 

jets a  .  . .d  . 

2.  Ecoles  de  lîlles  y  compris  les  écoles  religieuses.  Sujets^/.  .  .d  . 

3.  Ecoles  de  coéducalion    Sujets  a.,  .d  . 

\ .    Maîtres  pour  les  établissements  susnommés.  Sujet  e  . 
Y.    Ecoles  normales. 

1.  Ecoles    normales  de  lEtat  n'exigeant  pas  de  diplôme  d'école  supé- 

rieure pour  l'admission.  Sujets  a...d  . 

2.  Idem,  exigeant  le  diplôme  d'école  supérieure. 

3.  Ecoles  normales  privées.  Sujets  a.  .    d  . 

'i.    Maîtres    pour  les  établissements  susnommés.  Sujet  e  . 

VI.  Ecoles  secondaires  techniques. 

1.    Ecoles  publiques,  enseignement  manuel,  industriel,  nautique.  Sujets 

a  .  .  .d  . 
-'     Ecoles  privées  et  de  corporations.  Sujets  a.  .  .d  . 
A.    Ecoles  de  commerce  publiques.   Sujets  a .  .  .<!  . 
i.    Ecoles  de  commerce  privées.  Sujets  a    ..d  . 
"i.   Ecoles  d'agriculture.  Sujets  a...d  . 
6.    Maîtres  pour  les  établissements    susnommés.   Sujet  c  . 

VII.  Ecoles  secondaires  et  élémentaires  non  comprises  dans  II 

1.  Ecoles  techniques  et  commerciales  du  soir.  Sujets  a...e  . 

2.  Ecoles  privées  par  correspondance.   Sujets  a...C  . 
'.\.    Ecoles  pour  comptables  diplômés.  Sujets  a .  .  .e  . 

\ .    Ecoles  pour  nègres  et  indiens.  Sujets  a...e  . 

5.    Ecoles  pour  aveugles,  estropiés,  sourds-muets.   Sujets  a...e  . 

VIII.  De  la  préparation  des  maîtres  de  mathématiques  pour  les  écoles 
publiques. 

I.   Education  nécessaire  pour  les  premiers  degrés  1...4  . 
_'    Idem  pour  les  degrés  5.  ..8  . 

){.     Idem   pour   les   écoles   seconda  i  l'es  d  une   durée  de    'i    ans. 

ï.    Erreurs  dans  les  méthodes  d'enseignement,  leur  nature,  leurs  cuises 

et     leurs     remèdes. 

ô.  Manière  de  s  assurer  des  candidats  capables  pour  l'enseignement. 
Renseignements  sur  le  bien-être  des  maîtres  et  sur  les  cause-  du 
manque  d'intérêt  de  ce  travail. 
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IX.  /Iraniens  en  mathématiques,  autres  que  ceux  institués  par  le  maître 

dans  sa  propre  classe. 
1.  Genre  de  la  promotion  dans  les  écoles  élémentaires  el  de  l'admission 

dans  les  écoles  secondaires. 
'_'.    Admission  au  collège  par  les  examens  de  collège. 
:j.    Idem  par  les  examens  du  Collège  Entrance  Board. 
t.    Idem  par  les  examens  de  l'Etat. 
5.    Idem  par  les  certificats. 
().    Examens  de  l'Etat  et  examens  locaux  des  maîtres. 

7.  Examens  du  Civil  service. 

8.  Tous  les  autres  systèmes   d  examens  de  l'Etat. 

X.  Travail  mathématique  dans  les  possessions  américaines. 

1.  Alaska.  —  2.  Porto  Rico.  —  3.  Hawaii. —  i.  Philippines. 

XI.  Influences  tendant  h  améliorer  le  travail  du  maître. 

1.  Périodiques. 

2.  Associations  de  maîtres,  y  compris  les  cercles  de  lecture. 

3.  Instituts  de  maîtres. 

i.    Surveillance  des  maîtres  par  l'Etat. 

5.     Travaux  des  éditeurs  et  de  leurs  agents. 

XII.  Ecoles  techniques  ayant  le  rang  de  collège  séparées   ou   en   rapport 

avec  des  collèges  ou  des  universités. 

1.  Générales. 

2.  Pour  ingénieurs. 

3.  Pour  ingénieurs  électriciens. 
\.    Pour  ingénieurs   des  mines. 

5.   Ecoles  d'agriculture  et  forestières. 

XIII.  Autres  écoles  professionnelles  avant  le  rang  de  collège  séparées  ou 
en  rapport  avec  des  collèges  ou  des  universités. 

1.  Pour  la  formation  de  maîtres. 

2.  Pour  la  formation  des  actuaires. 

3.  Pour  la  formation  d'officiers,  y  compris  les  écoles  pour  les  diplômés 

de  West  Point, 
i.    l'ourla   formation  d'olficiers  de  marine,    y   compris  les  écoles  pour 
lis  diplômés  d'Annapolis. 

XIV.  Collèges  des  arts  libéraux  et  universités,  d'Etat  et  dotés.   Travail  des 
sous-gradués. 

1.  Collèges  pour  hommes.   Sujets  a...d  . 

2.  Collèges  pour  femmes.  Sujets  a .  .  .d  . 

'S.    Collèges  de  coéducation.  Sujets  a...d  . 
t.    Préparation  et  situation  des  «  instructors  ». 

XV.  Travail  des  gradués   dans    les    universités   et   autres   institutions    de 

même  rang. 

1 .  Cours  d'éducation. 

2.  Préparation  à  des  recherches  et  au  grade  de  docteur, 

'■>.   Administration,  statistique  et  histoire  du  grade  de  docteur. 

1.  Préparation  et  situation  des   •<  instructors  ». 

XVI.  Revision  générale. 

I     Le  système  américain  en  général. 

2.  Le  travail  en  arithmétique  en  général. 
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3.    Idem  pour  l'algèbre. 
i.  Mrin  pour  la  géométrie: 

5.  Idem  pour  les  mathématiques  de  collège. 

6.  Idem  pour  les  mathématiques  d'université. 

7.  —  Méthodes  à  suivre  par  les  Comités.  —  Les  5  sujets  désignés  par 
a...e  devront  être  étudiés  pour  chaque  type  d  école  et  chaque  domaine  et 
chaque  comité  devra  faire  un  rapport  sur  le  travail  tel  qu'il  existe  actuelle- 
ment et  sur  les  propositions  de  réforme  jugées  utiles  par  un  nombre  suffisant 
de  maîtres.  Les  comités  et  sous-comités  sont  de  même  libres  de  présenter 
de  nouvelles  propositions  d'amélioration  si  leur  étude  de  la  situation  les 
amène  à  en  formuler  et  s'ils  estiment  leur  publication  opportune. 

Pour  les  rapports  il  sera  procédé  de  la  manière  suivante  :  Les  sons- 
comités  prépareront  d'abord  leurs  rapports  et  les  soumettront  (dactylo- 
graphiés ou  imprimés)  à  leurs  comités  respectifs,  par  l'intermédiaire  de 
leurs  présidents.  Les  comités  auxquels  ces  rapports  seront  soumis  tireront 
de  ceux-ci  un  rapport  (dactylographié  ou  imprimé)  auquel  ils  ajouteront 
leurs  propres  remarques  s  il  y  a  lieu.  Un  travail  faisant  double  emploi  sera 
inévitable  pour  commencer,  mais  est  néanmoins  désirable  parce  qu'il  permet 
d'obtenir  une  étude  indépendante  des  principaux  sujets  par  les  divers  comi- 
tés. Les  rapports  des  divers  comités  et  les  rapports  de  tous  les  sous-comités 
seront  alors  transmis  aux  membres  de  la  sous-commission  et  seront  utilisés 
par  eux  pour  la  préparation  de  leur  rapport  à  la  Commission  internationale 
qui  à  son  tour  se  servira  de  ces  matériaux  pour  son  rapport   final. 

Il  est  probable  que  les  rapports  de  tous  les  comités  et  sous-comités  seront 
incorporés  en  entier  flans  le  rapport  des  membres  de  la  sous-commission  ou 
avec  les  abréviations  que  l'espace  disponible  nécessitera. 

Il  est  à  désirer  que  les  sous-comités  et  comités  acquièrent,  par  la  criti- 
que individuelle,  les  discussions  dans  les  réunions  et  les  publications,  une 
connaissance  aussi  parfaite  que  possible  du  sujet  en  vue  de  leurs  rapports 
et  que  les  résultats  de  valeur  soient  utilisés  dans  la  préparation  des» rapports 
définitifs.  Il  est  cependant  évident  qne  tous  ces  rapports  préparatoires  doi- 
vent être  désignés  comme  tels  et  non  comme  rapports  de  ou  à  la  Commis- 
sion ou  comme  résultat  admis  par  celle-ci. 

K.  —  Dates  de  présentation  des  rapports.—  Il  faut  espérer  que  tous  les 
comités  et  sous-comités  organiseront  et  ébaucheront  leur  travail  avant  les 
vacances  d'été  1909  el  que  tous  les  sous-comités  adresseront  leurs  rapports 
à  leurs  comités  respectifs  pour  le  1er  février  1910.  Les  rapports  des  comités 
doivent  être  reçus  par  les  membres  de  la  sous-commission  américaine  jus- 
qu  au  1er  mai  1910  et  le  rapport  américain,  dans  sa  forme  définitive,  doit 
être  prêt  pour  le  1er  juin  1911,  alin  d'être  soumis  à  la  Commission  interna- 
tionale. 


Le   Présidenl   :  Le  Secrétaire-Général 

!■  .    bu  i  \  Il .    Fehr. 


MELANGES  ET  CORRESPONDANCE 


xSur  les  formules  fondamentales  de  la  Trigonométrie  sphérique. 

.Nous  n'avons  pas  ici  l'intention  de  faire  connaître  la  moindre 
formule  nouvelle,  mais  d'indiquer  un  moyen  de  soulager  la 
mémoire  des  débutants  dans  l'application  des  formules  fonda- 
mentales de  la  Trigonométrie  sphérique. 

On  est  dans  l'habitude,  en  France  tout  au  moins,  de  constituer 
le  système  de  ces  formules  fondamentales  au  moyen  de  celles 
dites  de  Gauss  qui  sont 

cos  a  •=  cos  b  cos  c  -}-  sin  b  sin  c  cos  A 

sin  a  sin  B  =  sin  b  sin  A 

sin  a  cos  B  =  sin  c  cos  b  —  sin  b  cos  c  cos  A    , 

la  corrélative  de  (1) 

cos  A  =  —  cos  B  cos  C  -f-  sin  B  sin  C  cos  a   , 

et  celles  qui  s'en  déduisent  par  permutation,  auxquelles  on  ajoute 
les  formules  dites  spéciales  du  triangle  rectangle  qui  sont 

cos  a  =  cos  b  cos  c  =  cotg  B  cotg  C  , 
sin  b  =  sin  a  sin  B  =  tg  c  cotg  C  , 
cos  B  =  cos  b  sin  C  =  tg  c  cotg  a 

Et  telle  est  la  confusion  qui  risque  de  se  produire  entre  ces 
dernières  formules  qu'on  a  imaginé  diverses  règles  mnémoniques 
pour  assurer  leur  application  correcte. 

Ne  serait-il  pas  plus  simple  de  réduire  tout  l'effort  de  mémoire 
à  retenir  le  seul  système  fondamental  constitué  par 

(1)  cos  a  =  cos  b  cos  c  -f-  sin  b  sin  c  cos  A        , 

|2|  sin  a  sin  B  =  sin  b  sin  A  , 

(3)  cos  a  cos  B  =  sin  a  cotg  c  —  sin  B  cotg  C.   , 

et  la  corrélative  de  ls  que  nous  appelons  toujours  I'  cl  qu'il  est 
inutile  d'écrire  puisque  cela  peut  se  faire  sans  nul  effort  quand 
on  a  (1)  présente  à  l'esprit  ? 

Ce  dernier  système  a  l'avantage  de  fournir  instantanément  la 
formule  correspondant   à   un   cas  de   résolution   quelconque  des 
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triangles  quelconques,  et  de  rendre  inutile  de  retenir  les  formules 
du  triangle  rectangle. 

En  effet,  tout  calcul  d'un  clément  quelconque  d'un  triangle 
sphérique  s'opère  toujours  au  moyen  de  trois  éléments  connus 
de  ce  triangle.  Parmi  ces  quatre  éléments  il  y  a  nécessairement  : 

1°  ou  bien  un  groupe  de  trois  éléments  contigus  et  un  séparé, 

2°  ou  bien  deux  groupes  de  deux  contigus, 

3°  ou  bien  un  seul  groupe  de  quatre  contigus. 

Dans  le  cas  1°,  la  solution  est  fournie  par  la  formule  (1)  [ou    1'  ]; 

dans  le  cas  2°,  par  la  formule    2  ;  dans  le  cas  3U,  par  la  formule    3 

a  une  permutation  près  entre  les  lettres  a,  b,  c  et  A,  B,  C,  bien 

entendu  ;  cela  n'ajoute  rien  à  ce  dont  se  doit  charger  la  mémoire). 

Maintenant,  pour  un  cas  quelconque  de  résolution  des  triangles 
rectangles,  l'angle  droit,  joint  aux  deux  autres  éléments  donnes 
et  a  l'élément  inconnu,  donne  naissance  à  l'une  des  dispositions 
1".  2"  ou  3°  ci-dessus.  La  formule  (1),  (2)  ou  (3)  correspondante,  où 
l'on  introduit  l'angle  droit  à  sa  place,  fournit  alors,  immédiate- 
ment, la  formule  correspondante  du  tableau  spécial  rappelé  plus 
haut,  qu'il  y  aurait  lieu  d'appliquer. 

Supposons,  par  exemple  que,  dans  un  triangle  rectangle  dont 
l'angle  droit  est  en  A,  on  veuille  calculer  B  connaissant  a  et  e. 
Les  éléments  A,  c,  B,  a  forment  une  disposition  3°.  Or,  la  formule 
(3)  donne,  par  permutation, 

COS  c  cos  B  =  sin  c  COlg  fl  —  sin  B  cotg  A   , 

qui,  avec  l'hypothèse  A  =  90°,   devient  immédiatement 

cos  B  =  tg  c  cotte  o  . 
formule  demandée. 

Maurice  d'OcAGNE.  (Paris 


Le  laboratoire  d'enseignement  mathématique   de  l'Ecole  Normale 
Supérieure  de  Paris. 

1.  —  Lors  de  la  réforme  de  l'Enseignement  Secondaire,  en 
l'.ii)2,  l'un  des  articles  du  projet  ministériel  soumis  à  la  Commis- 
sion de  L'Enseignement  de  la  Chambre  des  Députés,  était  «d'orga- 
niser et  diriger  l'Ecole  Normale  Supérieure  de  façon  à  en  faire  un 
véritable  I  nstitut  pédagogique  ».  Ce  desideratum  était  déjà  partiel- 
lement réalisé,  tout  au  moins  pour  la  Section  de  Mathématiques; 
la  préparation  des  leçons  d'Agrégation  et  Leur  critique  constituant 
pour  les  élevés  de  troisième  année  une  initiation  pédagogique.  La 
réforme  récente  de  l'Agrégation  décret  de  mai  1904,  appliqué  en 
juillet  1!)07  a  accentue  cet  état  de  choses.  En  elfet  les  leçons  exi- 
gées  des  Candidats  à  L'oral  du  Concours  doivent  porter  sur  des 
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sujets  extraits  uniquement  des  programmes  actuels  des  classes 
des  Lycées  2e  Cycle,  mathématiques  A  el  lî  et  mathématiques 
spéciales).  Ce  programme  d'examen  attire  tout  naturellement  l'at- 
tention et  les  études  des  Candidats  sur  l'Enseignement  actuel  des 
Lycées,  sur  les  divers  livres  et  les  diverses  méthodes  employés. 

C'est  afin  de  faciliter  et  de  développer  ces  études  que,  sous  la 
direction  de  MM.  Tannery  et  Borel,  fut  créé,  à  l'Ecole  Normale 
Supérieure,  le  Laboratoire  d'Enseignement  mathématique.  Une 
salle  est  mise  par  l'Administration  de  l'Ecole  à  la  disposition  du 
Laboratoire,  dont  le  fonctionnement  est  assuré  par  une  subvention 
de  l'Université  de  Paris.  Elle  est  ouverte  aux  élèves  des  trois  pro- 
motions scientifiques,  mais  est  plus  spécialement  destinée  aux 
(■levés  de  troisième  année,  candidats  à  l'Agrégation,  qui  doivent 
enseigner  l'année  suivante. 

2.  —  Les  élèves  trouvent  au  Laboratoire  la  plupart  des  livres  de 
mathématiques  publiés  en  France  pour  l'Enseignement  Secondaire 
et.  en  même  temps  quelques  Revues  pédagogiques  ou  profession- 
nelles que  ne  reçoit  pas  la  Bibliothèque  générale  et  que  les  Edi- 
teurs ont  bien  voulu  mettre  gracieusement  à  notre  disposition. 
Nous  espérons  y  adjoindre,  d'ici  peu,  une  collection  de  livres  sco- 
laires allemands  et  anglais.  Il  serait  en  elïét  très  intéressant,  pour 
les  futurs  professeurs,  de  connaître  un  peu  les  programmes  et  les 
tendances  pédagogiques  des  pays  étrangers. 

.').  —  En  dehors  de  la  bibliothèque,  il  existe  au  Laboratoire  des 
travaux  pratiques.  Toutes  les  semaines  il  y  a  une  séance  de  travail 
du  bois  :  un  professeur  de  menuiserie  apprend  aux  élèves  à  dégros- 
sir une  pièce  de  bois,  à  se  servir  d'une  scie,  d'une  varlope  et  d'un 
rabot.  Cet  enseignement  paraîtrait  à  priori  plutôt  destiné  aux 
élèves  de  la  Section  de  physique1.  Cependant  les  mathématiciens 
ont  un  double  intérêt  a  le  suivre  et  c'est  ce  que  je  vais  essayer 
d'indiquer  en  quelques  mots.  Dans  plusieurs  Lycées  de  Fiance  — 
et  c'est  une  initiative  qui  tend  à  se  généraliser  —  on  a  organise 
des  exercices  de  travaux  manuels.  Pour  les  diriger,  on  fait  appel 
a  de-,  ouvriers,  habiles  dans  leur  métier,  mais  dont  les  connais- 
sances scientifiques  ne  sont  pas  toujours  suffisantes  pour  leur  per- 
mettre de  montrer  aux  élèves  le  lien  entre  ce  qu'on  leur  enseigne 
en  classe  et  ce  qu'on  leur  fait  taire  a  l'atelier.  Il  y  aurait  donc  un 
assez  grand  intérêt  à  ce  que  le  professeur  de  mathématiques  puisse 
donner  a  ses  élèves  les  indications  nécessaires  a  la  transition' 
entre  les  notions  théoriques  et  la  réalisation  pratique.  Pourcela  il 
est  bon  et  même  indispensable  (pie  ce  professeur  ail  lui-même  des 
connaissances  techniques  et  pratiques. 

D'autre    part,    il    lui    serait    également    très    utile    de    se    rendre 


1  Pour  ces  élèves  des  séances  de  travail  du  bois  et  des  métaux  ont  été  organisées  depuis 
plusieurs  années. 
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compte  dès-difficultés  à  surmonter  pour  la  confection  d'un  petil 

modèle  en  bois,  et,  de  pouvoir  au  besoin  diriger  le  travail  d'un 
ouvrier  pour  la  reproduction  du  modèle.  «Les  instructions  pour 
L'enseignement  des  mathématiques)),  annexées  à  l'arrêté  du  27 
juillet  1905,  portent  en  elFet  que,  «pour  les  élèves  du  premier 
Cvcle  et  des  divisions  A  et  B  renseignement  doit  être  essentielle- 
ment concret»  et,  recommandent  l'emploi  «d'une  collection  de 
modèles  et  d'appareils  simples».  On  trouve  actuellement  dans  le 
commerce,  en  France,  quelques  collections  de  modèles  mathéma- 
tiques, mais  destinées  surtout  à  l'Enseignement  Primaire.  Les 
Professeurs  sont  donc  encore  obligés  de  faire  confectionner  sur 
place  ou  de  confectionner  eux-mêmes  les  appareils  qu'ils  désire- 
raient utiliser  dans  leur  classe1. 

4.  Le  Laboratoire  a  commencé  à  constituer  une  petite  collection 
de  modèles  tant  en  bois  qu'en  carton.  Mais  étant  données  leurs 
provenances  diverses  et  la  création  récente  du  Laboratoire,  cette 
collection  est  encore  un  peu  disparate.  Je  voudrais  donner  néan- 
moins un  aperçu  des  quelques  idées  générales  qui  nous  ont  guidés 
jusqu'à  maintenant2. 

La  mesure  des  volumes  a  donné  lieu  à  une  première  série  de 
modèles  :  méthode  classique  pour  le  volume  du  parallélipipède 
rectangle,  —  réalisation  géométrique  du  cube  d'une  somme  — 
décomposition  d'un  prisme  en  trois  pyramides  équivalentes  — 
équivalence  du  prisme  ou  du  cylindre  droit  avec  le  prisme  ou  le 
cylindre  oblique.  Pour  tous  ces  objets  on  s'est  écarté  nettement 
du  point  de  vue  expérimental  et  physique.  Les  modèles  sont,  au 
contraire,  de  véritables  copies  des  démonstrations;  des  figures  de 
L'espace  destinées  à  remplacer  les  dessins  du  tableau  noir.  Par 
exemple,  on  démontre  l'équivalence  des  prismes  droit  et  oblique 
par  la  superposition  de  deux  troncs  de  prismes  qui  donne,  suivant 
les  bases  en  contact,  un  prisme  droit  ou  un  prisme  oblique. 

Un  paragraphe  introduit  récemment  dans  les  programmes  a 
servi  de  point  de  départ  à  beaucoup  de  modèles.  Je  veux  parler  des 
«notions  sommaires  sur  les  symétries  du  cube  et  de  l'octaèdre»  : 
cube  coupé  en  deux  suivant  une  section  hexagonale  —  octaèdre 
ou  tétraèdre  inscrits  dans  un  cube  pour  montrer  l'identité  des 
symétries  —  cube  à  faces  dissemblables  —  quelques  autres  ligu- 
res simples  dont  on  peut  trouver  aisément  les  symétries.  A  ce 
même  ordre  d'idées  on  pourrait  rattacher  quelques  appareils  rela- 
tifs à  l'introduction  des  déplacements  en  géométrie.  Un  des  repro- 


1  II  existe  des  collections  très  riches  et  très  variées  éditées,  entre  autres,  par  les  maisons 
suivantes  .  Lehrmittel  anstalt,  J.  Ehrhard  &  C'«,  Bensheim  (Hesse)  ;  Polytechnisches  Arbeits- 
Institut,  Schroder,  Darmstadt  .  Schilling,  1 1  ;»  1 1  *-  :  Teubner,  Leipzig.  Nous  nous  bornons  à  si- 
gnaler celles  dont  nous  avons  les  catalogues  sous  la  main.  Rid. 

a  Os  modèles  onl  été  pour  la  plupart  imaginés  et  réalisés  entièrement  par  des  élèves  de 
l'Ecole  normale. 


MÉLANGES    ET   CORRESPONDANCE  209 

ches  fait  par  les  partisans  de  la  théorie  ancien  ne  des  parallèles  à 
la  théorie  moderne  des  translations  est  (piécette  dernière  manque 
de  figures,  le  mouvement  ne  pouvant  se  représenter  sur  un  tableau 
noir'.  Ce  reproche  n'existerait  pins  si  le  professeur  avait  à  sa  dis- 
position des  figures  mobiles  an  lien  d'un  seul  tableau. 

Enfin  nous  avons  en  beaucoup  plus  petit  nombre  des  modèles 
relatifs  à  la  géométrie  du  Ve  livre.  Une  des  difficultés  les  plus  sé- 
rieuses pour  les  commençants  est  en  elfetde  «voir  »  ce  que  repré- 
sentent  les  figures  de  perspective  plus  ou  moins  grossières  qui 
servent  a  illustrer  les  principales  démonstrations  du  Ve  livre.  Cette 
difficulté  serait  bien  diminuée  si,  avant  de  faire  une  figure  au  tableau 
—  figure  qui  n'est  au  fond  qu'un  schéma  plus  algébrique  que  géo- 
métrique —  le  professeur  montrait  aux  élèves  la  figure  elle-même 
de  l'espace.  Pour  cela  il  suffit  de  quelques  plaques  de  liège,  quel- 
ques fils  de  fer  et  d'un  peu  d'ingéniosité.  Je  citerai  parmi  les  mo- 
dèles actuellement  en  notre  possession  :  la  réalisation  du  théo- 
rème de  Dandelin  ou  plutôt  de  sa  démonstration.  — La  perpendi- 
culaire commune  à  deux  droites. —  Quelques  figures  de  la  géométrie 
du  tétraèdre  et  des  trièdres. 

Nous  pensons  commencer  sous  peu  la  réalisation  de  quelques 
appareils  pour  renseignement  de  la  Mécanique.  Dans  le  programme 
de  mathématiques  A,  l'on  a  en  effet  ajouté  aux  notions  de  méca- 
nique théorique  quelques  notions  de  mécanique  appliquée  : 
engrenages,  articulations,  joints,  etc.  M.  Koenigs,  directeur  du 
Laboratoire  Mécanique  Physique  de  la  Sorbonne  a  bien  voulu 
mettre  à  notre  disposition  quelques  appareils  de  sa  belle  collection . 
Il  pourront  servir  de  modèles  pour  en  établir  d'autres  plus  schéma- 
tiques et  plus  élémentaires.  Nous  voudrions  en  particulier  réaliser 
quelques  parallélogrammes  et  quadrilatères  articulés,  pantogra- 
phes et  inverseurs,  qui  illustrent  si  bien  les  théories  de  l'homo- 
thétie  et  de  l'inversion  et  qui  peuvent  même  trouver  leur  place 
dans  l'enseignement  tout  à  fait  élémentaire  de  la  géométrie  du 
I  "  livre 2. 

Nous  n'avons  encore  aucun  modèle  pour  la  géométrie  descrip- 
tive; nous  possédons  seulement  quelques  exemplaires  de  surfaces 
géométriques    conoïde  de  Plûcker  —  hélicoïdé  — ). 

Nous  serions  très  reconnaissants  aux  lecteurs  de  la  Revue  qui 
pourraient  nous  envoyer  d'autres  projets  de  modèles.  Je  me  ferai 
un  plaisir  de  signaler  dans  une  chronique  ultérieure  les  idées 
(pion  aura  bien  voulu  me  communiquer  et  qui  auront  pu  être 
mises  à  exécution1. 

On  nous  objectera  peut-être,  (prune  collection  de  modèles  aussi 


1  Article  de  M.  Marotte,  Revue  de  l'Enseignement  des  Scienees,  décembre  1907,  page  36t. 
a  Ci.  l'article  tic  M1N  Salomon,  Revue  de  l'Enseignement  des  Sciences,  février  1909". 
■!  Prière  d'envoyer  les  communications  à  M.  Châtelet,  laboratoire  d'enseignement  mathéma- 
tique, Ecolo  Normale  Supérieure,  t\  rued'l  Im,  Paris. 

L'Enseignement  ruathém.,  Il»  année;   1909.  14 
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élémentaires  n'a  qu'une  utilité  restreinte  et  que  chaque  professeur 
peul  parfaitement  imaginer  lui-même  des  appareils  simples  sans 
avoir  besoin  d'en  copier  d'autres  déjà  réalisés.  Cette  objection  est 
fondée,  mais  pour  cela  comme  en  beaucoup  d'autres  cas,  la  colla- 
boration est  préférable  aux  efforts  isolés.  Le  même  fait  s'est  pro- 
duit pour  l'enseignement  de  la  Physique.  On  a  réclamé  des 
professeurs  de  Lycées  un  très  grand  elfort  en  leur  demandant 
d'imaginer  et  d'organiser  des  manipulations  avec  les  ressources 
souvent  faibles  de  leurs  laboratoires.  Il  est  évident  que  leur  tra- 
vail a  été  beaucoup  simplifié  le  jour  où  la  Société  de  Physique  a 
décidé  de  grouper  les  tentatives  isolées  et  a  publié,  par  l'entremise. 
de  son  secrétaire  M.  Abraham,  le  Recueil  des  expériences  de  phy- 
sique communiquées  par  ses  correspondants. 

5.  —  11  me  reste  à  indiquer  un  dernier  but  du  laboratoire.  Nous 
avons  l'intention,  dans  la  mesure  où  les  crédits  le  permettront, 
d'y  réunir  une  collection  d'instruments  de  mathématiques  pures 
ou  appliquées.  Nous  nous  sommes  déjà  procuré  une  machine  à 
calculer  et  nous  sommes  en  pourparlers  pour  l'acquisition  d'une 
collection  d'instruments  de  géodésie  et  d'arpentage.  11  est  certain 
que  plusieurs  parties  du  programme  actuel  de  mathématiques  de 
l'Enseignement  secondaire  (applications  de  la  trigonométrie  au 
levé  des  plans,  calculs  numériques,  etc.),  auraient  bien  plus  d'at- 
traits pour  les  élèves  et  pour  le  professeur,  si  ce  dernier,  au  lieu 
d'avoir  sur  ces  sujets  de  simples  notions  théoriques,  connaissait 
effectivement  la  manière  d'opérer  des  praticiens. 

6.  —  J  ai  indiqué  de  mon  mieux  l'état  et  les  tendances  actuelles 
du  Laboratoire  de  mathématiques.  Je  dois  ajouter  que  c'est  sur- 
tout à  l'initiative  de  M.  Borel  qu'il  doit  son  existence.  Nous  avons 
encore  beaucoup  à  faire  pour  réaliser  le  but  qu'il  s'était  proposé. 
Nous  avons  eu  contre  nous,  outre  des  difficultés  matérielles,  les 
résistances  inhérentes  à  chaque  création  nouvelle.  Le  temps  et  la 
bonne  volonté  permettront  sans  doute  à  nous  ou  à  nos  successeurs 
d'en  venir  complètement  à  bout.  Les  élèves  de  l'école  normale  ont 
accueilli  favorablement  cette  initiative;  l'état  actuel  du  laboratoire 
est  surtout  leur  œuvre  et  leur  collaboration  est  la  plus  sûre  ga- 
rantie du  succès. 

A.  Chatblet   Paris) 
ancien  élève  de  l'Ecole  Normale  Supérieure. 


M E  I. . i  N  G  E  S    i:  t   co  î:  i;  E  s  P  0  X h  A  Y  CE  i\\ 


Notations  rationnelles  pour  le  système  vectoriel. 

A  propos  du  système  proposé1  par  MM.  Burali-Forti 
et  Marcolon<;<>. 

3.  —  Opinion  de  M.  F.  Klein  fGœttingue). 

M.  Klein  a  mentionné  en  passant  la  question  de  la  notation  vec- 
torielle dans  ses  leçons,  du  semestre  d'hiver  11)07-08,  sur  les  ma- 
thématiques élémentaires  envisagées  à  un  point  de  vue  supérieur 
(v.  Elementarmathematik  i>om  hôheren  Standpunkte  ans,  cours  au- 
tographié,  t.  I,  p.  157-158!.  11  rappelle  que,  dans  une  réunion  de 
Gassel,  en  1903,  les  mathématiciens  allemands  ont  désigné  une 
commission  chargée  d'examiner  l'unification  de  la  notation  vec- 
torielle. Les  membres  n'ont  cependant  pas  pu  tomber  d'accord, 
mais  chacun  ayant  voulu  témoigner  delà  bonne  volonté  en  faisant 
des  concessions  sur  son  point  de  vue  primitif,  il  en  résulta  à  peu 
près  .'5  notations  nouvelles!  Après  cette  expérience  et  d  autres  es- 
sais analogues,  il  me  semble  qu'un  accord  de  ce  genre  sur  des 
dénominations  et  des  notations  n'est  possible  que  lorsque  des 
intérêts  matériels  d'ordre  extérieur  sont  en  jeu.  Ainsi,  ce  n'est  que 
sous  une  pareille  pression  qu'en  Electrotechnique  on  a  adopté  un 
système  d'unités,  volt,  ampère,  ohm;  l'industrie  en  ressentait  un 
vif  besoin  et  il  était  indispensable  de  pouvoir  légiférer  dans  ce  do- 
maine sur  une  base  uniforme.  Dans  le  Calcul  vectoriel  il  n'y  a  pas, 
pour  le  moment,  des  intérêts  aussi  grands,  et  il  faudra  sans  doute 
se  contenter  de  voir  chaque  mathématicien  employer  la  notation 
qui  lui  semble  la  plus  commode,  ou,  s'il  est  enclin  aux  questions 
d'ordre  dogmatique,  celle  qui  lui  semble  la  seule  correcte. 

4.  —  Lettre  de  M.  Edw.  B.  Wilson   Boston  . 
Mon  cher  Monsieur  Fehr, 

Vous  me  faites  l'honneur  de  me  demander  mon  opinion  au  sujet 
des  notations  vectorielles  proposées  par  MM.  Burali-Forti  et  Mar- 
colongo.  Voici  les  remarques  qu'elles  me  suggèrent  : 

1°  Tout  d'abord  je  ferai  remarquer  qu'il  suffit  de  jeter  un  coup 
d'œil  sur  un  certain  nombre  de  traités  de  calcul  différentiel  et 
intégral  pour  constater  un  manque  absolu  d'uniformité.  Ainsi, 
pour'  la  dérivée  les  notations 

%  ,  D>  ,  I>.,v  ,  v'   . 

a.r 


1  Voir  l'Bns.  Math.,  \\»  année,  n«  du  15  janvier  1909,  p.  il-45,  n»  <lu  15  inar-s,  p.  iJi-'.:ti 
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sont  d'un  usage  courant.  Pour  les  dérivées  partielles,  la  diversité 
est  encore  plus  grande,  soit 


bF     dV     fdV\ 

hx  '  dx   '  \d.rj 


D.tF  ,   Fx  .    F'a 


Il  en  est  de  même  pour  les  notations,  concernant  les  intégrales 
doubles  : 

/         /        Fdxdr  .        /         /        Vdxdr  ,        /       <7v    /        Fd.r  . 

l'xi      t'yi  t'yi      t/xt  t/yl  '     «'xi 

L'uniformité  ne  règne  donc  en  aucune  mesure  dans  ce  domaine. 
Le  fait  qu'un  même  auteur  emploiera  suivant  les  circonstances 
des  notations  différentes  est  une  preuve  suffisante  que  l'unifor- 
mité n'est  pas  recherchée  et  serait  même  gênante.  Pourquoi  cette 
uniformité  serait-elle  alors  désirée  avec  tant  d'ardeur  pour  l'ana- 
lyse vectorielle  ? 

2°  L'uniformité  des  notations  dans  l'analyse  vectorielle  est-elle 
réellement  importante  ?  On  peut  remarquer  que  les  formules  et 
les  opérations  d'analyse  vectorielle  actuellement  employées  dans 
les  divers  traités  de  mécanique,  électricité,  magnétisme  et  théorie 
électromagnétique  sont  en  fort  petit  nombre  et  ne  sont  par  con- 
séquent pas  difficiles  à  comprendre,  quelle  que  soit  la  notation 
employée  par  l'auteur.  La  compréhension  de  la  part  du  lecteur  est 
encore  facilitée  par  le  fait  que  dans  les  applications  ordinaires  il 
n'y  a  pas  besoin  d'un  système  très  complet  d'analyse  vectorielle 
et  que  de  plus,  chaque  formule  est  généralement  l'énoncé  d'un 
fait  physique  déterminé  qui  s'impose  mieux  à  l'esprit  que  les  sym- 
boles eux-mêmes.  Il  semblerait  que  s'il  existe  un  domaine  dans 
lequel  la  nécessité  de  l'uniformité  ne  se  fait  pas  sentir,  c'est  celui 
de  l'analyse  vectorielle:  aussi  est-il  difficile  de  comprendre  pour- 
quoi des  réformes  de  ce  genre  seraient  considérées  comme  très 
importantes. 

.i  lue  uniformité  quelconque  pourrait-elle  être  imposée?  Il  est 
mal  aisé  de  se  représenter  comment  un  auteur  pourrait  être  obligé 
ou  amené  à  se  servir  des  notations  recommandées  même  par  un 
comité  international.  Le  travail  du  comité  ne  serait  évidemment 
adopté  par  chaque  auteur  que  dans  la  mesure  où  celui-ci  approu- 
verait les  notations  proposées.  La  seule  obligation  que  le  comité 
pourrait  imposer  serait  tout  au  plus  une  sorte  d'obligation  so- 
ciale. 

Ce  mouvement  en  faveur  de  l'uniformité  est  en  corrélation  avec 
bien  des  changements  politiques  et  sociaux  de  nature  socialiste 
qui  tendent  à  porter  atteinte  à  la  liberté  de  l'individu,  change- 
ments  qui  sont  constamment  combattus  par  les  économistes  réflé- 


ME  LAN  G  E  s    A  I    CQJt  I!  E  S  P  O  N DANCE  213 

dus  et  qui  ne  sont  généralement  exécutés  qu'après  beaucoup  de 
difficultés.  11  sullit  de  citer  les  troubles  et  les  inconvénients  rela- 
tifs à  la  récente  loi  française  sur  le  repos  hebdomadaire.  Le  comité 
international  pour  l'analyse  vectorielle  n'aurait  aucune  autorité 
politique. 

>4°  Un  fait  qui  mérite  d'être  mentionné,  c'est  que  l'analyse  vec- 
torielle n'est  qu'une  minime  partie  de  l'algèbre  générale  et  de  ses 
diverses  applications.  Il  est  presque  impossible  de  déterminer  la 
limite  entre  l'analyse  vectorielle  et  les  autres  branches  de  l'al- 
gèbre. On  doit  remarquer  que  tant  que  l'analyse  vectorielle  traite 
de  questions  de  physique,  elle  se  sert  presque  exclusivement  du 
système  de  coordonnées  rectangulaires  et  du  groupe  de  mouve- 
ments des  systèmes  rigides;  il  en  est  encore  de  même  pour  l'ap- 
plication des  vecteurs  à  la  discussion  de  milieux  élastiques  ou  à 
la  propagation  de  la  lumière  dans  les  cristaux.  D'un  autre  côté 
les  vecteurs  peuvent  souvent  être  employés  avec  succès  dans  des 
problèmes  géométriques  où  il  ne  s'agit  pas  de  systèmes  rigides 
ou  de  la  notion  de  perpendicularité.  Il  semble  impossible  et 
certainement  inutile  d'établir  un  ensemble  de  notations  uniformes 
pour  un  nombre  aussi  considérable  de  sujets  et  de  méthodes  que 
ceux  auxquels  les  vecteurs  peuvent  s'appliquer.  Voilà  pour  les  gé- 
néralités. 

Je  m'occuperai  maintenant  des  propositions  que  les  professeurs 
Burali-Forti  et  Marcolongo  ont  présentées  comme  résultat  de  leur 
étude  critique  et  historique  si  approfondie  et  détaillée  du  sujet. 
On  remarquera  que  leurs  propositions  s'occupent  exclusivement 
du  système  minimum  d'analyse  vectorielle,  c'est-à-dire  de  ce  qui 
concerne  l'addition  des  vecteurs,  les  produits  de  grandeurs  sca- 
laires et  de  vecteurs,  le  gradient  d'une  fonction  scalaire,  et  la 
divergence  et  la  rotation  d'une  fonction  vectorielle.  Ils  ne  sug- 
gèrent aucune  notation  pour  les  fonctions  vectorielles  linéaires 
et  les  notions  importantes  qu'y  s'y  rattachent  en  grand  nombre. 
C'est  une  omission  sérieuse,  car  la  considération  de  la  fonction 
vectorielle  linéaire  peut  jeter  un  jour  nouveau  sur  la  question  de 
ce  qui  est  nécessaire  pour  le  système  minimum. 

Les  abréviations  introduites  par  l'analyse  vectorielle  dans  la 
physique  théorique  ne  sont  nul  part  plus  importantes  que  dans 
l'étude  de  sujets  tels  que  les  théories  de  l'élasticité  et  de  L'optique 
des  cristaux,  étude  qui  nécessite  l'emploi  de  la  fonction  vecto- 
rielle linéaire,  ou  de  son  équivalent;  en  fait,  les  abréviations  sont 
relativement  beaucoup  plus  importantes  dans  ce  domaine  que  dans 
les  branches  de  physique  qui  peuvent  se  passer  de  l'analyse  vec- 
torielle. On  peut  prédire  que  si  l'analyse  vectorielle  fait  son  che- 
min d'une  manière  générale  et  permanente  dans  l'exposé  des 
théories  physiques  simples,  les  autres  théories  qui  pourraient 
avantageusement  faire  usage  de   la  fonction   vectorielle   linéaire 
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entreront  sûrement  dans  le  mouvement  et  emploieront  ces  mé- 
thodes. Il  semble  donc  très  peu  sage  de  ne  pas  conserver  des  no- 
tations qui  deviendront  alors  nécessaires,  et  je  considère  comme 
très  peu  satisfaisant  tout  système  de  notations  qui  ne  tient  pas 
compte  de  ce  fait. 

Je  ne  veux  pas  m'apesantir  plus  que  de  raison  sur  la  fonction 
vectorielle  linéaire  et  les  relations  de  l'analyse  vectorielle  avec 
l'algèbre,  mais  il  me  semble  que  ce  n'est  qu'en  prenant  suffisam- 
ment en  considération  ces  choses-là  que  l'on  peut  acquérir  les 
vues  larges,  nécessaires  à  une  discussion  rationnelle  de  la  question 
subordonnée  des  notations  pour  le  système  minimum  de  l'analyse 
vectorielle.  C'est  par  exemple  la  seule  manière  de  voir  qu'il  y  a 
non  seulement  2,  mais  3  produits  de  vecteurs,  soit  :  le  produit 
scalaire,  le  produit  vectoriel  et  le  produit  «  dyade  »,  et  que  ce 
dernier,  quoique  moins  élémentaire  au  point  de  vue  du  physicien, 
est  cependant  théoriquement  le  plus  fondamental  de  tous.  C'est 
la  seule  manière  de  comprendre  que  la  majorité  de  ce  qu'on  ap- 
pelle les  «  raisons  »  pour  accepter  ou  refuser  une  notation  spé- 
ciale pour  le  système  minimum  sont  entièrement  imaginaires1. 

En  ce  qui  concerne  l'usage  du  point  pour  le  produit  scalaire,  il 
a  souvent  été  énoncé  (et  les  auteurs  susnommés  semblent  l'impli- 
quer] que  le  point  est  un  séparateur  et  non  un  signe  de  multipli- 
cation et  par  conséquent  ne  doit  pas  être  employé  pour  le  produit 
scalaire.  Ce  n'est  pas  une  conséquence!  Pour  Gibbs  et  ses  disci- 
ples le  point  est  employé  essentiellement  comme  un  séparateur; 
pour  eux,  le  produit  ab  est  le  produit  dyade  fondamental  et,  le 
point,  ou  tout  autre  signe  de  séparation  ou  de  fonctionnalité,  est 
nécessaire  pour  séparer  les  vecteurs.  Je  crois  fermement  à  l'avan- 
tage et  à  la  nécessité  de  la  liberté  individuelle  et.  je  n'ai  point 
d'objection  à  faire  à  quiconque  dit  «  Je  ne  me  servirai  pas  de  la 
notation  a  .  b  pour  le  produit  scalaire,  car  je  ne  le  désire  pas  », 
mais  si  quelqu'un  dit  «  Vous  ne  devez  pas  employer  la  notation 
parce  que  le  point  est  un  séparateur  »,  cela  ne  me  convainc  pas. 

J'ai  également  de  la  peine  à  comprendre  d'autres  énoncés  que 
les  auteurs  mettent  sous  la  rubrique  notations  à  exclure  et  prin- 
cipales raisons  de  l'exclusion.  Ils  disent  par  exemple  que  dans  les 
expressions  v  .  u  et  v  X  u  pour  la  divergence  et  la  rotation  le 
symbole  v  devrait  être  un  vecteur  symbolique,  mais  qu'il  n'a  pas 
les  propriétés  des  vecteurs  en  ce  qui  concerne  la  multiplication 
scalaire  et  vectorielle.  Four  mon  compte,  j'ai  toujours  (à  tort, 
semble-t-il     regardé  v  comme  un   vecteur  symbolique  et  j'ai  lou- 


1  Pour  m-  pas  abuser  de  l'ollre  généreuse  de  vos  colonnes,  je  renverrai  le  lecteur  à  un 
certain  nombre  de  publications  où  j'ai  exprimé  mes  vues  relatives  à  l'analyse  vectorielle  et 
ses  notations  :  Vector  Analysis,  par  J.  Willard  Gibbs,  publié  Edw.  Wilson,  New-York,  1901. 
—  On  Products  in  additivt  l'ïclrfs,  Verhandlungen  des  III.  InteriiationaUn  Mathematiker-Kon- 
gresses,  Leipzig,  1905.  —  On  divergence  and  Curl,  american  Journal  of  Science,  1907.  —  On 
DouliU  Products  and  Straint  in  Hyperspace,  Transactions  of  the  Connecticut  Academy,  1908. 
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jours  estime  qu  il  avait  toutes  les  propriétés  vectorielles  qui  pou- 
vaient être  attendues  d'un  opérateur  différentiel.  Il  ne  faut  évi- 
demment pas  demander  trop.  Quand  I)  est  employé  ainsi  qu'il  est 
d'usage  comme  symbole  de  différentiation  dans  la  théorie  des 
équations  linéaires,  il  a  des  propriétés  quelque  peu  différentes  de 
celle  d'un  nombre  .  L'une  des  formules  de  physique  mathémati- 
que les  plus  utiles  est 

v  x  iv  X  u)  =  vv  .  u  —  v  .  vu 

et  il  est  difficile  de  la  distinguer  dune  manière  formelle  de  la  for- 
mule fondamentale 

ax(axu)  =  aa.u  —  a.  au  . 

Mais  il  est  évident  (pie  je  n'ai  pas  réussi  à  comprendre  ce  que  les 
auteurs  voulaient  dire. 

L'affirmation  que  vu  et  v  X  u  sont  tachygraphiques  pour  les 
coordonnées  cartésiennes  est  fausse.  Ces  symboles  ne  contiennent 
pas  la  plus  légère  référence  aux  coordonnées  cartésiennes,  excepte 
Lorsque  l'on  désire  les  traduire  dans  ces  coordonnées.  Le  symbole 
vu  est  défini  par  la  formule 

du  =  dr  .  vu 

qui  est  la  formule  pour  la  différentielle  totale  d'une  fonction  vec- 
torielle et  les  quantités  v  .  u  et  v  X  u  sont  des  invariants  fonda- 
mentaux en  rapport  avec  le  «  dyadic  »  vu.  Je  parle  ici  au  point  de 
de  vue  théorique  et  scientifique  auquel  se  place  celui  qui  s'occupe 
de  l'algèbre  générale.  Il  se  peut  que,  au  point  de  vue  pédagogique, 
pour  celui  qui  désire  introduire  la  divergence  et  la  rotation  aussi 
rapidement  et  facilement  que  possible,  pour  ceux  qui  s'intéressent 
seulement  au  système  minimum,  il  serait  plus  utile  de  considérer 
provisoirement  les  symboles  comme  de  simples  tachygraphes. 

Il  va  sans  dire  que  les  remarques  ci-dessus  ne  sont  aucunement 
faites  avec  une  intention  de  critique  hostile  des  notations  suggé- 
rées par  les  professeurs  Burali-Forti  et  Marcolongo,  ni  pour  amoin- 
drir le  travail  ardu  et  consciencieux  qu'ils  ont  fourni  par  leur  re- 
cherche historique  et  critique  sur  la  question  des  notations  vec- 
torielles, .le  ne  romprai  pas  de  lance  en  faveur  des  notations  de 
(iiliUs  ou  de  celles  de  qui  que  ce  soit.  Mes  seules  objections  sont 
dirigées  contre  des  «  raisons  »  qui  ne  me  semblent  pas  convain- 
cantes. Comme  observation  personnelle  j'avouerai  volontiers  que 
j'ai  une  préférence  pour  la  lecture  d'un  traite  de  physique  théori- 
que dans  une  notation  vectorielle  quelconque,  plutôt  que  dans  la 
notation  cartésienne.  Pour  mes  propres  lectures  je  préfère  le  sys- 
tème de  (  ribbs,  non  pas  parce  qu'il  m'est  plus  familier,  mais  parce 
que  je  trouve  qu'il  fournit  une.  notation  satisfaisante  pour  le  sys- 
tème minimum:  qu'il  est  déjà  à  un  degré  de  développement  où  il 
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peut  être  immédiatement  appliqué  pour  l'élasticité  et  l'optique,  ei 
qu'il  a  été  élaboré  par  sou  auteur  eu  tenant  compte  de  la  place 
occupée  par  l'analyse  vectorielle  comme  branche  de  la  science 
générale  de  l'algèbre. 

11  est  intéressant  de  noter,  et  pour  les  adhérents  au  système  de 
Gibbs  c'est  un  plaisir,  que  les  auteurs  ont  adopté  des  signes  pour 
les  2  produits  scalaires  et  vectoriels.  Cela  laisse  la  voie  ouverte 
pour  l'extension  de  leur  système  jusqu'à  inclure,  cas  échéant,  les 
fonctions  vectorielles  linéaires  avec  des  notations  analogues  à 
celles  de  Gibbs.  Comme  un  certain  nombre  de  personnes  em- 
ploient le  système  de  Gibbs  dans  leurs  publications,  il  est  un  peu 
malheureux  que  les  auteurs  aient  choisi  le  signe  X  pour  le  pro- 
duit scalaire  ;  cela  ne  peut  être  d'aucune  utilité  et  ne  peut  que 
causer  de  la  confusion,  plus  qu'il  n'en  est  causé  par  les  différen- 
ces de  notation  actuelles.  Il  vaudrait  peut-être  mieux  introduire 
un  nouveau  symbole  ainsi  que  cela  a  été  fait  pour  le  produit  vec- 
toriel. 

Le  travail  de  MM.  Burali-Forti  et  Marcolongo  a  certainement 
aplani  la  voie  au  Comité  international,  pour  autant  qu'elle  peut 
être  aplanie,  et  Y  Enseignement  mathématique  y  contribue  consi- 
dérablement en  offrant  ses  colonnes  à  l'échange  de  vues.  11  faut 
espérer  que  les  vecteurs  et  l'analyse  vectorielle  deviendront  de 
cette  manière  si  familiers  dans  leur  diversité  qu'en  11)12  ils  pour- 
ront poursuivre  leur  développement  sans  unification  et  sans  ré- 
forme avec  la  même  liberté  qui  est  accordée  au  Calcul  différentiel 
et  intégral. 

(Traduction  de  M11"  H.  Masson,  Genève.) 


.">.  —  Lettre  de  M.  Peano    Turin). 

Les  modifications  suggérées  par  M.  Timerding  dans  Y  Enseigne- 
ment mathématique  du  15  mars  1909  (p.  129-134),  sont  très  oppor- 
tunes, l'n  bon  choix  de  la  forme  et  des  dimensions  des  symboles 
mathématiques  aide  beaucoup  la  lecture  des  formules.  L'écriture 
a  +  b  X  C,  avec  un  grand  signe  X  suggère  la  lecture  (a  -\-  b)  X  C, 
alors  qu'un  petit  signe  x  suggère  la  lecture  a  -j-  (b  *  C),  conforme 
à  l'usage.  En  conséquence  j'approuve  complètement  les  notions 
a  x  b  et  a  a  b  pour  indiquer  le  produit  scalaire  et  le  produit  vec- 
toriel. Et  j'approuve  aussi  la  lecture  par  «  a  en  b  »,  et  «  a  contreb  », 
qui  a  l'avantage  de  la  brièveté  et  de  la  précision.  Et  je  suis  heu- 
reux de  constater  que  la  discussion  libre  des  notations,  entre- 
prise par  Y  Enseignement  mathématique,  tend  à  produire  l'accord 
entre  les  auteurs  et  développe   une   théorie   latente  des   notations. 

Il  reste  deux  notations  concurrentes  pour  indiquer  la  valeur 
absolue   d'un  nombre  ou  d'un  vecteur  :    «  mod  a  »    et   «  |  a  I  ».  La 
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première  a  l'avantage  de  la  priorité,  car  elle  se  rencontre  chez 
Argand    Ittl'i   et  Cauchy.  La  deuxième  est  de  Weierstrass    L851). 

Avec  la  deuxième  notation,  dans  une  formule  comme  |  a  -J-  b  |, 
les  signes  |  !  jouent  le  double  rôle  d'opération  et  de  parenthèses, 
connue  cela  résulte  de  la  comparaison  avec  la  notation  de  Cauchy  : 
niiul  a  -\-  b  ,  où  figurent  explicitement  l'opération  «  mod  »  et  les 
parenthèses.  Cela  peut  paraître  un  avantage  de  la  notation  mo- 
derne  :  mais  celle-ci  peut  produire  des  ambiguïtés  lorsque  les 
signes  |  |  se  présentent  au  milieu  de  la  formule.  Ainsi  la  formule 
I  "  I  b  +  c  \d  |  peut  être  interprétée  (mod  [a  mod  [b  -j-  c)  d]  ou 
(mod  a)  b  -\-  c   mod  d). 

La  notation  «  mod  a  »  est  longue  ;  on  peut  l'abréger  en  ma.  Si 
l'on  indique  les  symboles  fixes  en  caractère  romain,  et  les  lettres 
variables  en  italique,  comme  :  log  ;v,  sin  (a;  b),  on  ne  confondra 
pas  le  symbole  m  module  ,  avec  la  lettre  m.  On  pourra  même 
revenir  à  la  notation  de  Ilamilton  :  Ta  au  lieu  de  ma.  L'essentiel 
est  d'indiquer  l'idée  de  valeur  obtenue  par  un  symbole,  et  ne  pas 
introduire  un  symbole  |  l  avec  la  valeur  composée  T  (  )  de  Ilamilton, 
ou  mod     )  de  Cauchy. 

Pour  avoir  des  notations  claires  et  rigoureuses,  c'est-à-dire  sans 
ambiguïté,  il  faut  que  chaque  symbole  représente  une  seule  idée, 
et  chaque  idée  soit  représentée  par  un  seul  symbole.  Les  paren- 
thèses sont  introduites  en  Arithmétique,  pour  grouper  des  sym- 
boles ;  en  conséquence  on  ne  peut  pas  leur  laisser  une  autre  signi- 
fication sans  produire  des  ambiguïtés.  On  ne  peut  pas  utiliser  les 
parenthèses  pour  indiquer  des  fonctions;  on  ne  peut  pas  indiquer 
par  ab)  et  par  [ab]  les  produits  des  vecteurs,  et  en  cela  l'accord 
est  maintenant  général.  On  ne  peut  pas  indiquer  la  variable  par 
des  parenthèses;  dans  la  formule /"(.r),  les  parenthèses  sont  inu- 
tiles, ou  insuffisantes  ;  il  faut  revenir  à  la  notation  de  Lagrange 
/.Y.  Le  vinculum  qui  se  représente  encore  dans  le  radical,  a  la  va- 
leur des  parenthèses;  son  élimination,  en  écrivant  \/  a  -f-  b  au 
lieu  de  \/a  -f-  b.  a  aussi  un  avantage  typographique  bien  connu. 

La  ligne  de  division  a  aussi  le  double  rôle  d'indiquer  l'opéra- 
tion division,  et  de  fonctionner  comme  vinculum.  11  y  a  une  ten- 
dance, spécialement  flans  les  livres  anglais,  à   remplacer   — — — 

par  a  -\-  b)  j  c. 

La  remarque  que  dans  \  a  -\-  b  [,  les  signes        remplissent  sans 
ambiguïté  au  double  rôle  de  signe  d'opération  et  de  parenthèses, 
est  analogue  a  l'autre  qu'on  peut   supprimer  les  parenthèses  au 
commencement  et  à  la  lin  des  formules. 
Ainsi  l'écriture 

a  +  b)  [c  +  d))1  (e  +  f 
est  aussi  claire  que 

[[a  +  Mie  4-  d\]*  \e  +  f)  . 
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Une  exposition  mathématique  au  Musée  pédagogique 
de  l'Université  Columbia  de  New-York. 

Le  Musée  pédagogique  de  l'Université  Columbia  de  New- York 
a  organisé  une  exposition  d'objets  empruntés  à  la  collection  du 
professeur  Dav.-Eug.  Smith,  et  permettant  d'illustrer  le  dévelop- 
pement historique  des  mathématiques.  Cette  exposition,  qui  était 
ouverte  du  '\  janvier  au  13  février  1909,  comprenait  des  instru- 
ments mathématiques,  mesures,  médailles,  manuscrits,  livres 
anciens,  portraits,  curiosités,  collectionnés  dans  diverses  parties 
du  monde  et  concernant  l'histoire  et  l'enseignement  des  mathé- 
matiques aux  différentes  époques.  On  y  remarquait  aussi  des  pho- 
tographies d'un  grand  nombre  de  manuscrits  rares  et  d'ouvrages 
anciens  de  différentes  bibliothèques  d'Europe  et  d'Amérique. 

Nous  croyons  intéresser  nos  lecteurs  en  leur  donnant  un  aperçu 
rapide.de  cette  exposition  qui  ne  comprenait  pas  moins  de  vingt- 
six  groupes. 

I.  Trigonométrie  et  Astronomie.  —  Livres  et  instruments  illus- 
trant les  anciens  travaux  d'arpentage,  de  mesure  des  distances  et 
d'astronomie.  Le  quadrant  Renaissance,  spécimen  de  l'un  des 
plus  connus  des  instruments  du  Moyen  âge.  Sphère  céleste  en 
laiton,  bon  modèle  des  travaux  italiens  du  XVIe  siècle.  Vieille 
sphère  japonaise,  ouvrage  de  Nagasaki  qui  remonte  à  L600  environ. 
Manuscrits  japonais  de  trigonométrie  et  d'arpentage,  qui  sont 
spécialemenl  intéressants,  tant  au  point  de  vue  artistique  que 
mathématique.  Un  télescope  de  Ramsden,  de  177.").  qui  était  un 
instrument  excellent  pour  l'époque. 

II.  Balances  et  Poids.  Ouvrages  mathématiques  chinois  et 
japonais.  —  Certains  problèmes  se  rapportant  aux  poids  se  ren- 
contrent dans  les  livres  de  mathématiques  depuis  des  siècles. 
Les  poids  présentes  ici  ont  été  choisis  en  vue  d'illustrer  ces  pro- 
blèmes. Il  y  a  des  groupes  intéressants  de  poids  de  diverses 
\  Mes  allemandes  et  plusieurs  curieux  assortiments  de  poids  d  or- 
fèvres provenant  «le  différentes  parties  de  l'Europe.  Quelques- 
unes   des   balances   sont   aussi   intéressantes  au   point  de   vue   de 

L'étude  du   levier. 

Ici  se  trouvent  également  un  certain  nombre  des  plus  impor- 
tants des  ouvrages  mathématiques  classiques  chinois  et  japonais. 
Parmi  ceux-ci,  la  grande  encyclopédie  chinoise  de  mathéma- 
tiques publiée  sous  l'influence  des  Jésuites  au  XVIIe  siècle;   la 
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première  édition  chinoise  de  la  table  de  logarithmes  de  Vlacq  ; 
une  ancienne  édition  chinoise  d'Euclide;  de  nombreux  manus- 
crits et  ouvrages  imprimés  japonais,  et  un  ancien  traite  mand- 
chou sur  l'astronomie  mathématique.  I.a  bibliothèque  compte 
5  à  (iOO  ouvrages  chinois  et  japonais. 

III.  Mesure  du  Temps.  —  L'étude  du  calendrier  était  le  prin- 
cipal souci  mathématique  des  premières  écoles  religieuses  chez 
les  peuples  de  toutes  les  religions.  Ce  groupe  montre  comment  le 
problème  a  été  résolu,  aux  différentes  époques.  Il  contient  une 
grande  variété  de  cadrans  solaires  et  de  calendriers  de  formes 
variées,  des  XVI0  et  XVIIe  siècles,  et  provenant  des  temples  boud- 
dhistes du  Japon,  ainsi  que  des  calendriers  d'Europe  et  trois  des 
plus  anciennes  publications  sur  la  réforme  grégorienne  du  calen- 
drier. 

I\  .  Médailles  de  Mathématiciens.  —  Nombreuse  collection  de 
médailles  frappées  en  l'honneur  de  mathématiciens.  On  y  voit 
12  médailles  de  Newton,  5  de  Descartes,  4  de  Fermât,  12  de  Ga- 
lilée, des  médailles  rares  des  Neudorfer  aine  et  cadet  et  des  spé- 
cimens des  meilleurs  travaux  modernes  français,  portraits  de  Ber- 
trand, Arago  et  Le  Verrier.  11  y  a  aussi  une  série  complète  de 
médaillons  de  mathématiciens  par  David  d'Angers. 

V.  Compas,  Instruments  de  Mesure,  Astrolabes.  —  Collection 
de  compas  du  temps  des  Romains  jusqu'à  la  Renaissance.  Com- 
pas de  proportion  de  diverses  formes,  rapporteurs,  échelles  pro- 
portionnelles, anciennes  mesures  de  longueur  et  anciens  étalons. 

Astrolabes  et  sphères  armillaires  parmi  lesquels  des  pièces 
italiennes  des  XVe  et  \\  I'  siècles,  des  spécimens  hindous,  per- 
sans et  arabes,  dont  quelques-uns  ont  une  histoire  intéressante. 
On  y  trouve,  entre  autres,  un  instrument  qui  fut  employé  par 
Pandit  Joshti  dans  la  restauration  de  l'Observatoire  de  Jaipore, 
dit  une  copie  manuscrite  du  traité  sur  les  astrolabes  par  le  Maha- 
raja Je  y  Si  no-. 

\  I.  Développement  des  Systèmes  de  Nomrre.  —  Sons  ce  titre 
on  montre  quelques-unes  des  matières  utiles  pour  l'étude  de  l'ori- 
gine de  divers  systèmes  de  nombres,  au  nombre  desquels  les  >\  s- 
tèmes  hindous,  romains,  grecs  et  chinois.  Les  manuscrits  cophtes 
il   les  tessères  romains  sont  spécialement  importants. 

\ll.  Mysticisme  des  Nombres  et  Jeux.  —  Cette  catégorie  con- 
tient un  manuscrit,  sur  soie,  admi  rahleinent  écrit,  du  Yih  King, 
un  des  plus  grand  classique  chinois,  dans  lequel  on  trouve  les 
premières  traces,  du  carré  magique,  «les  permutations  et  peut- 
être  des  nombres  binaires.  Le  carré  magique  et  les  trigrammes 
mystiques  se  retrouvent  tous  deux  dans  plusieurs  des  ouvrages 
exposés  et  sur  un  grand  nombre  de  médailles  et  d'amulettes.  Le 
développement  de  l'astrologie  se  voit  aussi  dans  d'intéressants 
manuscrits,  palis  et  singalais,  sur  feuilles  de  palmier. 
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A  côté  on  voit  le  développement  historique  de  l'un  des  plus 
ancien  jeux  des  nombres,  celui  des  dés,  vieux  d'au  moins  trois 
mille  ans  et  qui  a  été  plus  utile  pour  renseignement  des  nombres 
élémentaires  que  les  écoles.  Des  dés  venant  de  tombes  étrusques, 
de  restes  des  invasions  perses;  des  dés  de  verre  de  Karnak  datant 
d'avant  J.-C.,  un  dé  icosaédrique  divinatoire  de  la  période  de  Pto- 
lémée,  les  longs  dés  des  conquérents  romains  de  la  Basse-Egypte, 
les  dés  chargés  de  décoration  de  Rome  même  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  la  période  de  la  Renaissance.  Cette  collection  compte 
entre  60  et  7Q  spécimens,  datant  d'environ  ôOOans  avant  J.-C.  jus- 
qu'au X\  111'  siècle  après  J.-C,  représentant  tous  les  genres  de 
décoration,  depuis  la  décoration  étrusque  jusqu'à  la  moderne. 

\  III.  Calculs  mécaniques.  —  Développement  du  calcul  méca- 
nique depuis  des  tablettes  et  des  abaques,  peut-être  de  l'époque 
néolithique  en  Egypte,  jusqu'à  l'arithmomètre  moderne  qui  fait 
une  division  avec  un  simple  tour  de  manivelle.  On  voit  un  modèle 
de  1  abaque  de  Salamine  fie  plus  ancien  connu),  l'abaque  chinois, 
le  soroban  japonais,  les  os  coréens,  le  vieux  sangi  japonais,  le 
stchotu  russe,  l'abaque  arménien  et  d'autres  modèles  semblables. 
Il  y  a  aussi  des  jetons  placés  en  abaque  linéaire,  du  Moyen  âge, 
les  «os  de  Napier»,  et  divers  modèles  plus  récents  de  calculs 
mécaniques. 

IX.  Livres  mares.  —  (Quelques-uns  des  livres  rares  de  la  biblio- 
thèque sont  exposés  ici.  Entre  autres  plusieurs  anciens  ouvrages 
européens  de  mathématiques.  D'autres  sont  mis  dans  les  caté- 
gories Il  et  XI  \.  L'un  des  six  exemplaires  de  l'Histoire  des  mathé- 
matiques, vol.  I  de  Libri,  qui  lut  sauvé  de  l'incendie  qui  con- 
suma le  reste  de  la  première  édition,  est  aussi  exposé. 

X.  À.UTEUBS  CLASSIQUES  PERSES,  ARABES  ET  SANSCRITS.  —  Quel- 
ques manuscrits  des  auteurs  mathématiques  classiques,  de  Perse, 
d  Arabie  ci  de  l'Inde.  Il  y  a  ici  entre  deux  et  trois  cents  manu- 
scrits dans  ces  langues.  (Voir  aussi  XXV. 

XI  et  XII.  Illustrations  pour  la  Rara  Aritiimetica.  —  Pho- 
tographies originales  d'après  lesquelles  ont  été  faites  les  illustra- 
tions de  la  Harà  Arithmetica  du  professeur  Smith.  Les  ouvrages 
donl  on  voit  les  photographies  sont  tous  dans  la  bibliothèque  de 
M.  George-A.  Plimpton  à  New- York  qui  comprend  entre  trois  et 
quatre  cents  ouvrages  d'arithmétique  publiés  avant  1601;  c'est  la 
plus  grande  collection  qui  ait  jamais  été  réunie. 

XIII.  Mathématiques  de  Babylone.  —  Moulages  des  tablettes 
mathématiques  trouvées  par  le  professeur  Hilprecht  à  Nippur 
ainsi  (pie  de  celles  du  musée  impérial  ottoman  à  Constantinople, 
avec  de  nombreuses  illustrations  de  L'ouvrage  du  professeur  Hil- 
precht. On  peut  également  voir  deux  cylindres  originaux  avec  des 
inscriptions  cunéiformes. 

XIV.  Influence    d'Euclide.    —    Manuscrits    arabes    d'Èuclide 
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écrits  environ  L300  ans  après  J.-C,  et  un  exemplaire  plus  récent, 
de  L650.  Manuscrit  de  la  traduction  chinoise  d'Euclide  de  Mat- 
teo  Ricci  écrite  au  XVIIe  siècle.  Plusieurs  éditions  d'Euclide  des 
XVe  et  XVIe  siècle. 

XV.  Mathématiques  en  Egypte.  —  Fac-similés  des  papyrus  de 
Ahmes  et  Akhmiu  ;  le  premier  est  le  plus  ancien  manuscrit,  exis- 
tant, de  mathématiques,  datant  du  XVIII'  siècle  avant  J.-C.  et 
copié  sur  un  manuscrit  du  XXIVe  siècle  avant  J.-C. 

XVI.  Portraits  et  Illustrations.  —  La  reproduction  de  la  Mé- 
lancolie de  Durer  montre  le  plus  ancien  carré  magique  imprimé 
qui  soit  connu. 

XVII.  Portraits  de  Mathématiciens.  —  Quelques  portraits  de 
mathématiciens  éminents  d'une  collection  de  plus  de  deux  mille 
portraits.  Cette  collection  contient  par  exemple  environ  cent-cin- 
quante portraits  de  Newton. 

WIII  à  XXIII.  Autographes  de  Mathématiciens.  —  Quelques 
autographes  d'une  collection  qui  en  contient  plus  de  deux  mille. 
On  peut  voir  des  lettres  et  manuscrits  de  Newton,  les  Bernoulli. 
Laplace,  Legendre,  Gauss,  Halley,  Flamsteed,  Mersenne,  Euler, 
Bessel,  Dupin,  Cauchy  et  bien  d'autres  qui  ont  contribué  à  faire 
de  la  science  ce  qu'elle  est  aujourd'hui. 

XXIV.  Brochures  rares.  —  Dissertations  de  mathématiciens 
célèbres,  mémoires  rares  et  exemplaires  offerts. 

XXV.  Manuscrits  de  Bhaskara.  —  Manuscrits  des  ouvrages 
mathématiques  de  Bhaskara,  l'un  des  plus  grands  mathémati- 
ciens hindous.  Il  écrivit  à  Ujjain  et  ses  «  Lilavati  »  et  «  Bija  Ga- 
nita  »  sont  connus  dans  toute  l'Inde,  à  Ceylan,  en  Perse  et  dans 
les  pays  environnants.  D'autres  manuscrits  des  ouvrages  de  Bhas- 
kara sont  dans  le  groupe  X. 

XXVI.  Manuscrits.  —  Quelques  manuscrits  variés  de  mathé- 
matiques, entre  autres  une  vie  inédite  de  Galilée.  D'autres  ma- 
nuscrits sont  classés  dans  la  XIVe  catégorie. 

Comme  on  le  voit,  cette  exposition  offrait  un  grand  attrait  pour 
les  mathématiciens  et  les  historiens.  Des  collections  de  ce  genre, 
réunies  à  l'occasion  d'un  congrès  international,  seraient  visitées 
avec  le  plus  grand  intérêt  par  tous  les  participants. 

Académie  royale  de  Belgique. 
Prix   proposés. 

On  demande  un  exposé  systématique  et  didactique  des  recher- 
ches récentes  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre   <soo  francs). 

Kxposer  et  compléter  les  recherches  faites  sur  le  calcul  des 
variations  depuis  1850   600  francs). 
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Les  mémoires  doivent  être  inédits,  rédigés  en  français  ou  en 
flamand  et  adressés,  franco,  à  Monsieur  le  Secrétaire  perpétuel  de 
L'Académie  royale  de  Belgique,  avant  le  1er  août  1910. 

Association  des  naturalistes  et  médecins  allemands; 
Association  allemande  des  mathématiciens. 

La  prochaine  réunion  annuelle  de  l'Association  des  naturalistes 
et  médecins  allemands,  aura  lieu  à  Salzbourg  du  19  au  25  septem- 
bre 1909.  La  section  des  Sciences  mathématiques  (I,  a)  sera  pré- 
sidée par  M.  \Y.  Wirtinger,  professeur  à  l'Université  de  Vienne, 
et  la  section  d'enseignement  scientifique  par  M.  Emra,  Czuber, 
professeur  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Vienne.  Cette  année 
les  communications  porteront  le  plus  possible  sur  les  fonctions 
algébriques  de  plusieurs  variables,  la  théorie  des  équations  inté- 
grales et  la  Géométrie  cinématique. 

Comme  par  le  passé  l'Association  allemande  des  mathémati- 
ciens tiendra  sa  réunion  annuelle  en  commun  avec  les  naturalistes; 
elle  est  présidée  cette  année  par  M.  Khause,  professeur  à  l'Ecole 
technique  supérieure  de  Dresde. 

VI    Congrès  international  de  Psychologie. 

Le  VIe  Congrès  international  de  Psychologie  aura  lieu  à  Genève, 
du  3  au  7  août  1909,  sous  la  présidence  de  M.  Th.  Flouhxoy.  Des 
séances  seront  consacrées  à  des  rapports  et  discussions  sur  la 
Psycho-Pédagogie. 

Pour  tout  ce  qui  concerne  le  Congrès,  s'adresser  au  secrétaire- 
général,  M.  le  ])'  Ed.  Claparède,  il,  Avenue  de  Champel,  Genève. 

Fédération  américaine  des  professeurs  de  mathématiques  et  de 
sciences  naturelles. 

Nous  avons  déjà  annoncé,  en  mars  1908,  la  création  d' American 
Fédération  of  Teachers  of  the  Malliematical  and  the  Natural 
Sciences,  qui  groupe  les  principales  sociétés  de  professeurs  de 
l'enseignement  scientifique  aux  Etats-Unis.  Son  but  est  de  coor- 
donner les  efforts  en  vue  des  progrès  à  réaliser  dans  l'enseigne- 
ment des  différentes  branches  scientifiques. 

Parmi  Les  principales  questions  dont  s'occupe  actuellement  la 
Fédération,  nous  mentionnerons  ici  tout  particulièrement  la 
Bibliographie  des  travaux  sur  l'enseignement  scientifique  publiés 
pendant  les  dix  dernières  années.  A  cet  effet  elle  a  constitué  une 
commission  comprenant  des  représentants  des  différentes  bran- 
ches. Les  travaux  seront  répartis  en  six  sections  :  1.  Mathémati- 
ques. —  1.  Biologie.  —  3.  Physique.  —  4.  Sciences  naturelles.  — 
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.">.  Chimie.  —  6.  Géographie  et  Géologie.  La  section  des  mathé" 
matiques  est  dirigée  par  M.  J.-W.-A.  Young,  professeur  à 
l'Université  de  Chicago  ;  la  section  de  physique  par  M.  John- 
F.  Woodhull,  du  Teachers  Collège  de  la  Columbia  University. 

La  dernière  réunion  annuelle  de  la  Fédération  a  eu  lieu  à 
Baltimore,  les  28  et  29  décembre  1908.  M.  J.-T.  Rouer  a  présenté 
le  rapport  du  comité  exécutif  sur  le  travail  de  la  Fédération  pen- 
dant l'année  écoulée  et  indiquant  quelques  questions  qui  seraient 
de  nature  à  attirer  l'attention  des  membres  de  la  Fédération  dans 
le  courant  de  l'année  suivante.  D'intéressants  rapports  furent 
également  présentés  par  plusieurs  sociétés  locales  concernant  leur 
activité  et  leurs  méthodes  de  travail. 

Trois  comités  ont  été  formés  :  l'un  pour  s'occuper  d'un  sommaire 
,  syllabus)  de  propositions  de  géométrie,  un  autre  pour  étudier  les 
meilleures  méthodes  de  publication,  et  le  troisième  pour  s'occuper 
des  conditions  actuelles  d'admission  dans  les  collèges  et  recher- 
cher les  moyens  d'en  assurer  la  simplification  et  l'unification. 

Le  comité  pour  l'année  1909  a  été  constitué  comme  suit  :  Prési- 
dent, H.-W.Tyler,  Massachusetts  Institute  Of  Technology;  Secré- 
taire-trésorier, C.-R.  Maxx,  University  of  Chicago;  autres  membres 
du  comité  exécutif,  G.-W.  Hunter;  De  Witt,  Clinton  High  Sçhool, 
New-York;  J.-T.  Rorer,  Central  High  Sehool,  Philadelphia  ; 
C.-1I.  Smith,  Hyde  Park  High  Sehool,  Chicago. 

Le  Professeur  R.-E.  Dodce  présenta  un  rapport  de  la  commis- 
sion chargée  de  la  bibliographie  ;  il  annonce  que  les  travaux  des 
sections  Mathématiques,  Physique,  Riologie  et  Géographie  sont 
presque  terminés. 

On  lit  encore  une  lettre  du  Professeur  D.-E.  Smith,  l'un  des 
délégués  américains  de  la  commission  internationale  de  l'ensei- 
gnement mathématique. 

Le  30  décembre  la  Fédération  a  tenu  une  séance  commune  avec 
la  Section  L  (Education)  de  1' 'American  Association  for  the  Avan- 
cement of  Science,  où  l'on  discuta  sur  des  questions  concernant 
l'enseignement  scientifique. 

Nouvelles  diverses.  —  Nominations  et  distinctions. 

Allemagne. —  Gœttingue ;  Fondation  Wolfskehl;  Conférences 
de  M.  II.  Poincarè. —  Sur  l'invitation  du  Comité  de  la  Fondation 
YYolfskehl  Prix  Fermai  .  M.  Henri  Poincarè,  membre  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  et  de  l'Académie  française,  a  donne  une 
série  de  conférences,  à  Gœttingue,  du  22  au  28  avril  dernier. 
Elles  avaient  principalement  pour  objet  les  équations  intégrales 
et  leurs  applications  à  la  Physique  el  à  L'Astronomie.  Voici  les 
titres  des  conférences  : 
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1.  De  la  théorie  des  équations  intégrales.  —  2.  Application  des 
équations  intégrales  à  la  théorie  des  marées.  —  A.  Application 
des  équations  intégrales  à  la  théorie  des  ondes  hertziennes.  — 
4.  Réduction  de  l'intégrale  abelienne.  —  5.  Sur  les  nombres 
translinis.  —  (>.  La  mécanique  nouvelle. 

La  société  scientifique  de  Gœttingue  a,  en  outre,  organisé  deux 
séances  avec  des  communications  de  MM.  Hilbert,  Klein,  Landau 
et  Zermelo. 

Société  Mathématique  de  Berlin.  —  La  séance  du  20  janvier  1909 
a  été  consacrée  à  deux  conférences  sur  les  réformes  proposées  par 
la  Commission  d'enseignement  qui  avait  été  instituée  en  1(.)04  par 
l'Association  allemande  des  médecins  et  naturalistes.  M.  C.  Fàber 
a  fait  un  examen  critique  de  l'enseignement  de  l'arithmétique  et 
de  l'algèbre  et  des  récents  manuels  qui  tiennent  compte  des  ten- 
dances nouvelles.  M.  Richard  Muller  a  présenté  une  étude  ana- 
logue pour  le  domaine  de  l'enseignement  de  la  Géométrie  et  il  a 
proposé  un  plan  d'études  pour  les  Mathématiques  dans  les  trois 
dernières  classes  des  écoles  réaies  supérieures. 

Centenaire  de  GrOssmann  15  avril  lcS09-1909j.  —  La  Société 
mathématique  de  Berlin  a  tenu  à  honorer  la  mémoire  de  Ilermann 
Grassmann  en  organisant  une  séance  solennelle  à  l'occasion  du 
centenaire  de  la  naissance  du  grand  géomètre  de  Stettin.  La 
séance  a  eu  lieu  le  21  avril  et  comprenait  trois  conférences  : 
M.  Ex(;el  a  parlé  de  Grassmann  à  Berlin;  M.  Jahnke,  de  Y  A  us* 
dehnungslehre ;  et  M.  H.  Gkassmaw  le  jeune,  de  l'emploi  du 
calcul  vectoriel  dans  la  théorie  de  la  toupie. 

Nominations.  —  M.  Carathéodory  est  nommé  professeur  à  l'Ecole 
technique  supérieure  de  Hanovre. 

M.  E.  Hertzsprung,  à  Copenhague,  est  nommé  professeur  extra- 
ordinaire d'Astronomie  à  l'Université  de  Gœttingue. 

M.  H.  Kobold,  professeur  à  l'Université  de  Kiel,  est  nommé 
professeur  d'Astronomie  à  l'Université  de  Berlin. 

M.  W.  Kutta,  privat-docent  à  l'Ecole  technique  supérieure  de 
Munich,  est  nommé  professeur  extraordinaire  de  Mathématiques 
appliquées,  à  l'Université  de  iéna. 

M.  \V.  Ludwig,  professeur  à  l'Ecole  technique  supérieure  de 
Braunschweig,  est  nommé  professeur  de  Géométrie  descriptive  à 
L'Ecole  technique  supérieure  de  Dresde. 

M.  II.-E.  Timerding,  professeur  à  l'Université  de  Strasbourg, 
est  nommé  professeur  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Braun- 
schweig. 

Privnt-docents.  —  Ont  été  admis  en  qualité  de  privat-docents  : 
M.  \V.  Vogt,  pour  la  Géométrie  descriptive,  à  l'Ecole  technique 
supérieure  de  Carlsruhe;  M.  Witt,  pour  l'Astronomie,  à  l'Univer- 
sité de  Berlin. 

Angleterre.  —  Université  de  Cambridge.  Les  Smith' s  Prizes 
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uni  été  décernés  à  M.  Il.-W.  Turnbull,  du  Collège  de  Trinity, 
pour  son  Mémoire  sur  «  les  Concomitants  irréductibles  de  deux 
quadratiques  à  //  variables  »,  et  M.  G.-N.  Watson,  du  même 
Collège,  i|ni  a  pris  pour  sou  sujet  :  la  Solution  de  l'équation  aux 
différences,  homogène  el  linéaire  du  second  ordre,  el  ses  applica- 
tions à  la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires  du  type 
Fuchsien . 

M.  G. -A.  Sciioït  a  ele  nom  nie  docteur  es  Sciences  de  l'Univer- 
sité de  Londres,  en  considération  de  ses  travaux  dans  les  Mathé- 
matiques appliquées. 

Pendant  l'année  dernière,  le  Département  des  Mathématiques 
Appliquées  de  University  Collège  de  Londres  a  édité  vingt-sept 
mémoires,  sous  la  direction  de  M.  le  Prof.  Karl  Peahsox.  Le  Dépar- 
tement  inclut  le   Laboratoire   Galton. 

M.  J.-F.  CameRon,  M. -A.,  est  nommé  «  Tutor  »  du  Collège 
Gonville  et  Caius,  Cambridge.  M.  Cameron  a  été  «  Second 
Wrangler  »  dans  le  Tripos  de  1898,  et  fut  placé  dans  la  première 
classe  de  la  Seconde  Partie  du  Tripos  de  l'année  suivante.  Il  a 
gagné  un  des  «  Smith's  Prizes  »  en  1900. 

M.  le  Professeur  H.-W.  Lloyd  Tanner,  F.  R.  S.,  a  résigné  sa 
Chaire  de  Mathématiques  à  l'Université  de  S.  Wales  et  Monmouth- 
shire,  qu'il  a  occupée  pendant  vingt-six  ans. 

Belgique.  —  M.  C.-E.  Wastkels  est  chargé  des  cours  de 
Mécanique  rationnelle  à  l'Université  de  Gand. 

France.  —  M.  Hadamard,  professeur  adjoint  à  la  Sorbonne, 
est  nommé  professeur  de  Mécanique  analytique  et  de  Mécanique 
céleste  au  Collège  de  France  en  remplacement  de  M.  Maurice 
Lévy,  nommé  professeur  honoraire. 

M.  C.-Aj  Laisant,  examinateur  d'admission  et  répétiteur  à 
l'Ecole  polytechnique,  est  nommé  membre  correspondant  de  la 
Société  mathématique  de  Kharkow. 

Italie.  —  M.  C.  Arzela,  professeur  de  calcul  infinitésimal  à 
l'Université  de  Bologne,  a  été  nommé  membre  correspondant  de 
la  Société  mathématique  de  Kharkow. 

M.  T.  Boggio,  professeur  de  Mécanique  rationnelle  et  de  Physi- 
que mathématique  a  l'Université  [disparue  de  Messine,  a  été,  pour 
le  moment,  chargé  de  l'enseignement  des  mêmes  matières  a  l'Ins- 
titut des  hautes  études  de  Florence. 

M.  P.  Burgatti,  professeur  à  l'Université  de  Bologne,  a  été 
nommé  membre  de  l'Académie  des  sciences  de  cette  ville. 

M.  Levi-Civita,  professeur  à  l'Université  de  Padoue,  a  ele 
nomme  membre  correspondant  de  la  Société  mathématique  de 
Kharkow. 

M.  Eugenio-Elia  Li:vi,  assistant  et  privat-docenl  à  l'Université 
de  Lise,  a  été  nommé  professeur  extraordinaire  de  Calcul  infinité- 
simal à  l'Université  de  Gênes. 

F/Enseifiriifiment  mathém.,  11*  année;  1909  là 
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M.  V.  Volterra,  professeur  à  L'Université  de  Rome,  a  été  nommé 
membre  de  l'Académie  des  scienees  de  Saint-Pétersbourg. 

Suisse.  —  M.  Il-  Fehr,  professeur  à  l'Université  de  Genève,  a 
été  nommé  membre  correspondant  de  la  Société  mathématique 
tic  Kharkow. 

Nécrologie. 

Le  7  janvier  1909  est  décédé,  à  Bruxelles,  Augustin  Camiueiî, 
ancien  inspecteur  général  de  renseignement  moyen  en  Belgique, 
auteur  de  manuels  de  géométrie  et  de  trigonométrie  très  répandus, 
qui  ont  exercé  une  grande  influence,  surtout  par  l'importance 
accordée  aux  exercices  d'application. 

—  M.  11.  v.  Stahl,  professeur  à  l'Université  de  Tubingue,  est 
décédé  le  (>  avril  à  l'âge  de  65  ans. 

G.  \ Mi. au  —  Nous  apprenons  avec  chagrin  la  mort  de  Giovanni 
\  au. Air.  décédé  à  Rome,  à  l'âge  de  4(5  ans,  après  une  longue  ma- 
ladie. Nous  comptons  pouvoir  consacrer  une  courte  notice  à  cet 
eminent  professeur  et  savant  qui  avait  toujours  témoigné  un  grand 
intérêt  aux  questions  de  l'enseignement  et  à  l'Histoire  et  à  la  Phi- 
losophie des  mathématiques. 
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\V.  Rouse  Iïai  l.  —  RécréatioES  mathématiques  et  problèmes  des  temps 
anciens  el  modernes.  —  Deuxième  édition  française  traduite  d'après  la 
quatrième  édition  anglaise,  et  enrichie  de  nombreuses  additions  par 
.1.  Fitz-Patrick.  —  2  vol.  in-16,  355+M:}  p.;  5  IV.  le  volume.  Librairie 
Hermann,  Paris. 

Première  partie  :  Arithmétique,  Algèbre  et  Théorie  des  nombres.  —  Cette 
nouvelle  édition  de  la  traduction  française  «le  l'ouvrage  si  remarquable  de 
Rouse  Bail,  a  été  faite  sur  la  'i«  édition  anglaise.  M.  Fitz-Patrick  ne  s'est 
pas  home  au  rôle  de  traducteur,  il  a  enrichi  l'ouvrage  d'additions  nombreuses 
ci  importantes.  Dans  la  première  partie,  notamment,  il  a  introduit  une 
histoire  originale  et  an'ecdotique  de  nombres,  et  plus  de  cent  problèmes 
extrêmement  curieux,  donl  la  solution,  bien  qu'élémentaire,  est  parfois  déli- 
cate. Cette  première  partie  se  termine  par  une  noie  de  M.  Hermann,  sur  la 
comptabilité  d'une  personne  qui  dépense  plus  que  son  revenu,  et  la  manière 
de  se  constituer  soi-même  une  rente  viagère. 

Deuxième  partie  :  Questions  de  Géométrie.  <v>ue>ii.>us  de  mécanique. 
Questions  diverses.  Carrés  magiques.  Problèmes  des  tracés  continus.  Trois 
problèmes  de  Géométrie.  Equations  du  ::■'  degré.  —   La  caractéristique  de 

ce    deuxième  \olume    esl    le    noillhre  el   (extrême  Variété  des  questions  traitées. 

Il  tait  le  plus  grand   honneur  au  savant  anglais   M.  W.   R.   Bail,  qui   a  fait 
preuve  d  une  ingéniosité  el  d'une  clarté  d'exposition  remarquables. 

M.  Fitz-Patrick  a  fait  a  l'édition  anglaise  quelques  additions  intéressantes  : 
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Sur  le  carrelage  ou  parquelage,  1rs  carrelages  anallagmatiques,  le  jeu  du 
dominos,  constructions  approchées  pour  la  quadrature  du  cercle,  histoire 
anécdotique  et  curieuse  des  prétendus  inventeurs  de  la  quadrature  du  cercle. 

Barde  y.  —  Algebraische  Gleichungen  nebsf  den  Resultateu  u.  den  Metho- 
den.  —  6.  Auflage  bearbeitet  von  F.  Pietzker.  —  1  vol.  8°,  420  p.,  8  M.. 
B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

M.  Pietzker.  sur  la  demande  des  éditeurs,  s  était  chargé  en  1901  de  mener 
à  bien  une  révision  des  «  Exercices  de  Barder  »  :  il  en  avait  profite-  pour 
enrichir  ce  recueil  d'un  certain  nombre  d'exercices  nouveaux,  également 
résolus,  et  pour  lui  apporter  quelques  modifications  nécessitées  parle  déve- 
loppement des  mathématiques  pendant  le  dernier  demi-siècle  (la  première 
édition  datait  de  1868|.  Ces  exercices,  au  nombre  d'un  millier,  ont  pour 
objet  la  résolution  d  équations  du  deuxième  degré  ou  susceptibles  d  être 
ramenées  à  ce  degré.  C'est  dans  ce  domaine  ce  que  l'on  peut  trouver  de 
plus  complet.   Pour  le  maître  il  constitue  un  précieux  auxiliaire. 

Dans  cette  nouvelle  édition,  M.  Pietzker  s  est  borné  à  la  correction  des 
fautes  d  impressions  contenues  dans  1  édition  de  1901. 

H.  Bouasse.  —  Cours  de  Physique  conforme  aux  programmes  des  Certifi- 
cats et  de  l'Agrégation  de  Physique.  Fascicule  V.  Electroptique,  Ondes 
hertziennes.  —  1  vol.  gr.  in-8°  de  i26  pages  :   14  fr.  Ch.  Uelagrave.   Paris  l. 

En  traitant  dans  les  deux  fascicules  précédents  de  1  Electricité  et  de  l'Op- 
tique, M.  Bouasse  semblait  faire  beaucoup  d'alléchantes  promesses,  quant 
au  terrain  où  ces  deux  branches  pourraient  être  définitivement  réunies.  Elles 
sont  largement  tenues. 

Les  équations  fondamentales  pour  le  fameux  déplacement  électrique  de 
Maxwell  ont  déjà  été  préparées  dans  le  tome  III;  nous  savons  notamment  ce 
qu'il  faut  entendre  par  le  pouvoir  inducteur  d'un  diélectrique.  Aussi  partant 
des  hypothèses  fondamentales  sur  la  proportionnalité  de  la  force  et  du 
déplacement  électriques,  lequel  déplacement  est  assimilable,  au  point  de  vue 
magnétique,  à  un  courant  dans  un  conducteur,  nous  avons  immédiatement  les 
relations  d  Ampère  et  les  relations  réciproques  de  Faraday.  I!  est  ensuite 
extrêmement  intéressant  de  trouver  immédiatement  le  vecteur  radiant  de 
Poynting  dont  le  flux  à  travers  une  surface  fermée  S  exprime  la  variation 
d  énergie  dans  le  volume  limité  par  S.  Suivant'les  habitudes  de  l'auteur,  de 
telles  généralités  doivent  servir  de  base  à  tout  ce  qui  suit,  mais  il  a  eu 
aussi  le  souci  constant  de  ne  pas  donner  ces  généralités  sous  une  forme 
abstraite.  Il  nous  présente  immédiatement  des  calculs  élémentaires  effectués 
pour  les  condensateurs  les  plus  simples  et  les  plus  symétriques  ;  bien  plus, 
il  rétablit  les  équations  générales  d'Ampère  cl  de  Faraday  dans  le  cas  parti- 
culier de  phénomènes  présentant  par  rapport  a  un  axe  la  symétrie  des  sur- 
faces de  révolution. 

Il  me  semble  bon  de  caractériser  à  la  fois  les  chapitres  II,  III  et  IV  car, 
là  encore,  un  plan  très  simple  est  manifeste.  Il  s  agil  d'abord  d'étudier  les 
ondes  hertziennes  quant  à  leur  production  et  leur  propagation  dans  les  corps 
non  conducteurs,  puis  d  en  rapprocher  les  alternances  à  période  très  courte 


1  Voir  dans  VEnseign.  math.,  les  analyses  des  fascicules  I  fT.  IX,   1907,  p.  320  .  Il  (Y.  X. 
1908,  p,  346),  III    T.  X.   1908,  p,  536     IV    T.  XI.  1909,  )>.  149  . 
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dans  les  conducteurs  et  enfin  de  traiter  comme  synthèse  la  télégraphie  sans 

fil,  .xi  nous  retrouverons  à  la  fois  les  conducteurs  sous  forme  d'antennes  et 
la  perturbation   libre  dans  l'espace  à  la  manière  des  rayons  lumineux. 

Mais  je  ne  voudrais  pas  que  cette  description  en  bloc  me  fasse  passer 
-ou-  silène-  quelques  points  particulièrement  remarquables,  notamment  1  arc 
chantant  rapproché  des  excitateurs;  quant  à  l'ébranlement  hertzien  dans  le 
conducteur,  il  est  traité  avec  étude  préliminaire  de  la  loi  de  distribution 
dans  la  section  droite  pour  le  cas  d'un  courant  alternatif  dont  la  période, 
d'abord  relativement  longue,  décroit  peu  à  peu. 

C'est  avec  la  double  réfraction  (eh.  V)  que  nous  passons  véritablement 
des  phénomènes  hertziens  proprement  dits  aux  phénomènes  lumineux. 
Aucun.'  théorie  ne  pouvait  donner  lieu  à  des  considérations  plus  élégantes 
et  aucune  ne  pouvait  être  reliée  de  manière  plus  intime  avec  les  considéra- 
tions du  début.  Ici  les  composantes  /'.  g,  h  du  déplacement  électrique  ne 
sont  plus  proportionnelles  à  celles  P,  Q,  R  de  la  force  électrique;  il  y  a 
généralisation.  Les  composantes  /'.  g.  h  sont  fonctions  linéaires  symétriques 
de  ]',  Q,  K.  Mais  par  un  choix  convenable  d'axes  les  choses  se  simplifient 
immédiatement  :  on  retrouve  sous  une  forme  à  peine  plus  compliquée  les 
relations  d'Ampère  et  de  Faraday  et  les  équations  aux  dérivées  partielles 
pour  P,  Q,  R  peuvent  être  satisfaites  avec  une  extrême  simplicité  dans  le 
cas  de  la  propagation  par  ondes  planes. 

Alors  se  placent  les  admirables  calculs  et  constructions  géométriques  de 
Fresuel;  ce  n'est  pas  qu'on  soit  forcé  d'aller  jusqu'au  fond  des  choses  connue 
le  voulait  Fresuel;  il  importe  peu  qu'on  considère  la  vibration  comme  paral- 
lèle ou  perpendiculaire  au  plan  de  polarisation,  la  théorie  électro-magnétique 
étant  précisément  indépendante  d'un  choix  de  cette  nature;  ce  qui  importe, 
c'est  de  constater  l'équivalence  de  telles  hypothèses  et,  l'esprit  libéré  par 
celte  constatation,  de  recourir  à  la  plus  commode. 

Le  chapitre  VI  est  une  étude  de  la  lumière  elliptique;  M.  Bouasse  y 
revient  sur  les  propriétés  optiques  des  cristaux  et  sur  des  phénomènes  inter- 
férentiels  déjà  entrevus  dans  le  fascicule  précédent;  il  a  donné  la  préférence 
la  plus  marquée  aux  phénomènes  symétriques  soit  au  point  de  vue  de  l'expé- 
rimentation soit  à  cilui  du  calcul.  L'obtention  de  franges  colorées  en  partant 
de  la  lumière  blanche  entraine  des  considérations  particulièrement  curieuses. 

o 
Le  carré  de  l'intensité  est  fonction  linéaire  de  deux  termes  SA  et  SA  sin  1  — 

où  o  est  une  différence  de  phase.  SA  est  une  superposition  de  teintes  élé- 
mentaires reproduisant  le  blanc  mais  l'autre  terme  est  coloré.  L'association 
de  ces  deux  termes  explique  avec  la  plus  grande  clarté  les  apparences  va- 
riées de  la   polarisation  chromatique. 

Le-  chapitres  Vil  (Réflexion  sur  les  corps  transparents)  et  NUI  (Théorie 
électro  magnétique  des  corps  absorbants)  paraissent  encore  se  correspondre 
de  la  manière  la  plus  simple,  le  second  n'étant  qu'une  généralisation  du 
premier.  On  sait  que  la  théorie  de  Maxwell  exige  que  les  corps  transparents 
-oient  les  diélectriques  parfaits;  on  sait  de  même  que  le  nombre  K  qui 
mesure  le  pouvoir  inducteur  doit  y  être  théoriquement  égal  au  carré'  de 
l'indice  de  réfraction.  Aussi  pour  ces  corps  bien  des  choses  se  simplifient; 
on  peut  même  faire  sur  la  position  des  vecteurs  fondamentaux,  et  par  suite 
-m-  la  forme  des  équations  de  passage,  des  hypothèses  restrictives  dont  la 
simplicité  paraît  d'abord  arbitraire  mais  qui  deviennent  vite  fort  admissibles, 
quand  on  constate  qu'elles  conduisent  à  une  vérification  parfaite  des  phéno- 
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mènes  ordinaires  de  réflexion  et  de  réfraction.  C'est  ce  que  M.  Bouassi 
montre  d'abord  mais  il  n'a  pas  voulu  s'en  tenir  là;  il  reprend  le  problème  du 
passage  d'une  manière  générale,  retrouve  la  loi  de  Descartes,  la  relation  de 
Maxwell  et,  étudiant  les  exponentielles  représentant  les  intensités  incidente, 
réfléchie  et  réfractée,  nous  fait  découvrir  qu'un  exposant  devient  réel  et 
S  m  if  pour  cette  dernière  s  il  y  a  réflexion  totale;  on  a  ainsi  \  Onde  éva- 
nescente  presque  immédiatement  éteinte  normalement  à  la  surface  réfringente. 
A  propos  des  corps  absorbants  on  retrouve  les  considérations  entraînant 
une  analyse  analogue.  Ici  il  faut  d'abord  compléter  les  relations  d'Ampère 
par  un  terme  où  ligure  la  conductibilité;  on  peut  tout  de  suite,  d  ailleurs, 
suivre  la  marche  d'une  onde  plane,  mais,  pour  peu  qu'on  suppose  le  plan 
d'absorption  différent  du  plan  de  l'onde,  l'exponentielle  relative  à  celle-ci 
ponserve  un  paramètre  arbitraire;  le  milieu  absorbant,  même  isotrope,  pro- 
page  dans  toutes  les  directions  une  infinité  d  ondes  pianes  de  constitutions 
diverses.  I H  emploi  très  habile  de  la  notation  exponentielle  permet  de 
réunir  aisément  des  cas  paraissant  d'abord  différents  :  ainsi  la  réfraction 
métallique  se  présente  sous  les  mêmes  apparences  que  la  réfraction  dans  les 
corps  transparents  à  condition  d'introduire  un  indice  indifféremment  imagi- 
naire ou  réel.  Et,  au  point  de  vue  expérimental,  l'auteur  a  réuni  un  grand 
nombre  «le  faits  d  une  jolie  couleur  (au  sens  propre  aussi  bien  qu'au  sens 
ûguré)  touchant  les  teintes  superficielles  des  métaux,  des  corps  très  absor- 
bants, des  matières  pulvérulentes,  etc..  Les  équations  d'Ampère  se  compli- 
quent encore  pour  les  milieux  anisotropes,  sans  toutefois  cesser  d'avoir  une 
forme  symétrique  et  l'on  peut  toujours  y  satisfaire  facilement  dans  le  cas 
d'ondes  planes. 

La  théorie  de  la  dispersion  (ch.  IX )  ne  peut  se  faire  d'une  manière  com- 
plètement satisfaisante  avec  la  théorie  de  .Maxwell  réduite  à  ce  qui  précède. 
Au  déplacement  maxwellien  on  est  conduit  à  ajouter  celui  d  ions  associés 
aux  particules  matérielles,  d'où  l'adjonction  d'un  terme  nouveau  aux  rela- 
tion-- d'Ampère. 

Comme  M.  Bouasse  a  fait  précéder  ces  considérations  de  faits  expérimen- 
taux et  qu'il  est  revenu  notamment  sur  le  rôle  des  flammes  et  des  vapeurs, 
il  conclut  en  réexaminant,  au  point  de  vue  optique,  la  théorie  du  Soleil  faite 
déjà  dans  le  tome  III  au  point  de  vue  thermique.  A  propos  des  éruptions 
de  la  chromosphère,  il  s'arrête  à  l'opinion  bien  remarquable  qui  les  fait 
résulter  d  une  propagation  de  mouvement  et  non  d'une  projection  radiale 
de  matière  animée  d'une  vitesse  par  trop  fantastique. 

Avec  le  chapitre  X  (Phénomènes  lumineux  dus  au  mouvement),  nous  abor- 
dons la  théorie  de  Lorentz.  Tout  corps  en  mouvement  se  déplace  par  rap- 
porl  i  lélher,  d  où  une  déformation  ([ni  s  ajoute  à  celle  de  Maxwell.  Nouvelle 
généralisation  des  relations  d'Ampère  et  de  Faraday:  nouvelle  application 
au  cas  d'une  onde  plane,  puis  étude  du  mouvement  de  la  terre  par  rapport 
a  l'éther,  de  l'aberration  et  du  principe  de  Dôppler-Fizeau. 

I.e  chapitre  XI  aborde  la  si  intéressante  dynamique  des  électrons  dans 
lesquels  il  convient  de  distinguer  une  masse  électromagnétique  de  la  masse 
ordinaire.  Modifier  le  mouvement  d'un  électron  c'est  modifier  b-  champ  qu'il 
crée  autour  de  lui:  c'est  comme  si  l'on  modifiait  sa  masse  sans  changer  le 
champ.  Il  y  a  même  des  électrons  dont  toute  la  im.i^m';i  une  origine  électro- 
magnétique; la  matière  s'évanouit,  il  ne  reste  plus  que  de  l'électricité 
idee>  si  captivantes  sont  exposées  avec  un  charme  au  moins  égal  à  la  clarté; 
ajoutons  d'ailleurs  que   M    Bouasse  ne  nous  affirme  pas  que  ce  qui  est  vrai- 
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semblable  pour  certains  électrons  (négatifs)  le  soit  pour  tous.  Les  rayons  X 
sont  étudiés  avec  détermination  de  leur  vitesse  de  propagation  égale  à  celle 
de  la  lumière. 

L'émission  (ch.  XII)  est  traitée  dans  le  cas  d'une  action  électromagné- 
tique exercée  directement  sur  une  source  (phénomène  de  Zeemann)  ;  elle 
contient  aussi  l'intéressant  problème  de  la  composition  de  la  lumière  blanche. 
Le  spectre  avec  son  infinité  d'éléments  monochromes  est  bien  l'image  d'une 
série  de  Fourier  dont  chaque  ternie  représente  une  vibration  simple.  Est-ce 
là  un  résultat  qui  dépend  véritablement  de  la  lumière  primitive  et  non  du 
prisme?  Si  ce  dernier  extrait  la  régularité  du  désordre  il  est  précisément 
comparable  à  la  méthode  même  du  développement  en  série  trigonométriqne  ; 
prétendre  que  le  prisme  nous  trompe  équivaudrait  sans  doute  à  prétendre 
que  la  série  de  Fourier  nous  trompe  en  donnant  la  même  allure  trigonomé- 
trique  à  toutes  les  fonctions  qu'elle  peut  représenter. 

Enfin  le  volume  se  termine  par  la  Thermodynamique  du  vide.  Le  point 
capital  traité  dans  ce  treizième  et  dernier  chapitre  concerne  la  pression  de 
radiation  mise  en  évidence  à  la  fois  par  de  délicats  radiomètres  et  par  des 
phénomènes  célestes  tels  que  les  queues  des  comètes. 

L'analyse  bibliographique  d'une  telle  œuvre  est  toujours  difficile  parce 
que  l'on  est  tenté  de  tout  citer.  La  compréhension  est  d'une  facilité  sans 
égale  à  cause  de  l'unité  de  l'exposé.  Comme  ultime  résumé  de  la  présente 
description,  je  ne  puis  que  répéter  que  les  relations  d'Ampère  et  de  Faraday, 
prises  d'abord  sous  l'aspect  le  plus  simple,  ont  été  généralisées  peu  à  peu, 
toujours  satisfaites  en  ayant  recours  à  l'onde  plane  d'où  l'obtention,  en  ligne 
première  et  immédiate,  des  phénomènes  les  plus  utiles  et  les  plus  frappants. 

A.  Bijhl  (Toulouse). 

C.-A.  Laisant  &  Elie  Pekrin.  —  Cours  d'arithmétique,  (classe  de  Cinquième 

B).  —  1  vol.  in-18  grand-jésus,  cartonné  à  l'anglaise,  247  p.  ;  2  fr.  ;  Henry 

Paulin  et  Cie,  Paris. 

Les  chapitres  relatifs  à  la  numérotation,  à  l'addition,  la  soustraction  et  la 
multiplication,  sont  établis  sur  des  exemples  concrets. 

La  définition  étendue  de  la  division  a  été  amenée,  avec  précaution,  par 
la  considération  des  problèmes  inverses  de  la  multiplication.  La  règle  de  la 
division  est  accompagnée  d'une  théorie  complète  de  celle  opération,  théorie 
aussi  simplifiée  que  possible;  il  nous  semble  bon,  en  effet,  de  satisfaire  la 
curiosité,  digne  d'éloges,  des  élèves  qui  désirent  se  rendre  compte  du  méca- 
nisme de  la  division,  au  lieu  de  se  borner  à  l'apprendre  et  à  calculer  comme 
des  automates. 

Les  théorèmes  relatifs  à  la  soustraction  et  à  la  combinaison  de  l'addition 
et  de  la  soustraction  peuvent  être  considérés  comme  intuitifs  ;  les  démonstra- 
tions qui  les  accompagnent  ont  pour  unique  objet  de  mieux  faire  pénétrer 
dans  l'esprit  de  l'élève  le  sens  de  la  définition   théorique  de   la  soustraction. 

La  théorie  de  la  divisibilité,  celle  des  nombres  premiers,  ont  été  un  peu 
développées.  Là,  comme  partout  dans  l'ouvrage,  on  trouvera  formulées  des 
règles  précises,  permettant  aux  élèves  de  se  rompre  à  la  pratique  du  calcul. 

Félix  Mi  i.i.er.  —  Fùhrer  durch  die  mathematische  Literatur  mil   beson- 
derer  Beineksichtigung  der  historien  wichtigen  Schriften.  —  1  vol.  in-8°, 
252  p.:  8  Marks;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 
On  néglige  souvent    dans  les  cours  et  les  séminaires  de  mathématiques 
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d'initier  les  étudiants  aux  recherches  historiques  el  bibliographiques.  L'ou- 
rrage  de  M  Mùller  a  précisémenl  pour  lml  de  faciliter  la  tâche  du  profes- 
seur dans  cette  direction.  Sans  avoir  la  prétention  de  donner  une  bibliogra- 
phie* très  complète . sur  les  publications  mathématiques,  il  est  cependant 
appelé  à  rendre  de  grands  services  aux  étudiants  et  aux  professeurs.  Dans 
une  première  partie  il  présente  les  ouvrages  sur  l'histoire  des  mathématiques 
les  principales  œuvres  complètes,  les  éditions  classiques,  les  périodiques 
mathématiques  et  les  encyclopédies. 

La  seconde  partie  est  consacrée  à  la  philosophie  et  à  la  pédagogie  des 
mathématiques,  à  l'algèbre,  à  l'arithmétique  et  à  l'analyse  élémentaire  el 
supérieure. 

La  troisième  partie  contient  la  bibliographie  concernant  les  différentes 
branches  de  la  géométrie  élémentaire  et  supérieure.  L'ouvrage  se  termine 
par  une  table  alphabétique  des  matières,  et  une  table  alphabétique  des  noms 
des  auteurs. 

On  comprend  que  dans  un  ouvrage  de  ce  genre  on  ne  puisse  atteindre  la 
perfection  dès  la  première  édition.  Il  se  trouve  ça  et  là  quelques  lacunes. 
Ainsi,  pour  n'en  citer  qu'une,  l'auteur  ne  mentionne  pas  la  Géométrie  de 
Méray.  Malgré  des  lacunes  de  ce  genre  ce  volume  constitue  un  guide  précieux 
pour  le  débutant. 

H.  Poincaré.  —  Leçons  de  Mécanique  céleste  professées  à  la  Sorbonne. 
Tome  II1.  Première  partie  :  Développement  de  la  fonction  perturbatrice. 
Deuxième  partie  :  Théorie  de  la  /.une.  —  2  fascicules  gr.  in-8°  de  165  el 
136  p.   :  10  fr.  ;  Gauthier-Villars,   Paris. 

Les  deux  parties  qui  composent  ce  second  volume  ont  été  publiées  en 
fascicules  séparés.  Je  parlerai  plus  du  second  que  du  premier,  car  mes 
études  personnelles  m'ont  plus  familiarisé  avec  les  théories  lunaires  qu'avec 
les  nouveautés  concernant  la  fonction  perturbatrice.  M.  Poiucaré  et  les  lec- 
teurs de  Y  Enseignement  mathématique  voudront  bien  m'excusera  cet  égard. 
L'illustre  auteur  dont  il  s'agit  ici  se  trouve  fort  à  l'aise  dans  des  questions 
très  différentes,  quelle  qu  en  soit  la  difficulté;  heureux  l'humble  lecteur  s'il 
peut  dire  sincèrement  qu'il  en  a  convenablement  étudié  seulement  un  frag- 
ment. 

Quoi  qui!  en  soit,  le  plan  de  M.  Poincaré,  en  ce  qui  concerne  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  perturbatrice,  est  aussi  simple  qu'il  pouvait  l'être.  11 
nous  rappelle  d'abord  comment  le  problème  se  pose,  comment  le 'dit  déve- 
loppement dépend  à  volonté  des  éléments  elliptiques  ou  d'éléments  cano- 
niques formant  plusieurs  systèmes  distincts  et  comment  on  peut  passer 
d'une  forme  à  une  autre.  Puis  viennent  les  propriétés  fondamentale-  des 
fonctions  de  Bessel  qui  jouent  toujours  le  rôle  d'instruments  préliminaires 
indispensables. 

Les  coefficients  de  Laplace  sont  formés  par  l'emploi  large  et  élégant  des 
fonctions  elliptiques;  les  notations  sont  celles  de  Weierstrass  et  Schwartz. 
Du  cas  où  les  excentricités  et  les  inclinaisons  ont  été  simultanément  négli- 
gées, nous  passons  au  cas  où  les  excentricités  seules  sont  négligeables.  Ici 
s  introduisent  des  polynômes  considérés  en  premier  lieu  par  Tisserand,  mais 
liés  à  une  série  hypergéométrique  à  deux  variables  dont  l'étude  est  due  à 
-M.  Appel). 


1  Voir  l'analyse  du  tome  I  dans  VEns.  math.,  t.  VIII,  1906,  p.  -2,s. 
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Enfin,  si  l'on  ne  veut  négliger  ni  excentricités  ni  inclinaisons,  on  peut 
avoir  recours  à  un  développement  comparable  à  un  développement  taylorien. 
mais  où  les  dérivations  sont  remplacées  par  des  opérateurs  plus  généraux 
dus  à  Newcomb 

Lorsque  le  développement  est  complètement  obtenu  au  point  de  vue  for- 
mel, il  faut  encore  discuter  sa  convergence,  chercher  entre  ses  termes  des 
relations  de  récurrence  qui  peuvent  faciliter  sa  prolongation  et  enfin  exa- 
miner un  peu  aussi  comment  il  se  prête  aux  calculs  numériques.  Ce  sont  là 
trois  points  importants  à  chacuu  desquels  un  chapitre  est  consacré.  L'n 
dernier  point,  d  un  intérêt  et  d'une  importance  extrêmes,  consiste  à  se  de- 
mander si  un  terme  très  éloigné  et  que,  de  ce  fait,  on  pourrait  croire  né- 
gligeable, n'est  pas  susceptible,  lors  de  l'intégration,  de  s'affecter  d  un  petit 
diviseur  qui  lui  ferait  représenter  alors  une  perturbation  importante  L'exa- 
men de  cette  question  termine  le  fascicule;  elle  a  donné  lieu  à  des  travaux 
récents  dûs  surtout  à  MM.  Hamy  et  Féra'ud ;  elle  se  rattache  à  l'étude  des 
périodes  des  intégrales  doubles,  étude  ardue  où  les  résultats  fondamentaux 
sont  dûs  à  M.  Poincaré  lui-même  et  à  M.   Picard. 

Voyons  maintenant  la  Théorie  de  la  Lune. 

C'est  d  abord  un  cas  particulier  du  problème  des  trois  corps  si  l'on  ne 
considère  que  le  système  Lune-Terre-Soleil:  il  est  indispensable  ensuite, 
ne  serait-ce  que  pour  mettre  en  évidence  les  accélérations  séculaires,  de 
tenir  compte  des  perturbations  d'origine  planétaire.  Toutes  les  théories  de 
la  Lune  commencent  par  le  premier  cas;  à  l'heure  actuelle  trois  seulement 
conservent  un  intérêt  direct  différent  de  l'intérêt  historique,  celles  de  Delau- 
nav,  Hansen  et  Hill-Brown.  C'est  la  dernière  qu'expose  M.  Poincaré,  mais 
d'une  manière  extrêmement  originale  et  où  ses  propres  réflexions  transpa- 
raissent à  chaque  instant. 

Il  part  des  généralités  du  tome  I  et  résume  rapidement  les  analogies  et 
les  différences  qui  existent  entre  la  théorie  des  planètes  et  celle  de  la  Lune. 
Il  aborde  ensuite  l'inégalité  lunaire,  la  plus  facile  à  mettre  en  évidence,  la 
variation,  dont  Newton  savait  déjà  faire  une  théorie  géométrique  indépen- 
dante de  toutes  les  autres.  Son  étude  entraîne  l'écriture  d'équations  linéaires 
du  second  ordre  auxquelles  on  satisfait  par  des  séries  d  exponentielles  ima- 
ginaires dépendant  du  temps.  Si  m  désigne  le  rapport  entre  le  moyen  mou- 
vement sidéral  du  Soleil  et  le  moyen  mouvement  synodique  de  la  Lune,  on 
trouve  des  séries  finalement  ordonnées  suivant  les  puissances  de  m4,  ce  qui 
explique  la  convergence  si  avantageuse  des  développements  dûs  aux  astro- 
nomes américains  précités. 

Les  mouvements  du  nœud  et  du  périgée  sont  à  rapprocher  au  point  de 
vue  analytique;  ils  dépendent  tous  deux  de  l'équation  célèbre  z"  +  0;  =  0. 
où  le  double  accent  indique  une  dérivation  seconde  par  rapport  au  temps. 
©  étant  une  fonction  de  ce  même  temps  et,  plus  exactement,  une  série  d'ex- 
ponenlielles  par  rapport  à  cette  variable.  On  satisfait  à  cette  équation  par 
la  méthode  des  coefficients  indéterminés,  d'où  une  infinité  d'équations  à  une 
infinité  d  inconnues  dont  le  déterminant  est  naturellement  indéfiniment 
étendu.  <)n  sait  que  ce  déterminant  a  été  considéré  en  premier  lieu  par  Hill 
et  que  M.   Poincaré  en  a  démontré  la  convergence. 

Le  mouvement  du  périgée  s'aborde  toutefois  moins  directement  que  celui 
du  nœud,  et  ici  se  placent  «les  préliminaires  utiles  quant  à  toute  la  suite  de 
1  ouvrage.  Supposons  que  l'on  ait  intégré  deux  équations  du  type 

Fi.r  ,   v  .  x'  .  ■»'  .  x"  .  y"  .  at  ,  aal  =  0 
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où  «,  cl  «;  sont  îles  paramètres  très  petits  qui,  dans  I  intégration  en  ques- 
tion,  uni  été  considérés  comme  nuls.  Peut-on  profiter  de  ce  premier  résultat 
pou*,  passer  an  cas  où  at  et  a2  oe  sont  plus  nuls?  ('elle  question  conduit 
M.  Poincaré  aux  équations  aux  variations  de  l'équation  précédente  et,  en 
général,  le  problème  proposé  n'exige  plus  que  îles  quadratures,  tout  comme 
dans  l'ordinaire  méthode  de  la  variation  des  constantes. 

Ce  sont  les  équations  aux  variations  de  celles  considérées  plus  haut  pour 
définir  l'inégalité  appelée  variation  >il  est  bizarre  que  le  mot  variation 
revienne  ici  deux  lois  avec  des  sens  totalement  différents)  qui  nous  con- 
duisent à  celles  du  mouvement  du  périgée  et  qui  même  niellent  d'autres 
perturbations  en  évidence,  par  exemple  celle  connue  sous  le  nom  d'élection. 

Jusqu'ici  nous  a  avons  vu  que  les  inégalités  les  plus  immédiates  ou  de 
l'ordre  le  plus  inférieur  au  point  de  vue'  analytique.  Or  ce  qui  distingue  les 
théories  lunaires  des  théories  planétaires,  c'est  précisément  l'existence  de 
termes  d'ordre  supérieur  bien  inutiles  a  considérer  pour  les  planètes,  mais 
dont  la  Lune  ne  peut  se  passer.  La  méthode  de  recherche  de  ces  termes 
offre  une  remarquable  unité,  bien  mise  en  lumière  par  M.  Poincaré,  avec  les 
méthodes  aux  variations  dont  il  était  question  il  y  a  un  instant.  Si  l'on  a  des 
termes  jusqu'à  un  ordre  /■,  la  recherche  de  ceux  d'ordre  k  -\-  1  dépend  des 
équations  aux  variations  des  équalions  qui  ont  donué  les  premiers.  On  con- 
çoit que  de  telles  recherches  soient  pénibles:  l'aspect  analytique  est  cepen- 
dant uniforme.  Même  méthode  pour  l'obtention  des  inégalités  planétaires; 
on  tient  compte  de  1  action  d'un  quatrième  corps  au  moyen  des  équations 
aux  variations  des  équalions  du  problème  des  trois  corps. 

les  perturbations  d'origine  planétaire  se  traduisent  par  les  accélérations 
séculaires  du  nœud,  du  périgée  et  de  l'astre  lui-même. 

Le  sujet  est  très  difficile  mais  partout  le  génie  de  M.  Poincaré  y  a  laissé 
son  empreinte;  aucun  ouvrage,  pas  même  les  mémoires  originaux  de  Hill  et 
Brown  ne  semble  plus  accessible.  Puisse  cette  remarque  encourager  à 
I  étude  d  une  œuvre  où  il  y  a  beaucoup  de  peine  et  beaucoup  d'honneur  à 
recueillir. 

A.  Buhl  (Toulouse). 

Arnold  PiKYMo.M).  —  Logique  et  Mathématiques.  Essai  historique  et  critique 
sur  le  nombre  infini.  —  1  vol.  in-8°,  218  p.;  5  IV.  ;  Foyer  sol idariste,  Sainl- 
Blaise  (Suisse). 

Dans  celle  thèse,  soutenue  devant  la  Faculté  des  Lettres  de  Genève,  M.  A. 
Reymond  aborde  à  son  tour   les  questions  qui,  si  souvent  au  cours  de  ces 

dernières  a ;es,  ont  divisé  les  philosophes  el  mathématiciens:   l'infini,  son 

rôle  en  mathématiques,  la  relation  des  Mathématiques  et  de  la  Logique  sont 

(dioses   SU!"    lesquelles,    malgré    tant    de    discussions,     l'accord    ne    semble    pas 

près  de  s'établir.  «  Si  éloignées  qu'elles  paraissent  être  du   réel,    les  mathé 
matiques  conservent  comme   lui   un  élément    synthétique   réfractaire   à   toute 
analyse  m.    »  L'analyse    pure,    sans    doute,    ne    relève    que    île    ce    principe    (de 

contradiction),  restriction  laite  de  l'idée  de  succession  par  laquelle  elle  forme 

indéfiniment  les  nombres.   Mais  celle  notion  qu'elle  accepte  c me  un  lait, 

implique  toujours  un  jugement  synthétique  à  priori,  tant  que  le  nombre 
infini  ne  pourra  être  conçu  comme  une  réalité».  Ces  citations  expliquent 
suffisamment  le  point  de  vue  de  l'auteur  et  son  altitude  négative  en  face  des 
prétentions    excessives    des    logisliciens.     Kantien    léré,    il  si-   rallie  aux 
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thèses  soutenues  avec  une  verve  si  amusante  par  M.  Poincaré  dans  ces  arti- 
cles incisifs  sur  ou  plutôt  contre  la  Logistique. 

Comme  mathématicien  nous  acceptons  avec  empressement  ce  point  de  vue  ; 

mais  si.  dans  l'ensemble,  nous  nous  trouvons  en  pleine  communion  d'idées 
avec  M.  Reymond,  nous  aurons  à  opposer  au  détail  de  son  argumentation 
d'assez  nombreuses  et  importantes  réserves  Ainsi,  à  propos  du  vieux  problème 
d'une  variable  tendant  vers  une  limite,  l'auteur  se  demande  si  la  limite  es1 
atteinte  ou  non,  et  juge  la  rigueur  mathématique  compromise  au  second  cas, 
qui  est,  en  fait,  le  plus  fréquent,  Il  y  a  là,  nous  semble-l-il,  une  méprise, 
dans  laquelle  sont  lombes  d'ailleurs  plusieurs  philosophes  et  non  les  moin- 
dres; une  critique  plus  approfondie  aurait  pu  n'en  rien  laisser  subsister. 
De  même  les  discussions  sur  le  zéro,  le  continu,  les  notions  d'indéfini  et 
d'infini  ne  nous  ont  pas  entièrement  satisfait  et  nous  paraissent  pas  suffisam- 
ment prouvées  pour  que  les  conclusions  de  l'auteur  s'imposent  comme 
définitives. 

Quoi  qu  il  en  soit  de  ces  réserves,  la  thèse  de  M.  Reymond  est  l'œuvre 
d'un  esprit  curieux  et  informé.  Des  détails  historiques  bien  choisis,  une 
documentation  abondante,  rendent  son  livre  aussi  agréable  à  la  lecture,  qu'il 
est  profitable  par  les  réflexions,  et  aussi  les  résistances,  qu'il  provoque. 

C.  Cailler  (Genève). 

P.  Schafheitlin.  —  Die  Théorie  der  Besselschen  Funktionen.  Collection 
de  monographies  mathématiques  et  physiques  dirigée  par  E.  Jahnke.  — 
1  vol.  ln-16,  132  [).,  W  M.  20;  Teubner,  Leipzig. 

Destinée,  comme  la  Collection  dont  elle  fait  partie,  à  orienter  les  techni- 
ciens et  les  étudiants  avec  le  minimum  de  temps  et  d'effets,  la  monographie 
de  M;  Schafheitlin  atteint  excellemment  son  but.  Ces  quelques  pages  se  lisent 
avec  la  plus  grande  aisance  et  donnent  de  la  Théorie  des  fonctions  bessiliennes 
un  expose  fort  élégant  et  suffisamment  complet.  Dans  ce  genre  <l  introduc- 
tions, surtout  si  l'espace  dont  on  dispose  est  limité,  on  ne  peut  en  effet  tout 
dire  et  la  difficulté  réside  surtout  dans  le  choix  des  sacrifices  nécessaires. 
Pour  ma  part  je  regrette  que  l'auteur  n'ait  pas  élargi  un  peu  son  plan  en 
consacrant  un  ou  deux  paragraphes  aux  applications,  les  fonctions  île  Bessel 
in  offrent  en  abondance'.  .Veut-il  pas  fallu  aussi  mentionner,  parmi  les  séries, 
celle  obtenue  par  Neumann  et  Gegenbauer  pour  l'argument 

j/«*  +  V*  —  ïab  cos  b~ 

et  parmi  les  intégrales,  le  théorème  d'inversion  par  lequel  se  trouvent  géné- 
ralisées les  intégrales  de   1  ''i  ni  rnier  .' 

Malgré  des  lacunes  inévitables,  l'ouvrage  de  M.  Schafheitlin  n'en  mérite 
pas  moins  d'être  chaudement  recommandé  à  tous  ceux,  ingénieurs,  physi- 
ciens mi  mathématiciens,  qui  abordent  l'élude  si  attrayante  des  (onctions  de 
B«  ssel. 

C.  Cailler  (Genève). 

F.  Schneider.    —    Zur  Methodik  der   Elementar-Mathematik.    Winke  fur 
Lehramtskandidaten    nnd   jûngere    Lehrer.  —  I    vol.    in-8°   de  YI-68  p., 
30  Gg.  :  F.  Grub,  Stuttgart  et  Berlin. 
Les  conseils  de  l'auteur  se  rapportent    les  uns   au   travail   du    professeur, 
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aux  mois  et  définitions  qu  il  emploie,  —  à  I  exposé  oral  ou  écrit  «I  un  pro- 
blème ou  d'un  théorème;  —  les  autres  concernent  le  travail  do  l'élève,  — 
ses  dessins,  la  disposition  des  calculs  dans  certaines  solutions,  la  tenue  des 
cahiers  et  même  1  écrit  ure. 

I.  ouvrage  se  partage  en  •'»  chapitres  :  le  Ier  (pages  I  à  14)  est  consacré  à 
l'arithmétique,  —  le  2me  (p.  15  à  'l'l<  à  l'algèbre,  —  le  'im<-  (p.  2:;  à  10)  à  la 
géométrie.  —  Une  vingtaine  de  problèmes  résolus  (p.  il  à  65)  illustrent  les 
conseils  de  M.  Schneider. 

Ce  petit  volume  ne  renferme  pas  d'idées  neuves  et  1  auteur  parait  ignorer 
les  nouvelles  méthodes  de  renseignement  élémentaire  des  mathématiques. 
Néanmoins,  les  jeunes  professeurs  et  Futurs  maîtres,  auxquels  l'ouvrage  est 
il  ailleurs  destiné,  y  trouveront  d'utiles  avis. 

Aug  Lalive  (La  Chaux-de-Fonds). 


II.  WraLEiTNER.  —  Spezielle  ebene  Kurven  (Sammlung  Schubert).  —  1  vol. 
cart.   i09  p.;  12  M.;  Gôschen,  Leipzig. 

La  collection  Schubert  nous  a  déjà  donné  un  grand  nombre  de  beaux  ou- 
vrages mathématiques,  remarquables  par  leur  exposé  à  la  lois  très  scienti- 
fique et  didactique.  L'un  des  récents  volumes  de  cette  série  qui  a  pour  objet 
les  courbes  planes  spéciales  /Spezielle  ebene  Kurven  ,  par  M.  Wieleitner, 
conserve  ces  mêmes  qualités.  Les  professeurs  de  mathématiques,  aussi 
bien  que  les  étudiants,  le  trouveront  extrêmement  intéressant  à  plus  d'un 
point  de  vue.  Comme  l'auteur  le  dit  lui-même  dans  son  introduction,  il  a 
voulu  créer  un  traité  descriptif  des  principales  courbes  connues 

Les  premiers  chapitres,  consacrés  aux  cissoïdes,  aux  conchoïdes  et  à 
diverses  courbes  engendrées  cinématiquement,  contiennent  une  foule  de 
notions  intéressantes  et  surtout  bien  ordonnées.  Toutes  les  courbes  pa- 
rentes à  celles  que  nous  venons  d  indiquer  y  sont  développées  d  une  manière 
très  élégante.  Le  lecteur  étudiera  sans  difficulté  leur  génération,  leurs  équa- 
tions, les  relations  qui  les  lient,  ainsi  que  les  applications  du  calcul  intégral 
à   leur  théorie. 

Ce  qui  constitue  la  nouveauté  essentielle  de  ce  traité,  c  est  l'utilisation 
fréquente  des  principes  de  la  géométrie  cinématique  dans  l'étude  de  ces 
courbes.  L'auteur  a  recherché  le  système  mobile  générateur  de  la  plupart 
des  cas.  Il  établit  ensuite  la  base  et  la  roulante  de  chaque  mouvement,  ainsi 
que  les  trajectoires  principales.  C'est  à  notre  point  rie  vue'  la  plus  belle  ap- 
plication connue  îles  principes  de  celle  science  relativement  récente. 

Dans  les   chapitres  qui  suivent.   M.  Wieleitner  fait   ressortir  d'abord    les 

éléments  de   la    se îtrie   naturelle,   élé nts   (lesquels  il  s'était   déjà   servi 

auparavant,  mais  seulement  en  passant.  Il  les  applique  ensuite  d'une  ma- 
nière très  originale  à  toutes  les  combes  cycloïdales,  aux  trochoïdes  et  aux 
roulettes  de  diverse  nature.  Le  dernier  chapitre  est  consacré  aux  transfor- 
mations de  coordonnées  et  à  l'emploi  de  celles-ci  dans  la  théorie  de  courbes 
particulières,  comme  les  courbes  en  W,  les  radiales  et  les  arcuïdes. 

De  toute  manière  le  lecteur  trouvera  un  immense  intérêt  à  l'élude  de  cel 
Ouvrage,  qui  peut  être  considéré  comme  un  exposé  complet  des  principales 
courbes  connues,    étudiées   à   l'aide  des   théories   les   plus   modernes   de   la 

(  ie.  miétrie. 

!..  Crelieb    Biennel . 
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\\.  Zorf.tti.  — Leçons  d'algèbre,  classe  de  mathématiques  A  et  B).  —  l  vol. 
in- 18  grand-jésus,  cartonné  à  l'anglaise;  'iti'i  p.;  6  fr.  :  Henry  Paulin  et 
O,  Paris. 

L'ordre  suivi  dans  ces  leçons  il  algèbre,  s  il  n'est  pas  absolument  celui  du 
programme  des  classes  de  mathématiques,  est  toul  à  fait  conforme  à  son 
esprit  Une  distinction  très  nette  a  été  établie  entre  la  théorie  des  équations 
et  l'étude  des  fonctions.  Il  est  plus  facile  ainsi  d'être  rigoureux  dans  la  pre- 
mière partie  et  de  faire  au  contraire  de  fréquents  appels  à  l'intuition  dans  la 
seconde  comme  l'indique  le  programme  français. 

Dans  le  calcul  algébrique,  on  a.  pour  la  première  fois,  rapproché  toutes 
les  applications-Ides  nombres  affectés  de  signes  aux  segments,  angles  arcs, 
coordonnées.  L'élève  se  familiarise  ainsi  plus  facilement  avec  ces  notions 
si  utiles. 

Nous  appelons  tout  particulièrement  l'attention  des  lecteurs  sur  le  soin 
a\ec  lequel  on  a  traité  la  construction  îles  courbes;  toutes  les  données  nu- 
mériques ont  été  construites  avec  rigueur  et  le  graphique  est  aussi  exact 
que  possible.  Le  rôle  des  échelles  a  été  précisé. 

Les  tendances  modernes  de  l'enseignement  juxtaposent  à  l'enseignement 
logique  et  abstrait  l'enseignement  pratique  et  concret.  Dans  cet  excellent 
manuel  1  auteur  montre  comment  les  deux  méthodes  peuvent  et  doivent  co- 
exister dans  l'enseignement  de  l'algèbre  élémentaire. 
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1.   Sommaires  des  principaux  périodiques: 

Acta  Mathematica,  dirigé  par  Mittag-Lki  i.kr.  T.  XXXII.  Stockholm. 

Fasc.  I  et  _.  —  S.  Hekmann  :  Ueber  .eine  Riemansche  Punktionenklasse 
mit  zerlallender  Thêta funklion.  —  F.  IIaktogs  :  Ueber  die  ans  den  singu- 
lâren  Stellen  einer  analytischen  Funktion  mehrerer  verànderlichen  bestehen- 
den  Gebilde.  —  A.  Korn  :  Ueber  die  Çosserat'schen  Funktionentripel  und 
ilne  Anwendung  in  der  Elastizitatstheorie.  —  K.  Bairf.  :  Sur  la  représenta- 
tion des  fonctions  discontinues.  —  A.  Scikknfliess  :  Ueber  eine  vermeint- 
liche  Antinomie  der  Mengenlehre.  —  E.  Zermelo  :  Sur  les  ensembles  finis 
et  le  principe  de  l'induction  complète.  —  H.  Poincaké  :  Réflexions  sur  les 
deux  notes  précédentes, 

Annali    di    Matematica.    —    Directeurs  :    L.   Bianchi,    O.   Dini,    G.  Jung, 
C.  Segbe.  —  Série  III.  T.  XVI  Rebeschiui  rli  Turati  e  C,  Milan. 

Fasc.  1-2.  —  Wrioht  :  Corresponding  dynamical  Systems.  — -  Beloch  : 
Suite  trasformazioni  birazionali  nello  spazio.  —  Manfrediki  :  Sulla  defor- 
mazione  délie  quadriche  generali.   —  Amoroso  :  Ricerche  intorno  aile  equa- 
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zioni  integrali  lineari  di  prima  specie.  —  Fubini  :  Sulle  rappresentazioni 
che  conservano  le  ipersfere. 

American  Journal  of  Mathematics,  edited  by  Fr.  Moki.iv.  Baltimore. 

Vol.  XXXI  (1909),  ii-  I  el  2.  —  B.  Carver  :   The   Quadric   Spreads   Con- 
uected  witJi  the  Configuration  r  T.       •    a»d    a    Spécial    Case    in    (lie    Pascal 

Hexagram.   —   A.  Ranum  :  The  Group-Membership  of  Singular  Matrices.  — 

G. -A.  Millf.r  :  Methods  to  Détermine  the  Primitive  Rouis  of  a  Number.  — 
J.-R.  Shaw  :  Standard  Forms  of  Certain  Types  of  Peirce  Algebra.  —  Fr.- 
L.  Gkiffin  :  On  the  Law  of  Gravitation  in  the  Binary  Systems.  —  Erlm. 
Landau  :  Lôsung  des  Lehmer'schen  Problems.  —  L.-E.  Dickson  :  Rational 
Réduction  of  a  Pair  of  Binary  Quadratic   Forms;    their   Modulai-   Invariants. 

—  V.  Snyder  :  Surfaces  and  Congruences  Derived  from  the  Cubic  Variety 
Having  a  Double  line  in  Four-Dimensional  Space.  —  G. -A.  Miller  :  Finite 
Groups  Which  May  Be  Defined  by  Two  Operators  Satisfying  Two  Condi- 
tions.  —  A.-B.  Coblk  :  Symétrie  Binary  Forms  and  Involulions. 

Atti  délia  Reale  Accademia  dei  Lincei.  Rendiconti.  Rome. 

Vol.  XVII,  2e  semestre,  1908.  —  G.  A.tf.llo  :  Sui  criterii  d'integrabililà 
Gnita  di  una  equazione  di  Riccati.  —  Boggio  :  Sopra  alcune  formole  fonda- 
mental! relative  aile  equazioni  integrali.  —  F. -A.  Dal  I'Acquâ  :  Le  varietà 
con  tre  dimensioni  che  ammettono  per  l'equazione  del  Laplace  1  intégrale 
F(.i'i  ,  J'ai  f[x9)  .  —  A.  Del  Re  :  Il  più  générale  metodo  di  ràppresentazione 
che  serve  di  base  alla  Geometria  descrittiva  ordinaria  —  (Id.1  Snlla  Asta- 
tica  nello  spazio  a  4  dimensioni.  —  L.  Orlando  :  Sulla  formula  intégrale  di 
Fourier.  —  M.  Picone  :  Del  legame  fra  la  equazione  di  Fredholm  e  le  equa- 
zioni differenziali  lineari  ordinarie.  P.  Pizzktti  :  La  massima  deviazione 
accidentale  e  le  osservazioni  del  tenenle  Mazzuoli  sui  risultati  dei  lui.  — 
P.  Quintili  :  Sulla  continuità  di  un  intégrale  rispetto  ad  un  parametro.  — 
C.  Segre  :  Complementi  alla  teoria  délie  tangenli  coniugate  di  una  super- 
ficie. —  F.  Sf.veri  :  Sulla  regolarità  del  sistema  aggiunto  ad  un  sistema 
lineare  di  curve  appartenente  ad  une  superiieie  algebrica.  —  C.  Severim  : 
Condizioni  necessarie  e  suflicienli  perché  un  insieme  continuo  t-~  di  trasfor- 
mazioni  costituisca  un  gruppo.  —  L.  Simgallia  :  Sulle  equazioni  differen- 
ziali lineari.  —  X.  (Iisotti  :  Sopra  la  distribuzione  locale  di  azioni  tangen- 
ziali  sulla  superiieie  di  un  suolo  elastico.  —  T.  Levi  Civita  :  Sull'attrazione 
esercilata  da  una  linea  materiale  in  punli  prossimi  alla  linea  slessa.  —  (In 
Sull'attrazione  newtoniana  di  un  tubo  sottile.  —  R.  Marcolongo  :  Snl  moto 
di  un  corpo  pesante  intorno  a  un  punto  lisso. 

Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung,  in  Monatshefteo 
herausgegebeu  von  A.  Gutzmrr.  Band  17,  1908.  —  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

X"  6.  —  Walther  v.  Dyck  :  Die  Enzyklopâdie  der  malhematiscbeu  Wis- 
senschaften.   —  Philipp  Frank  :  Willkùrliche  Schôpfungen  dis  Verstandi  s  .' 

—  Gerh.  Hessenberg  :  Erwideruug  auf  die  Bemerkungeu  von  Ph.  Frank.  — 
Philipp  Frank:  Erwiderung  auf  die  Frwiderung  von  G.  Hessenberg.  — Ar- 
thur RanuM  :  The  number  of  classes  of  conjugale  periodic  linear  substitu- 
tions with  rational  coefficients. 

N08  7-8.  —  Paul  Harzer  :   Die    Sterne    und    der   Raum.    —  Hugo   Dingler 
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Uber  «  willkûrliche  Festsetzungen  ».  —  P.  Scua.de  :  Die  Zehnerzàhlweise.  — 
A.  Schônflies  :  Bemerkung  zum  zweiten  Teil  ineines  mengentheoretischen 
Berichtes.  —  E.  Hantzschel  :  Luczakscher  Winkeldreiteilungszirkel.  — 
R.  v.  Lilienthal  :  Uber  Minimaldoppelflâchen.  —  Hermanu  Wiener  :  Geo- 
metrisclie  Invariantentheorie  der  binàren  Formen.  —  Félix  Muller  :  l'm- 
fang  der  einzelnen  Abhandlungen  Leonhard  Eulers. 

N°s  9-10.  —  R.  von  Mises  :  Uber  die  Problème  der  technischen  Hydro- 
mechanik.  —  Rud.  Rothk  :  Benierkungeu  iiber  die  Gevvebe  («  Kurvennetze 
ohne  Umwegc  »l  auf  einer  Flâche.  —  Félix  Muller  :  Uber  Plane  zur  Heraus- 
gabe  von  Abhandlungen  Leonhard  Eulers.  —  W.  Ahrens  u.  P.  Stackel  : 
Berichtigungen.*u  Félix  Mûllers  «  Ergiinzung  des  Hagenschen  Index  und 
der  Kuss  schen  Liste  ».  —  E.  B.  Wilson:  The  number  of  types  of  collinea- 
tions.  —  O.  Bolza  :  Zur  Erinnerung  an  Heinrich  Maschke.  (Mit  Bikinis)  — 
H.   Liebmann  ■  Adolf  Mayer  j  (Mit  Bikinis.  | 

N°5  11-12.  —  Paul  Stackel  :  Mathemalische  Methoden  zur  Untersuchung 
mechaaischer  Problème.  —  Félix  Klein  :  Wissenschaft  und  Technik.  — 
F.  Jung:  Einige  vektoranalylische  Bezeichnungs-  und  Benennungsfragen.  — 
H.  E.  Timerding  :  Die  historische  Entwicklung  îles  KrattbegrifTes.  —  G. 
Enestrôm  :  Randnoten  zur  Félix  Milliers  bibliographischen  Artikeln  uber 
Euler.  E.  Studt  :  Von  den  Differentialgleichungeu  der  projektiven  Invarian- 
ten. 

Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik,   heraùsgegeben  von 
K.  Henskl.  Band  CXXXIV.  —  Georg  Reimer,  Berlin. 

Heft  1.  —  St.  Jo-llis  :  Priniàre  u.  sekundare  polare  Raume  einer  linearen 
Strahlenkongruenz.  —  W.  Bauer  :  E  le  m  en  tare  Irreduzibilitâtsuntersuchun- 
gen.  —  Eiumy  Nôtheb  :  Uber  die  Bildung  des  Formeosystems  der  ternaren 
biquadratischen  For  m. 

Heft  1.  —  Ph.  FiutwXnglek  :  Uber  die  Klassenzalileo  Abelscher  Zahl- 
kôrper.  —  O.  Perron  :  Zur  Théorie   der   Dirichletschen  Reihen.  —  Tiio.me  : 

1.  Uber   lineare    Differentialgleichungen    mit    algebraischen    Koeffizienten  ; 

2.  Zur  Théorie  der  linearen  Differentialgleichungen.  —  Th.  Frank  :  Uber 
die  Bahnkurven  der  Mechanik. 

Heft  3.  —  H.  Jung  :  Kurvenschareo  in  einer  Ebene.  —  L.  Saai.!-chijtz  : 
Zur  Determiuantenlehre.  —  G.  Voronoï  :  Nouvelles  applications  des  para- 
mètres continus  à  la  théorie  des  tonnes  quadratiques. 

1 1 < •  f l  'i.  —  G  Voronoï  :  Nouvelles  applications  des  paramètres  continus  à 
la  théorie  des  Formes  quadratiques. —  R.  Sturm  :  Bemerkung  zu  Cremonas 
Abhandlung  iiber  «lie  Flàchen  dfitterOrdnung.—  M.  Réthy  :  Uber  Slabilitât 
eines  materiellen  Punktes  im  widerstrebenden  Mittel.  —  G.  Remoundos  : 
Sur  quelques  transformations  des  équations  différentielles  du  premier  ordre. 

Monatshefte  fur  Mathematik  und  Physik,  heraùsgegeben  von  G.  \.  Esche- 
kich,   F.  Mertens  und  W.  Wirtînger'.  T.  XIX,  190S.  —  Eisenstein  &  C°, 

W'iin. 

Fasc.  3  et  \.  —  L.  Saalschutz  :  Zur  Lehre  von  den  unter  bestimmler  Form 
erscheinenden  Ausdrûcken,  —  W.  Blaschke  :  Bemerkungen  iiber  allgemeine 
Schraubenlinien.  —  J.  Plemelj  :  Ein  Ergânzungssatz  zur  Cauchyschen  Inte- 
graldarstellung  analytischer  Funktionen,  Randwerte  betreffend  ;  Riemannsche 
Funktionenscbaren  mit  gegebener  Monodromiegruppe.  —  II.  Hahn  :  Berner- 
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knngen  zu  den  Untersuchungen  des  Eierrn  M.  Fréchet  :  «  Sur  quelques  points 
du  calcul  fonctionnel.  »  —  H.  Kotmk  :  Uber  das  Gruodtheorem  und  <li<- 
Obectheoreme  der  automorphen  Funktionou  im  Fa  lie  der  H  ermite- Lamés*  lu  su 
Gleichung  mit  vier  singulàren    Punkten.  —  H.  Hahn  :  Uber  die  Anordnungs- 

siitze  der  Géométrie.  —  P.  Ernsx  :  Mechanische  Erzeugung  der  Zissoiden 
vierter  Ordnung.  —  II  Polt  :  Tafel  der  viergliedrigen  Gruppen  in  beliebig 
vielen  Veranderlichen  ohne  dreigliedrige  Involutionsuntergruppe. —  H.  Gra- 
ziadei  :  Die  viergliedrigen  Gruppen  in  beliebig  vielen  Veranderlichen  mit 
einer  dreigliedrigen  Involutionsuntergruppe.  —  Literaturberichte. 

Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  dirigées  par  C.-A.  Laisant,  C.  Bour- 
let  et  R.  Bricard.  4e  série.  —  Gauthier-Yillars,  Paris. 

Tome  VIII,  janvier-septembre  1908.  —  M.  Petrovitch  :  Procédé  élémen- 
taire d'application  des  intégrales  définies  réelles  aux  équations  algébriques 
et  transcendantes.  —  G.  Fontené  :  Sur  les  quadrangles  de  Desboves  :  Note 
sur  un  article  précédent.  —  R.  Bricard  :  Sur  une  propriété  des  quadriques 
homofocales.  —  A.  Deltour  :  Continuants  ;  applications  à  la  théorie  des 
nombres.  —  L.  Godeaux  :  Sur  une  transformation  géométrique  du  sixième 
ordre.  —  G.  Fontené  :  Sur  les  quadrangles  de  Desboves  :  Symétrie  des  po- 
lyèdres réguliers.  —  J.  Haag  :  Xote  sur  les  surfaces  de  Monge;  Déformations 
conservant  la  direction  des  plans  tangents.  —  T.  Lalesco  :  Sur  une  pro- 
priété caractéristique  des  surfaces  de  révolution.  —  Maurice  Fréchet:  Fs>ai 
de  géométrie  analytique  à  une  infinité  de  coordonnées.  Maurice  Fouché  :  Sur 
le  problème  d'Apollonius. —  F.  Boulad  :  Construction  des  centres  de  courbure 
des  lignes  décrites  pendant  le  déplacement  d'une  figure  plane  sur  son  plan. — 
L.  Godeaux  :  Un  théorème  sur  les  congruences  de  courbes. —  P.  Charbon- 
nier :  Sur  la  théorie  des  perturbations  du  pendule.  —  Maurice  Fouché  :  Sur 
le  problème  d'Apollonius  (suite). —  A.  Deltour:  Continuants:  applications  à 
la  théorie  des  nombres  (suite!.  —  G.  Fontené  :  Sur  les  modules  de  la  forme 
pm,  p  premier  (impair  ou  pain.  —  S.  Cervera  :  Généralisation  d  une  ques- 
tion de  Wolstenholme.  —  Barré  :  Etude  sur  les  coniques  polaires  des  cu- 
biques planes.  —  J.  Juhei.-Rénoy  :  Sur  l'application  des  déterminants  à  la 
géométrie.  —  A  Deltour  :  Continuants  :  applications  à  la  théorie  des  nom- 
bres  i suite)  —  R.  Bricard  :  Sur  les  polygones  inscrits  et  circonscrits  à  des 
quadriques  homofocales).  —  A.  Pellet  :  Sur  le  centre  de  courbure  d'une 
roulette.  —  G.  Cotty  :  Sur  les  surfaces  de  Slèiner.  —  G.  Lery  :  Sur  l'équi- 
libre du  corps  solide.  —  J.  Haag  :  Note  sur  les  surfaces  à  lignes  de  cour- 
bure planes.  —  G.  Fontené  :  Sur  l'expression  de  certains  volumes.  —  Albert 
Lévy  :  Les  constructions  géométriques  exécutées  au  moyen  de  lignes  droites 
et  d'un  cercle  fixe  d'après  Jacques  Steiner.  —  Agrégation  des  sciences  ma- 
thématiques. (Concours  de  1908).  —  Concours  d'admission  à  l'Ecole  Poly- 
technique en  1908.  Composition  de  géométrie  analytique  <t  mécanique.  — 
Composition  d'algèbre  et  de  trigonométrie.  —  Certificats  <1<-  calcul  différen- 
tiel et  intégral.  —  Certificats  de  géométrie  supérieure. 

Prace  Matematyczno-Fizyczne,   dirigé   par   S.    Dickstein.   —  Tome   XIX, 
1908. 

W.  Sto/.ek  :  Sur  L'intégration  de  certaines  équations  différentielles  du 
second  ordre.  — G. -A.  Miller  :  Groups  in  which  the  subgroup  whicb  in  vol- 
ves ail  the  substitutions  omitting  a  given  letter  is  regular.  —  Z.  Kryknwbki  : 


240  BULLETIN    BIBLIOGRAPHIQUE 

Sur  le  développemenl  des  Fonctions  hyperelliptiques  en  séries  Irigonomé- 
triques  —  .1 .  Laub  :  Contributions  à  l 'Electro-dynamique  des  corps  en 
mouvement.  —  W.  Broniewski  ;  Relation  « ■  1 1 1 1- 1 *  la  variation  de  la  résistance 
électrique  et  la  dilatation  des  métaux  polyatomiques.  —  A.  Axkr  :  Sur  \<  s 
systèmes  de  forces  intérieures  admettant  un  centre.  —  S.  Zaremba.  :  Sur  le 
principe  de  Dirichlet.  —  R.  Merecki  :  L'influence  de  la  variable  activité 
solaire  sur  les  éléments  météorologiques  terrestres. 

Proceedmgs  of  the  London  Mathematical  Society.  Série  2,  vol   fi,  fasc.  1-5. 

A.  R.  Forsyth  :  On  partial  differential  équations  of  the  second  order.  — 
A.  E.  Westerîï  :  An  extension  of  Eisenstein's  law  of  reciprocity.  —  W.  11. 
Young  :  On  convergence  and  divergence  of  a  séries  of  continuous  fu actions. 
—  J.  E.  Wkicht  :  Nodal  cubics  througn  eight  given  points.  —  T.  J.  L'A. 
Bro.mwku  :  Various  extensions  of  Abels  lemma.  —  J.  H.  Maclagan  Wedder- 
burn  :  On  hypercomplex  numbers.  —  Bkomwich  :  On  the  inversion  of  a  re- 
peated  infinité  intégral.  —  H.  F.  Baker  :  On  the  invariants  of  a  binary  quin- 
tic  and  the  i-eality  of  its  roots.  —  E.  W.  Barnes  :  A  new  development  of  the 
theorj  ni  the  hypergeometric  fu  net  ions.  —  J.  E.  Campbell  :  On  the  problem 
of  the  infinitésimal  déformation  of  a  surface.  —  J.  E.  Litti.ewood  :  A  gênerai 
theorem  on  intégral  functions  of  finite  order.  —  A.  E.  H.  Love  :  Xole  on 
Weierslrass'  C-function  in  the  calculus  of  variations.  —  AV.  H.  Young  :  On 
the  uniform  approach  of  a  continuous  function  to  its  limit.  —  E.  B.  Elliott  : 
On  the  projective  geometry  of  some  covariants  of  a  binary  quintic. — W.  H. 
Young  :  On  the  inequalities  Connecting  the  double  and  repeated  upper  and 
lower  intégrais  of  a  function  of  two  variables.  —  G.  H.  Hardy  :  Généralisa- 
tion of  a  theorem  in  the  theory  of  divergent  séries.  —  A.  E.  Wester  :  An 
extension  of  Eisenstein's  law  of  reciprocity  (second  paperi.  —  \Y.  H.  Young  : 
Oscillating  successions  of  continuous  functions.  —  L.  J.  Rogers  :  iS'ote  on  a 
soluble  dynamical  problem.  —  M.  Bromwich  :  The  relation  between  the  con- 
vergence  of  séries  and  of  intégrais.  —  M.  J.  M.  Hill  :  On  a  formula  for  the 
suui  of  a  finite  number  of  ternis  of  the  hypergeometric  séries  when  the  fourth 
élément  is  unit  y  (second  communication).  —  Hobson  :  On  a  gênerai  conver- 
gence theorem,  and  the  theory  of  the  représentation  of  a  function  by  séries 
of  normal  functions.  —  W.  J.  HarrisON  :  The  influence  of  viscosily  on  the 
oscillations  ol  superposcd  fluids, 

Rendiconti  del  Circolo  Matematico  di  Palermo.  Direttore  G.-B.  Guccia. 

Tomo  XXYI.  —  G.  Loria  :  L'opéra  geometrica  di  A.  Mannheim.  —  M. 
Stuyvaert  :  Deuxième  congruence  linéaire  de  cubiques  gauches. —  L.  Kœ- 
m  ssbergeb  :  Zur  Convergenz  der  Potenzreihen  algebraischer  Funktioneu. — 
IL  W.  E.  .Jung  :  Primteiler  algebraischer  Funklioneii  /.weier  unabhângigen 
Verânderlichen  und  ihr  Verhalten  bei  biralionalen  Transformationen.  —  S. 
Mi  nu  i  :  Su i  gruppi  conformi.  —  Nœther,  Poincaré,  Segre,  relatore  :  Rela- 
zione  del  concorso  internazionale  per  la  <«  Medaglia  Guccia  ».  —  H.  Poin- 
caré :  L'ai  enir  des  mathématiques.  —  E.  Landau  :  Beitràgé  zur  analylischen 

Zahlentheorie.  —  W.  Ludwig  :  Zur  Théorie  der  Berùhrungstransformati »n 

der  Kiiise  in  einer  Ebene  mit  nichteuklidischer  Massbestimmung.  —  E. 
Cianj  :  Sopra  le  curve  gobbe  razionali  dotate  di  quattro  puuti  d'iperoscula- 
zione.  —  11.  Lebesgui  :  Sur  la  représentation  approchée  des  fonctions.  lEx- 
iraii    d'une  lettre   adressée   â    .M.  L    Landau). —  A.  B.  Basset  :  The  consti- 
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i  uenl  s  ni  a  multiple  point  on  a  surface  ;  On  cuintic  curves  with  four  cusps.  — 
G.  Kgenigs  :  Sur  une  correspondance  ponctuelle  entre  deux  courbes  gauches. 

—  Ik.  Kônig  :  Zur  Théorie  der  Mâchtigkeiten.  —  E.  Kœnigsberger  :  Uber 
die  Abgrânzung  der  Lôsungen  einer  algebraîschen  Gleichung.  —  G.  Pick  : 
Uber  den  Rang  der  Sylvester'schen  und  der  Bezout'schen  Déterminante. — 
A  Capelli  :  Determinazione  de!  coefficiente  générale  nello  sviluppo  in  série 
délia  radiée  di  un'equazione  algebrica.  — G.  Burali-Forti  e  li.  Marcolongo  : 
Per  l'unificazione  délie  notazioni  vettoriali.  (Nota  Va  ed  ultima).  —  U.  Cisotti  : 
Esempio  di  effluso  da  un  recipiente  a  sezione  non  rettilinea.  ■ —  C.  Severini 
Aggiunta  alla  Nota  :  «  Studio  sul  primo  teorema  fondamentale  di  Lie.  >•  — 
E.  Vineho.ni  :  Sui  connessi  bilineari  fra  punti  e  rette  negli  iperspazi. 

Revue  générale  des  Sciences  pures  et  appliquées  dirigées  par  L.  Olivier. 

20me  année.    1909;  Ann.  Colin,   Paris. 

>«0  7  (15  avril  1909).  —  E.  Borml  :  La  Théorie  des  Ensembles  et  les  pro- 
grès récents  de  la  Théorie  des  Fonctions. 

Revue  Scientifique.  —  17e  année,  1909.  Paris. 

2'»  avril.  —  Sir  William  Ramsay  :  L'Electron  considéré  comme  un  élément. 
S  mai.  —  P.  Piiskix  :   Les  système  rayonnants  de  la   Lune. 

Revue  semestrielle  des  publications  mathématiques, dirigée  par  H.  de  Vries, 
P  -11.  Schoute,  .1.  Cardinal,  J.-C.  Kllïvkr,  \V.  Kapteyn.  Tome  XVI,  2me 
partie,  octobre  1907,  avril   1908.  Delsman  en  Nothenius,  Amsterdam. 

Zeitschrift  fur  Mathematik  und  Physik,  herausgegeben  von  R.  Mhhmke  u. 
C.  Runge.  56.  Band,  1908.  —  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

H.  Blasius  :  Grenzschichten  in  Eliissigkeilen  mit  kleiner  Reibung.  —  Karl 
Heun  :  Die  Grundgleirhungeii  der  Kinetostatik  der  Korperkelten  mit  Anwen- 
dungen  auf  die  Mechanik  der  Maschinen.  —  Birger  Meidell  :  Zum  Fehler- 
gesetz.  —  M.  Tollé  :  Zur  Keplerschen  Bewegung.  —  K.  Wieghardt  :  Uber 
Spannungsverteilungen  in  Balken  ans  Eisenbeton.  —  Alfred  Jatho  :  Unter- 
suchungen  zur  Slatik  des  Stabpolygons,  insbesondere  die  Gestaltbestim- 
mung  betreffend.  —  Friedrich  Schilling  :  Uber  die  Anwendung  der  Flucht- 
punktschiene  in  der  Perspektive.  —  F.  Jung  :  Ableitungs-Bildung  im  raum- 
lichen  Grôssenfelde.  —  Richard  Kischke  :  Uber  Fehierabschâtzung  bei 
unendlichen  Produklen.  —  P.  Frôhlich  :  Die  dynamischeu  Vorgânge  in 
zylindrischen  Schraubenfedern  mit  besonderer  Berùcksichtigung  des  Mas- 
sendruck-Kompensatoren.  —  R.  Schumann  :  Genauigkeitsuntersuchung  uber 
Messnngen  an  einer  Dampfturbine.  K.  Th.  Yahi.e.n  :  Uber  graphïsche  Zusam- 
mensei/iiiig  von  Kriitlen  im  lîainne.   Kleineie  Mitteiluugen.  — Bûcherschau. 

—  E.   Wûlfling  :  Technisches  Abhandlungsregister  1905. 

Band  57.  Noa  I  et  2.  —  R.  v.  Misi>  :  Théorie  der  Wasserrâder.  —  Rich. 
Greineb  :  Ueber  d.i^  Fehlersystem  d«-r-  Kollektivmasslehre.  —  Fr.-A.  VVil- 
lers  Ueber  die  Steighôhe  von  Drachen.  --  Joh.  Thiemi  :  Beitrag  zur  gra- 
phischen  Behandlung  der  statisch  unbestimmlen  Syteme.  —  P.  Ernst  :  Be- 
merkungen  zu   Petzvals  Théorie  der  Tonsysteme.  —   Kleiuere  Mitteilungen. 

Zeitschrift  fur  das  Realschulwesen,  herausgegeben  von  Em.  Czuber,  Ad. 
Bechtel  I  Mor    Gloser.  —  XXXIV  Jahrg.   1909     Alfr.   Hôlder,  Wicn. 
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Nos  I  à  •!.  —  P.  v.  Sch.ï.m  n  :  Stereomctrische  Analoga  zu  planimetrischen 
LehrsâlzeD.  —  Internationale  Komission  fur  Mathematikunterricht,  vorlàu- 
Bger  Bericfal  von  H.  Fehr  :  Uebersetzung  von  Lothar  v.  Schbutka.  —  I'.  v. 

Sch.enln  :  Ein  Problem  Fermais. 

Zeitschrift  fur  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Unterricht, 

berausgegeben  von  Dr.  H.  Schotten.  39.  Jahrgang,  1908.  —  B.  G.  Teub- 

ner,  Leipzig. 

><*0!-  1  à  8.  —  K.  Haage  :  Ein  merkwûrdiger  Kreis  des  Dreiecks.  —  H. 
Pfaff  :  Extrême  Kegelschnittsehnen.  —  E.  Strubler  :  Uber  Brennlinieii 
durch  Reflexion.  —  U.  Urban  :  Die  Yerwertung  von  e  im  mathem.  Unterrichté. 
—  Reichenbacher  :  Uber  das  Iterationsproblem.  —  K.  Haage  :  Uber  das 
Tangentenviereck  ;  Zur  Théorie  der  Lemoineschen  Kreise.  —  Alf.  Gerlach  : 
Das  Masswerk  im  geometrischen  Unterricht. 

Chaque  numéro  contient  en  outre  des  petites  Notes,  sous  la  rubrique 
«  Kleinere  Mitteilungen  »,  des  notes  pédagogiques  et  des  comptes  rendus 
de  réunions,  des  problèmes  proposés  ou  résolus,  et  des  analyses  bibliogra- 
phiques. 

Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  publiés 

par  les  secrétaires  perpétuels.  Gauthier-Villars,  Paris. 

Premier  semestre,  1909. —  4  janvier.  —  G.  Darboux  :  Sur  certains  systèmes 
d'équations  différentielles  linéaires.  —  P.  Boutroux  :  Sur  les  intégrales  mul- 
tiformes des  équations  différentielles  algébriques  du  premier  ordre. 

11  janvier.  —  G.  Darboux  :  Sur  les  familles  de  Lamé  engendrées  par  le  dé- 
placement d'une  surface  qui  demeure  invariable  de  forme.  —  H.  Bohr  :  Sur 
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ERRATUM 

N°  du  15  mars  1909  (article  de  M.  F.  Leauj,  p.  III,  entre  la  '.•  et  la  3« 
ligne  du  bas,  ajouter   : 

avec  les  seules  équations  pour  lesquelles  le  minimum  nx  (X)  est  atteint;  » 


UNE  DEMONSTRATION  ÉLÉMENTAIRE 
DE   LA   FORMULE  DU  PENDULE 

par  Sir  George  Greenhill  (Londres). 


Tout  étudiant  en  dynamique  élémentaire  et  en  physique 
est  tenu  de  connaître  la  démonstration  de  la  formule  don- 
nant la  période  du  pendule  simple  pour  des  oscillations  de 
faible  amplitude  ;  mais  la  méthode  employée  dans  les  traites 
qu'il  a  à  sa  disposition  manque  de  rigueur,  cor  la  formule 
donnant  la  durée  d'une  oscillation  simple,  à  savoir 


(A) 


■v£ 


n'est  démontrée  qu'approximativement. 

Comme  cette  valeur  n'est  jamais  rigoureusement  exacte, 
sauf  dans  le  cas  idéal  d'un  mouvement  imperceptible  du 
pendule,  il  est  préférable  d'abandonner  toute  approxima- 
tion, et  de  démontrer  que  celle  valeur  (A)  n'est  qu'une  limite 
inférieure,  jamais  atteinte  en  réalité,  mais  suffisamment  ap- 
prochée pour  répondre  aux  besoins  de  la  pratique,  d'autant 
plus  qu'une  limite  supérieure  pourra  se  calculer  aussi  faci- 
lement. 

On  pourra  alors  eu  déduire  la  correction  circulaire  de 
l'amplitude  d'oscillation,  et  l'étudiant  se  rendra  compte  du 
degré  d'approximation  de  la  formule  A  pour  une  oscillation 
réelle  du  pendule. 

La  méthode  suivante  est  soumise  à  l'attention  (\v>  profes- 
seurs; tout  calcul  approximatif  a  été  évite:  on  y  a  introduit 
par  contre  les  symboles  d'inégalité  suivant  les  démonstra- 
I  ions  analytiques  modernes. 

I.  —  l'n  point  I'  oscille  sur  un  arc  de  cercle  de   l!  à  B',  à 
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l'extrémité  d'un  (il  de  longueur  /  attaché  en  O  (fig.  1);  si  PK 
est  la  perpendiculaire  abaissée  de  P  sur  l'horizontale  BB', 
on  a.  en  vertu  du  théorème  des  forces  vives 


\ vitesse  de  Pi1' 


l'K  , 


=  J  .  l'K'.  lJK  =  I  .  Bt\  PB' 


en  vertu  de  la  proposition  C  d'Euclide  du  livre  VI;  cette 
proposition  se  démontre  en  traçant  le  diamètre  PE\  et  en 
considérant  la  similitude  des  triangles  PKB  et  PB'E'. 


F  ()  H  M  V  L  E    I)  U   P  E  N  /)('/.  E  2'i7 

Mais  les  cordes  BP  et  PB'  sont  respectivement  plus  petites 
queues  arcs  BP  et  PB';  de  sorte  que 


(2)  (vitesse  de  P)*  <  y  .  arc  BP.  arc  PB'  . 

On  pourra  reporter  l'arc  BPAB'  le  long  de  la  tangente  au 
point  le  plus  bas  A  du  cercle,  on  obtiendra  alors  l'horizon- 
tale FTAF',  (pie  l'on  pourra  étendre  uniformément  dans  un 
rapport  quelconque  de  façon  à  la  rendre  visible. 

La  figure  n'est  pas  exactement  conforme  à  ce  qui  vient 
d'être  dit,  car  F  a  été  choisi  sur  le  prolongement  de  EB  et  T 
sur  le  prolongement  de  EP,  comme  l'exige  une  discussion 
subséquente;  on  n'a  fait  qu'une  seule  figure  afin  d'écono- 
miser de  la  place. 

Traçons  le  cercle  de  diamètre  FF'  et  son  ordonnée  TR, 
nous  aurons  : 

(3)  i  vitesse  de  T)-  <  £  .  FT  .  TF'  <  £  .  TR-  ; 

(i|  (vitesse  de  Rr  <  y  .  AR-  , 

I en  vertu  du  triangle  de  vitesse  ATR|. 

Lorsque  P  oscille  de  B  à  B',  ou  T  de  F  à  F',  le  point  K 
décrit  un  demi-cercle  de   F  à  F'  avec  une  vitesse  moindre 

que  i /y  .  AR,  de  sorte  que,  tc  •  AR  étant  le  demi-cercle  dé- 
crit sur  FF'; 

rr.AR  /T 

|5)  La  durée  d'une  oscillation  de  B  à  B    >  — j= ou     >•  rr  »  /  —  , 

Vf  AK 

et  l'inégalité  >  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  l'égalité  = 

à    mesure    que    l'arc    BAB'  devient    plus    petit   et   finit    par 
s'évanouir. 

On  pourrait  remarquer  ici  que  t/-"  .  AR  est   la  vitesse  du 

pendule  conique  de  longueur  OF  et  de  hauteur  OA,  décri- 
vant le  cercle  FRF',  en  supposant  que  ce  cercle  ait  tourne 
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autour  de  FF'  de  façon  à  devenir  horizontal;   et  la  période 
de   révolution  est  2tti/-  ,  la  limite  inférieure  de  la  période 

d'une  double  oscillation  du  point  P. 

S'il  s'agit  d'une  étude  élémentaire  du  pendule,  ce  qui  pré- 
cède peut  être  considéré  comme  suffisant;  mais  dans  la  dé- 
monstration habituelle,  on  enseigne  à  l'étudiant  que  le  mou- 
vement du  point  P  finit  par  être  un  mouvement  harmonique; 
simple  en  ligne  droite,  l'inégalité  (2)  est  alors  remplacée  par 
l'égalité,  et  la  vitesse  varie  comme  la  moyenne  géométrique 
de  la  distance  des  extrémités  de  la  vibration. 

«  Mouvement  harmonique  simple  >%  est  le  terme  employé 
dans  la  Natnral  Philosophy  de  Thomson  et  Tait  dans  l'ana- 
lyse de  la  vibration  d'un  son  musical  périodique  par  une 
série  de  Fourier.  Ce  terme  est  très  peu  commode  lorsqu'on 
l'applique  au  pendule  et  l'on  pourrait  avantageusement  le 
remplacer,  comme  on  l'a  proposé,  par  le  mot  vibration 
simple,  qui  est  plus  expressif  et  plus  familier. 

Nous  dirons  donc  que  le  pendule  n'effectue  une  vibration 
simple  que  dans  le  cas  d'un  mouvement  imperceptible. 

Des  que  le  mouvement  devient  perceptible,  il  faut  avoir 
recours  aux  fonctions  elliptiques  pour  résoudre  le  problème; 
on  peut  dire  dans  ce  cas  que  le  pendule  «  bat  la  fonction 
elliptique  ». 

2.  —  Pour  compléter  les  considérations  élémentaires  pré- 
cédentes qui  déterminent  une  limite  inférieure  de  la  durée 
d'oscillation,  il  est  nécessaire  d'en  déterminer  également 
une  limite  supérieure;  nous  continuons  donc  cette  théorie 
en  évitant  toute  approximation  et  en  adoptanl  une  méthode 
qui  sci  ail  ;uissi  applicable  au  cas  où  la  question  serait  traitée 
rigoureusement  par  les  fonctions  elliptiques. 

Nous  projetons  le  mouvement,  comme  en  projection  sté- 
réographique,  par  des  rayons  émanant  de  E,  le  point  le  plus 
élevé  du  cercle  sur  lequel  se  meut  te  point  P,  analogues  à 
des  rayons  lumineux  issus  d'une  source  lumineuse  placée 
<mi  E;  et  nous  considérons  le  mouvement  de  l'ombre  T  sur 
la  tangente  horizontale  en  A,  le  point  le  plus  bas  du  cercle. 

En  conservant   les  mêmes  lettres,  et  en  supposant  que  T 


F  o  r  M  i  '  1. 1:  ni;  i>  1:  y  i>  u  i.  E  2  i  9 

oseille  entre  F  et  V  on  a  : 

(6)  EP  .  ET  =  EB  .  EF  =  ËÂa  . 

La  droile  EPT  coupe  le  cercle  AP  et  la  droite  AT  suivant 
le  même  angle,  de  sorte  que  : 

vitesse  de  T   _  ET  _  ET2  _        ET2 
vitesse  de  P    ™  EP  —  j?p  ~  ËB  .  EF  ' 

La  similitude  des  triangles   EBP,  ETF,  et  des  triangles 
EB'P,  ETF',  montre  que  : 

BP  _EB  _  PB' 
[»)  ^  -  ^  -  w,  ; 

(91  BP  .  PB'  =  — g  .  FT  .  TF'  =  ~  .  TR2  , 

ht-  KT2 

par  conséquent,  d'après  (7) 

El4 


|I0i  (vitesse  de  T)2  =  (vitesse  de  P)2 


EB-.  FF- 


a  ft*  t,     FT-'     

—  ?  .  BP  .  PB' .  _       _     =  %  .  ~  .  TU3   , 
1  EB2  .  EF2         '      EF2 


ET 

vitesse  de  F  .  —  .  AR   , 


\Jl-  El 


à  cause  du  triangle  de  vitesse  ATR. 

Dans  le  cas  de  petites  oscillations,  ET  se  déplace  très  peu 
entre  les  limites  EF  et  EA,  on  a  donc  : 


U   AH 

ht 


(12)  i  /  §L  .  AR  >  vitesse  de  R  >  4  /  g- 
et,  en  tenant  compte  de  (5) 

(13)  7r  i/-  <  durée  d'oscillation  de  H  ;'i  B'  <  7r  4  /  -  •  p-r    : 

V  g  V  g    tA 

ce  qui  donne  les  limites  inférieure  et  supérieure;  de  plus, 
la  limite  supérieure  tend  vers  la  limite  inférieure  à  mesure 
que  l'amplitude  des  oscillations  diminue. 

A  moins  qu'il  ne  s'agisse  d'une  étude  très  élémentaire  du 
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pendule,  cotte  seconde   démonstration   pourra  remplacer  la 
première,  car  elle  n'est  que  légèrement  plus  compliquée. 

3.  —  Si  Ton  représente  l'angle  d'oscillation  BOB'  par  2«  , 
la  moyenne  géométrique  des  limites  (13)  sera 


"        VÏ-t/B-V;=ï: 


comme  si  le  plan  d'oscillation  était  incliné  d'un  angle  =  «  sur 

le  vertical;  cela  nous  donne  la  durée  d'oscillation  avec  assez 
d'exactitude  et  nous  permet  d'estimer  l'erreur  circulaire  due 
à  l'amplitude  de  cette  oscillation  et  la  quantité  dont  le  mou- 
vement réel  du  pendule  s'écarte  du  véritable  mouvement 
harmonique,  ou  vibration  simple,  comme  nous  l'avons  appelé. 
Comme  l'angle  a.  est  petit,  nous  pouvons  écrire 


(15) 


V^=VK'-si"^a)' 

='yi\*+\**\'  "■)  ' 

de  sorte  que  Terreur  circulaire  ou  correction  fractionnaire 
sera  pratiquement 

l     .  .,  l  l  AD       l  AD 

,16>  4  *'"-  2  *  =  4  AË  =  8   T    • 

Mais  comme  le  sin  vers.  AD  est  difficile  à  mesurer,  on 
pourra  l'exprimer  en  fonction  de  BB'  par  la  formule  approxi- 
mative 

1     .  -4  1   /ÀBV         1    /BB'Y 

el  lilj'  peut  être  facilement  mesuré  avec  exactitude  sur  une 
échelle  horizontale. 

La  durée  réelle  d'une  oscillation  dépasse  de 

100  /BB'V 

(18)  — —  (—7—)    pour  cent 

la  durée  de  l'oscillation  idéale  d'amplitude  imperceptible. 
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En  d'autres  termes,  pour  l'amener  la  dure»»  observée  de 
L'oscillation  visible  à  la  formule  A  <|iii  n'est  valable  que 
pour  le^  oscillations  infiniment  petites,  il  faut  la  réduire  par 
une  correction  circulaire  de  même  pourcentage. 

Ainsi,  une  variation  de  un  pour  cent  dans  BB'  occasionne 
une  variation  de  deux  pour  cent  dans  la  correction  circulaire. 

Supposons  par  exemple  que  OB  ait  un  mètre  de  long  dans 
un  pendule  qui  bat  la  seconde  lorsqu'il  oscille  sous  un  angle 
de  6°  environ,  c'est-à-dire  lorsque  BB'  =  10  cm.;  la  réduc- 
tion de  la  durée  d'oscillation  à  la  formule  (A)  sera  la  frac- 
tion -£-r  ,  de  sorte  que  dans  un  jour  de  24  heures,  le  pen- 
dule effectuerait,  d'après  la  formule    A  ,  — — —  =  13,5  batte- 

ments  de  plus;  et  si  BB'  était  de  11  cm.  c'est-à-dire  subissait 
une  augmentation  de  10°/o,  la  correction  du  pendule  aug- 
menterait de  20  °  o  et  le  pendule  perdrait  2,7  secondes  par 
jour. 

Un  pendule  «  invar  »  permettra  de  se  rendre  compte  du 
résultat  paradoxal  d'une  correction  négative  concernant  la 
température,  à  cause  de  la  correction  due  à  l'influence  de 
l'air. 

Dans  les  expériences  d'Airy  sur  la  gravité  au  moyen  d'un 
pendule  oscillant  au  fond  d'une  mine  profonde,  la  différence 
observée  représente  à  peu  près  la  moitié  de  la  correction 
due  à  l'influence  de  l'air  ambiant  dans  un  pendule  ordinaire; 
de  sorte  que  le  pendule  d'Airy  oscillant  à  la  surface  aurait 
pu  synchroniser  avec  le  pendule  du  fond  de  la  mine,  à  sup- 
poser qu'il  oscillât  dans  un  air  raréfié  ne  présentant  plus 
que  la  moitié  environ  de  la  densité  atmosphérique. 

4. —  L'équation  (11)  conduit  immédiatement  à  la  solution 
du  problème  par  les  fonctions  elliptiques,  dans  le  cas  d'un 
mouvement  à  oscillations  d'amplitude  finie;  car  on  a,  en 
représentant  l'angle  FAR  par  œ, 

/dm\-         s      ET1 
et  si    nous   supposons   que   le   cercle   FRF'  tourne   autour  de 
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FF'  de  façon  à  devenir  horizontal 

jf p  xRa  ÂF2    .  .,  ,         .  .,  1 

|20|        =  1  —  ■==-    —  1  —  sur  y  =  1  —  Slûa   —  a  sur  *   . 

EF2  EF2  EF-  2 

Il  est  avantageux  de  |»osef-gp="//iI  de  sorte  que  n  repré- 
sente la  vitesse  angulaire  de  rotation  d'un  pendule  conique 
de  hauteur  /  autour  de  la  verticale;  on  a  alors 

dv  •  •>  1 

(21 1        -1  =  n\  1  —  K-  siir  p  —  nMat  ,  x)       ,       x  =  sur  -  u   , 
dt  - 

(22)  ut  =  (  '  —  =  Va         ou  F  (a»  ,  x)    . 

«',)     A  y 

selon  la  notation  de  Legendre. 

En  renversant  la  fonction,  suivant  l'idée  d'Abel, 

(23)  9  =  am  nt,         OU        am  !«/,  x)   , 

dans  la  notation  de  Jacobi  ;  puis 

(24)  AT  ==  AF  cos  y  .       ou       tg  -  5=  Ig  -a  en  n*  , 

dans  la  notation  de  Guderman;  alors 

l  1 

25)  ET  =  EF  A?       ou        sec  -  3  =r  sec  -  a  du  «/ 

t    .  .1         cos  CD  (Il   lit 

( 26)  Mu  -  3  =  sin  -  a =  /. =  xsn  |K  —  nt)  . 

2  -1  A*  du  /;/ 

Prolongeons  BA  jusqu'à  son  intersection  Q  avec  le  cercle 
de  diamètre  Al);  l'angle  ADQ  =  ç;  menons  l'horizontale 
N'QP'  rencontrant  Tare  AB'  en  P',  puis  l'horizontale  PQ'N 
rencontrant  la  verticale  AI)  en  N;  P'  sera  alors  un  pendule 
analogue  à  P,  oscillant  suivant  le  même  arc  BAB';  et  P'  passe 
par  le  point  le  plus  bas  A  au  moment  où  P  quitte  le  point  le 
plus  élevé  B;  ainsi  P  et  P'  oscillent  en  discordance  de  phase, 
et  l'écart  atteint  le  quart  de  la  période  complète.  Or  on  a 

(27)  AD  =  -r^-        el       AN  =  4^- =  AD  sin*  »  , 

Ah  AI) 

(28)  4i^r  =  ^  .  Al7'2  =  AI)  .  AE  si..--'  «  =  A~B-  sin2  »  , 
AQ  AI) 


FORMULE    DU    PENDULE 

N 

et,  en  représentant  l'angle  AOP'  par  S', 


253 


129) 


A  a  -  j   =  sin  -  a  sin  ip  =  x  sn  «/   ,   cos  -  J    =  du  //<   . 


dans  la  notation  de  Gudermann. 

En  comparant  ces  formules  aux  formules  (26)  on  sera  con- 
duit aux  relations  concernant  des  fonctions  elliptiques  pré- 
sentant un  écart  de  phase  d'un  quart  de  période  elliptique  K 
dans  l'argument  elliptique  u,  comme  par  exemple 


(30) 
car 
(31) 

lorsque 


en  u 

sn|K-H|  = ,  etc. 

on  u 


ADQ' 


a  m  {K-nt)    , 


ADQ  =  f  —  ani  ni 

et  dans  la  notation  de  Lesrendre 


.         .          cos  œ                             y    sm  y  ,  y. 

|32|  sin  o>    = ,  COS  «    =  -  ,   As    zz    — 

A?  T  A?  A? 


|33) 


cot  ep  cot  y'  =  y.'  =r  A^pAjp' 


de  sorte  que  la  relation  est  réciproque  entre  <p  el  ï*'. 
De  même 


AP  —  AB  sin  »'  =  AB 


(MIS     V 

A«p 


Le  quart  de  période  elliptique  K  est  défini  par 


(35) 


.'il  A  m  .' 


Ay 


çl    -  </» 


le  second  terme  de  la  série  donnant  la  correction  circulaire 
employée  dans  la  formule  15  ;  et  les  inégalités  (13  montrent 
que 

i 

1  1  1  -    7T 

136)  -  ir  <  K  <  -  «  sec  -  a  =  2 
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en  employant  la  notation  des  fonctions  elliptiques, 
•     •  ,l 

(oJ)  se  =  sm  —  a    ,  s.    =z  vos  —  a   , 

et  -  a  se  nomme  l'angle  modulaire. 

i 

Mais   "  —  est  encore  une  limite  supérieure  de  K,  car 

V*'  ' 

1  K  x* 

38)  — =  —  r—  =  zv   ••• 

yx/        l^       64 

et-TTi/sec-a  peut  être  utilisé  comme  valeur  approchée 
de  K,  à  moins  de  0,13  °/o  près  jusqu'à  un  angle  modu- 
laire \  a  de  30°,  de  0.75  °  o  jusqu'à  45°  et  de  3  %  jusqu'à  60\ 

Lorsque  ■/.  =  1  les  oscillations  du  pendule  sont  de  360°, 
et  K  =  x  ;  on  obtiendra  une  limite  inférieure  de  K  dans  le 
voisinage  de  x  —  1  en  écrivant 


la  première  intégrale  est  ^  log     _      ,  et  la  seconde  est  finie 

et  devient  log  2  lorsque  y.  ==  1  . 

En  utilisant  cette  approximation,  nous  trouvons  qu'un  pen- 
dule qui  bat  la  seconde  lorsqu'il  effectue  de  petites  oscillations 
mettrait  6,5  secondes  environ  pour  effectuer  une  oscillation 
en  partant  à  une  minute  *\\\  point  le  plus  haut  du  cercle, 
mais  ce  temps  est  théoriquement  infini  si  le  pendule  part 
rigoureusement  de  ce  point.  Cette  instructive  application  nu- 
mérique est  due  à  M.  E.  Lampe  (Berlin).  La  table  de  Legendre 
ne  fournit  pas  la  valeur  de  K  en  question. 

5.  —  On  peut  démontrer  que  QQ'  passe  par  un  point  fixe  L 
de  AD,  le  point  de  Landen,  tel  que  EL  =  EB;  et  que  PP' 
est  tangent  à  lare  de  cercle  BLB'  de  centre  E. 

Car,  de  la  relation    33)  on  tire 

,  1  ,       DQ  .  DQ'       triangle  QDQ'       DL 

40|      X    =  l'OS  —  a  —  col  m  eut  m    —  -r-. r-r~,  =  — : ; — ;  —  ï-7-   . 

2  ?        r        Aq     Aq/       triangle  QAQ'       LA 


x  F  0  fi  M  (/./;    DD    lJ  E  .\'  DUL  E  -1 55 

ce  (|iii  prouve  que  L  est  un  point  fixe  sur  AD; 

AK  si.,2  -  a 

(41 1         AL  = —  = Y~  =  AE  t1  —  L'os  â  a)  • 

1  +  cos  —  a         1  -f-  cos  —  « 

EL  =  EA  cos  -«  =  EB  , 
et,  puisque 

(42)  ET  =  EF  .  a»  .  ET'  =  EK'.  a?'  , 

(43)  ET  .  ET'  =  EF- .  A?     Ay'  =  ËF2  cos  i  a  =  EA  .  EF    . 

c'est-à-dire  une  constante;  et  par  suite 

(44)  EP  .  EP'  =  EA  .  EB  , 

une  constante  également;  et,  en  tenant  compte  de  la  propo- 
sition G  fn°  1),  nous  voyons  que  la  perpendiculaire  abaissée 
de  E  sur  PP'  a  pour  longueur 

FP    EP' 

ce  qui  prouve  que  PP'  est  tangent  au  cercle  BLB'. 
La  similitude  des  triangles  DLQ,  ALQ'  montre  que 

LQ         DQ         cos  «  ET        EB        EP' 

(  *6i      y—  =  ——,  =  - îj  =   A?  =  dn  nt  =  —  =  ûû  =  FT    ■ 

LA        AQ  sin  f  EF        EF         EA 

A  laide  de  la  figure,  on  pourra  interpréter  la  transforma- 
tion du  second  ordre  de  Landen  au  point  de  vue  dynamique 
et  géométrique. 

Posant  CL  =  A  .  CA,  C  étant  le  centre  du  cercle  AQD,  on  a 

I  —  1       DL  1  ,      ,       1  —  *'  .,1 

Ï+X  =  LÀ  =  cos  2  a  =  *    '  *  =  "T+T  =  l*  T  a  : 

et  en  appelant  -^  l'angle  ALQ  et  ty'  l'angle  CQL,  la  vitesse 

de  Q  sera  donnée  par 

(48)  AI)  $  ,        ou        LQ  d4-  sec  ^'    , 

1      '  dt  dt  r 

dû  AI)   ,         AD  df  ,  ,   d9 

cos  y  LO  AL  Ay  Atp 
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et 

sin  -y         CL 
50 


|       -t— V  =   ~  =  A  .    COS  il»'  =    V  il  —  >*  sin1  6|  =  A  iû  ,  > 
sin  y  CQ  f 

de  sorte  que 

l51)  l\    1*   i,=  '*   +   *'>  T-T^ =  |l+x'l«/: 

et,  puisque  \p  croît  de  0  à  t.  lorsque  y  croît  de  0  à  -  -, 

i 

|52|         2L  =  F '?*  .    =  il   +  x'i  r2__^? =  ,i  +  x',k   . 

t'ii     A  ly  .    Ai  .'il     Ai?    ,    xl 

Il  est  commode  de  poser 

i53i  ut  =  liK    .  de  sorte  que  h  =  - 


où  T  est  la  période  complète  dune  oscillation  double;  l'équa- 
tion   51    montre  alors  que 

(54)  y  =  am  2/iL    ,      lorsque     <j>  =  a  m  hK  ,  <p'  —  am(l  —  h)K    : 

„,_  .      ,         >*0         AD  sin  »  cos  s  ,    sn/iKcnAK 

55       su  2AL  =  sin  y  =  -f  =  — - 1- *  =    1  +  «'  

QL  AL  .  A»  rln«K 

ce  qui  est  la  transformation  de  Landen. 
D'une  autre  façon,  puisque 

i 

(56)  y  =  LDQ  +  LQI)  =  v  +  =.*  —  «'  . 

sin  y^  r=  cos  |y'  —  y)  =  sin  a»  sin  ^'  -(-  cos  f  cos  9/ 

(57)  sin  »  cos  a> 

=  (!+*')  \— — r  . 

A» 

comme  dans    55  ,  et  de  même 

cos  y  =  sin  iç'  —  9)  =  cos  *  sin  f'  —  sin  y  cos  ç/ 

58  ^  cosa  s        cos*  <f' A*  —  àf'    _  LQ  —  LQ' 

A®  A*'      ~       1  —  x'~~  2CL 

dont  l'interprétation  géométrique  est  évidente. 


F  O  li  M  i  '  I.  E    l>l     l>  E  N  h  II.  E 
L'équation  (55)  peut  aussi  s'écrire 

1  +  *'       /l  —  dn  2/iK 


(59) 


—  =  ^v/r 


+  du  2/jK 


1  -  lsn22AL  il  +  X,sn2/iL 

60  dll2/lh    =   r ,  ,    SU  2/jK   — 


1  +  lsn*2AL  '  *  "  1  +  Xsn22AL    ' 

ce  qui  est  la  seconde  forme  de  la  transformation  de  Landen. 

L'avantage  que  présente  l'emploi  de  h\\  et  2kL  comme  ar- 
gument elliptique  réside  dans  le  fait  que  le  module  corres- 
pondant y  est  renfermé  implicitement  et  n'a  pas  besoin  d'être 
indiqué  explicitement. 

Le  temps  que  met  le  pendule  pour  aller  de  P  à  P'  est  le 
même  que  pour  aller  de  B  à  A;  c'est  la  moitié  de  la  durée 
dune  oscillation;  de  sorte  que  1  horizontale  passant  par  L 
divise  Parc  d'oscillation  en  quatre  parties  qui  sont  décrites 
en  des  temps  égaux. 

Par  exemple,  si  l'angle  d'oscillation  est  de  240°.  de  II  à 
X  heures  sur  un  cadran  d'horloge,  L  coïncide  avec  O,  et  le 
pendule  emploiera  le  quart  de  la  durée  d'une  oscillation  pour 
passer  de  la  position  horizontale  à  la  position  verticale,  de 
III  à  VI  heures. 

Si  l'angle  d'oscillation  est  de  300°,  de  l  a  XI  heures,  on 
peut  prouver  que  le  pendule  parcourra  le  même  angle,  de 
III  à  VI  heures,  en  un  sixième  du  temps  nécessaire  pour 
une  oscillation. 

M.  Aim'ell  a  montré  d'une  façon  très  élégante  la  double 
périodicité  de  la  fonction  elliptique,  en  renversant  la  gravité 
;ui  moment  où  le  pendule  arrive  en  B;  il  battra  alors  la  fonc- 
tion elliptique  sur  lare  BEB'  avec  le  module  complémentaire 

comodule)  -/  =  cos  -  a  ,  et  «  est  changé  en  ni. 

(i.  —  Le  mouvement  de  va  el  vient  du  pendule  de  15  a  B' 
est  représenté  par  le  mouvement  de  T,  accompagné  de  la 
révolution  de  II  autour  du  cercle  FRF',  que  l'on  peul  supposer 
dans  un  plan  horizontal. 

La  période  complète  de  ce  mouvement  esl 


(61) 


iK  t     L  ,  ■      ou         2-  *  / L 
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pour  des  oscillations  infiniment  petites  ;  et  c'est  le  mouvement 
important  lorsque  le  plan  d'oscillation  est  regardé  d'en  face. 

Le  mouvement  de  haut  en  bas  de  P  est  tout  ce  que  Ion 
peut  voir  lorsqu'on  se  place  dans  le  plan  même  d'oscillation; 
et  ce  mouvement  est  accompagné  par  la  révolution  de  Q  au- 
tour du  cercle  AQD,  que  l'on  peut  faire  tourner  d'un  angle 
droit  autour  de  AD  pour  le  rendre  visible,  et  le  mouvement 
de  Q  sera  analogue  à  celui  d'un  pendule  qui  effectuerait  des 
rotations  complètes. 

La  période  de  ces  oscillations  de  haut  en  bas  est  la  moitié 
de  celle  du  mouvement  de  va  et  vient,  c'est-à-dire  qu'elle  est 


(62)  2K 


fi  fi 

4  /  _  ,  ou  ?r  i /—  secondes 


autrement  dit  la  durée  d'une  oscillation  simple;  cela  repré- 
sente une  seconde  pour  le  pendule  battant  la  seconde,  la  pé- 
riode complète  du  mouvement  de  va  et  vient  étant  de  deux 
secondes. 

La  détermination  expérimentale  la  plus  exacte  de  g  s'obtient 
en  mesurant  la  longueur  L  du  pendule  qui  bat  la  seconde, 
ou  la  longueur  l  du  pendule  qui  bat  /  secondes;  après  avoir 
réduit  cette  longueur  pour  être  ramené  au  cas  d'oscillations 
imperceptibles,  on  aura 

163)  g  =  n*L  =  jr*  -  . 

Ainsi  la  valeur  g  =  981  C"'/Sec»  implique  une  longueur 
L  =  99,4  cm.,  que  l'on  suppose  trouvée  expérimentalement. 

Il  serait  alors  plus  logique  d'écrire  la  formule  (A),  donnant 
la  durée  d'une  oscillation,  sous  la  forme 


-M 


fi  v       i  fi 

»  /  _  ,  au  lieu  de  n  t  /  -    , 


cette  formule  renfermant  directement  la  longueur  mesurée 
L,  nu  lieu  du  nombre  calculé  g,  sans  parler  de  la  complication 
additionnelle  du  facteur  n. 
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Un  exposé  de  la  question  assez  analogue  à  celui  qui  vient 
d'èire  donné  se  trouve  dans  les  Nouvelles  Annales  (1902  et 
1904  '. 

Sir  George  Greenhill  (Londres). 

[Traduction  de  J.-P.  Dumtjr,  Genève). 


SUR  LES  VERITES 
ET  LES  MOYENS  DE  LES  DÉCOUVRIR2 

Essais  d'une  classification  nouvelle  des  connaissances. 
Par  II.  Laurent    Paris  . 


Première  Partie 

Vérité.  —  On  dit  en  général  qu'une  vérité  est  l'énoncé  d'un  fait 

incontestable  et  incontesté.  Cette  définition  est  trop  étroite  :  il  y  a 
trop  peu  de  choses  dont  nous  soyons  absolument  sûrs,  nous  allons 
essayer  de  la  généraliser. 

.le  suis  absolument  sûr  d'éprouver  des  sensations  très  diverses: 
je  jouis,  je  souffre,  je  vois,  j'entends,  je  touche,  je  goûte,  je  perçois 
des  odeurs,  ce  que  j'exprime  en  disant  que  j'ai  des  sens. 

Etre  et  Sensations.  —  .l'en  conclus  que  j'existe  ou  que  je  suis. 
et  j'observe  que  j'ai  senti  bien  avant  de  penser  :  Je  ne  sais  pas 
parce  que  je  pense,  mais  je  pense  parce  que  je  suis. 

J'éprouve  le  besoin  de  classer  mes  sensations  et  de  les  expliquer, 
et  cela  dans  l'espoir  d'éviter  celles  qui  sont  désagréables  et  de  pro- 
voquer celles  qui  me  procurent  de  la  jouissance. 

En  dehors  dé  ces  faits,  il  n'existe  pas  d'autres  vérités,  si  nous 
maintenons  la  définition  précédente 


1  Consulter  aussi  Atislese  au.t  meiner  Unterrichts- u.  Vorlesnngspraxis,  von  Herm. Schubkrt, 
Leipzig,  1905. 

1  Ce  travail  d'Hcrmann   Laurent   acte  composé  par  lui  dans  la  dernière  année  de  »h  vie. 
Nous  devons  a  l'amabilité  de  sa  veuve  la  communication  de  cette  œuvre  posthume,  dont  1  / 
gnement  mathématique  aura  ainsi  la  primeur,  et  nous  lui  en  adressons  nus  respectueux  remei 
rii'inents.  Nos  lecteurs  seront  sûrement  intéressés  par  la  lecture  (!«•  ce  mémoire  empreint 
«l'une  pensée  philosophique  puissante  et  originale. 

La  Rédaction. 
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Hypothèses.  —  Mais  pour  satisfaire  le  besoin  de  classer  mes  sen- 
sations, je  suis  conduit  à  faire  des  hypothèses,  c'est-à-dire  à  ad- 
mettre certains  faits  dont  je  ne  suis  pas  absolument  sûr  ;  j'élargirai 
alors  le  sens  du  mot  vérité  et  je  dirai: 

Une  vérité  est  ou  un  fait  incontestable,  ou  une  hypothèse  plau- 
sible, ou  une  conséquence  d'hypothèses  plausibles  et  non  contra- 
dictoires. 

Mémoire.  —  11  me  semble  que  j'ai  éprouvé  des  sensations  dans 
un  ordre  déterminé  :  je  fais  cette  hypothèse,  que  je  regarde  comme 
une  vérité  fondamentale,  que  j'ai  de  la  mémoire  et  qu'il  s'est  écoulé 
un  certain  temps  entre  les  perceptions  de  ces  sensations. 

Espace.  —  Pour  m'expliquer  les  sensations  que  j'éprouve,  Je  crée 
ce  (pie  j'appelle  l'espace,  sorte  de  théâtre  dans  lequel  je  place  des 
corps  auxquels  j'attribue  la  cause  de  mes  sensations. 

Une  erreur  assez  répandue  est  de  croire  que  l'espace  a  une  exi- 
stence à  priori  et  indépendante  du  moi;  or,  l'espace  pour  moi  sciait 
tout  autre  si  j'étais  doué  du  seul  sens  de  la  vue  et  si  j'étais  immo- 
bile :  je  n'aurais  aucune  idée  de  en  avant  et  en  arrière,  .le  m'expli- 
querais ce  que  je  verrais  comme  si  tout  se  passait  sur  un  tableau 
sans  épaisseur.  J'aurais  encore  une  toute  autre  conception  de  1  es- 
pace si  j'avais  plus  de  cinq  sens. 

Dans  cet  espace  création  de  mon  imagination  qui  n'est  autre  chose 
que  la  faculté  de  faire  des  hypothèses  .  je  place  non  seulement  des 
corps  quelconques,  mais  encore  des  êtres  doués  comme  moi  de 
sens,  de  mémoire  et  d'imagination  ;  ce  sont  des  hommes  comme 
moi,  puis  des  animaux,    des  plantes  peut-être). 

A  la  suite  de  ces  hypothèses  je  puis  renoncer  à  l'emploi  du/c  ou 
moi,  pour  me  servir  i\u  nous,  associant  ainsi  au  moi  les  êtres  que 
je  suppose  mes  semblables. 

Nos  Facultés.  —  Une  analyse  de  nos  sensations  nous  a  conduit 
à  constater  que  nous  étions  doués  de  sensibilité,  de  mémoire, 
d 'imagination.  Nous  avons  encore  une  autre  faculté,  c'est  la  vo- 
lonté qui  implique  la  liberté,  ou  plutôt  le  libre  arbitre,  faculté  res- 
treinte d'accomplir  certains  actes  dictes  par  notre  volonté. 

Maison,  Raisonner,  Raisonnement.  —  Pour  expliquer  et  prévoir 
nos  sensations  nous  faisons  des  hypothèses  et  nous  en  tirons  des 
conclusions  qui  sont  les  vérités;  c'est  ce  qu'on  appelle  raisonner, 
faire  des  raisonnements,  c'est  avoir  de  la  raison,  quand  nous  rai- 
sonnons, nous  faisons  mentalement  une  hypothèse  :  dire  que  nous 
raisonnons  juste,  c'est  dire  que  nous  admettons  que  nos  conclu- 
sions ne  sont  pas  en  contradiction  avec  nos  hypothèses. 

Idée  et  idées.  —  Une  idée  est  un  (dément  de  la  pensée,  une  re- 
présentation que   nous   nous  faisons  d'une  chose  possible  OU  non. 

L'origine  de  nos  idées  se  trouve  dans  nos  sens;  un  individu  né 
dépoun  il  de  sens  n'aurait  aucune  idée  :  c'est  cette  opinion  que  l'on 
a  qualifiée  de  grossier  mécanisme  des  sens;  ce  mécanisme  h'esl  pas 
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si  grossier,  car  c'est  en  faisant  usage  de  nos  sens  que  nous  avons 
dot»-  l'humanité  des  belles  découvertes  de  la  science.  On  peut  dire 
enfin  que  les  idées  innées,  c'est-à-dire  ayant  une  antre  origine  que 
nos  sens,  n'existent  pas.  On  a  cité  comme  idées  innées  :  celle  de 
Vêtre,  du  parfait,  de  Yinfini,  Y  idée  de  cause.  L'idée  de  l'être,  c'est 
l'idée  tin  moi.  du  toi.  du  lui.  Or  l'idée  du  moi  est  la  première  qui 
se  présente  a  l'esprit,  parce  qu'on  jouit,  on  souffre,  on  sent  :  c'est- 
à-dire  parce  qu'on  a  des  sens  ;  l'idée  du  toi,  du  lui,  provient  d'une 
hypothèse  très  plausible,  imaginée  pour  expliquer  nos  impressions. 
L'idée  du  parfait  n'est  que  la  généralisation  de  l'idée  de  l'impar- 
fait qui  ne  satisfait  pas  complètement  nos  sens.  Quant  à  l'idée  de 
Y  infini,  c'est  une  idée  vague  si  l'on  n'explique  pas  ce  qu'on  entend 
par  ce  mot  infini.  Une  idée  ne  consiste  pas  dans  un  mot  dénué  de 
sens.  En  définissant  le  mot  infini  nous  verrons  que  l'idée  de  l'in- 
fini a,  comme  les  autres,  son  origine  dans  nos  sens,  c'est-à-dire 
n'existerait  pas  si  nous  n'avions  pas  de  sens.  L'idée  de  cause 
est  la  suite  de  l'idée  d'effet  et  nous  ne  pouvons  penser  qu'aux 
causes  dont  les  effets  sont  connus  par  nos  sens.  Au  reste,  de 
quelle  utilité  est  pour  nous  la  connaissance  de  l'origine  de  nos 
idées?  L'essentiel  est  que  nous  en  ayons  et  qu'elles  soient  bonnes 
et  fécondes. 

Philosophes.  —  Si  les  philosophes  veulent  poursuivre  un  but  ré- 
ellement utile  et  ayant  un  caractère  scientifique,  il  faut  qu'ils  se 
débarrassent  des  restes  de  l'ancienne  scolastique  et  qu'ils  se  con- 
tentent de  spéculer  sur  des  objets  bien  déterminés,  en  un  langage 
aussi  simple  que  possible  et  en  ne  se  servant  que  des  mots  du  vo- 
cabulaire usuel;  s'ils  créent  des  mots  nouveaux,  il  faut  en  donner 
une  définition. 

Philosophie.  —  Un  des  objets  de  la  philosophie,  sinon  son  unique 
objet,  sera  de  chercher  les  moyens  de  découvrir  la  vérité  et  d'éviter 
l'erreur.  C'est  là  l'objet  de  toutes  les  sciences  ;  mais  la  philosophie 
n'est  pas  précisément  une  science  :  en  effet  une  science  poursuit  la 
recherche  de  vérités  d'une  espèce  déterminée  et  elle  s'occupe  de  la 
classification  de  ces  vérités. 

La  philosophie  ne  s'occupe  pas  d'une  vérité  plutôl  que  d'une  autre, 
elle  ne  classe  pas  les  vérités  ;  elle  synt  hétise  toutes  les  sciences,  sans 
marquer  de  préférence,  et  elle  a  pour  objet  de  leur  servir  de  guide 
dans  leurs  recherches  des  vérités  particulières  et  de  la  vérité  en 
général. 

Pour  étudier  une  science  avec  fruit,  il  est  essentiel  de  savoir  en 

d  igager  les  principes  fondamentaux  el  fée Is.  c'est  ce  que  la  phi- 

losophie  nous  apprend  à  faire. 

Sans  doute  un  géomètre,  un  physicien,  un  naturaliste  peuvent 
faire  de  grandes  découvertes  el  en  tirer  des  conséquences  impor- 
tantes sans  avoir  jamais  ouvert  un  livre  de  philosophie,  mais  ce 
seront  alors  des  philosophes  sans  le  savoir. 

L'Enseignement  mathém.,  il''  année;  1909.  H 
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Avant  d'étudier  1rs  méthodes  générales  des  sciences,  il  est  bon 
de  connaître  le  terrain  sur  lequel  on  va  marcher;  pour  profiter  de 
l'étude  de  la  philosophie,  il  faut  avoir  déjà  des  notions  sur  les  di- 
verses branches  des  connaissances  humaines. 

Ce  n'est  pas  par  une  théorie  du  syllogisme  que  l'on  apprendra  à 
raisonner,  c'est  en  faisant  raisonner  sur  des  sujets  simples  et  bien 
déterminés,  c'est  par  la  pratique;  à  ce  point  de  vue,  l'étude  de 
l'arithmétique  est  peut-être  la  meilleure  école  pour  un  débutant; 
elle  est  bien  meilleure  que  l'étude  de  la  géométrie  dont  les  com- 
mencements sont  logiquement  très  défectueux. 

Lk  Langage.  —  Pour  se  civiliser  l'homme  doit  acquérir  les  con- 
naissances qui  augmentent  sa  puissance  d'action  sur  leschoses  et  la 
diminue  sur  ses  semblables. 

La  plus  précieuse  découverte  de  l'homme,  qui  ne  s'est  sans  doute 
pas  faite  brusquement,  a  été  celle  du  langage  qui  distingue,  d'après 
les  naturalistes,  l'homme  de  la  bête,  «  l'homo  sapiens  »  des  autres 
anthropomorphes. 

Que  devrait  être  une  langue  parfaite.' 

Dans  une  langue  parfaite  les  mots  devraient  être  composés  d'un 
petit  nombre  de  syllabes,  d'autant  plus  courts  que  leur  usage  serait 
plus  fréquent  ;  des  règles  simples,  sans  exception,  devraient  prési- 
der à  la  construction  des  phrases.  Enfin  cette  langue  devrait  être 
pauvre,  c'est-à-dire  ne  renfermer  que  le  nombre  de  mots  néces- 
saire a  exprimer  nettement  les  idées,  mais  d'une  seule  façon.  Dans 
une  pareille  langue,  il  n'y  aurait  ni  article,  ni  genre,  il  n'y  aurait 
que  des  verbes  à  trois  temps  :  présent,  passé,  futur  ;  et  ces  verbes 
devraient  tous  se  former  régulièrement  avec  le  verbe  être,  le  seul 
absolument  nécessaire.  Dune  pareille  langue,  on  ne  pourrait  apri- 
ori  rien  affirmer  sur  la  manière  dont  on  pourrait  en  faire  usage 
pour  charmer,  convaincre  et  séduire. 

(lomme  il  n'est  pas  possible  de  modifier  les  langues  existantes, 
les  savants  ont  dû  créer  pour  leur  usage  des  langages  convention- 
nels plus  précis  que  les  langues  courantes  et  qui  sont  compris 
partout.  La  notation  algébrique  est  un  de  ces  langages,  le  même 
dans  tous  les  pays  ;  les  noms  scientifiques  des  animaux,  des  plantes 
sont  les  mêmes  pour  les  naturalistes  du  monde  entier. 

Le  langage  a  pour  hut  de  permettre  aux  hommes  de  se  communi- 
quer leurs  idées;  il  a  en  outre  pour  effet  de  faciliter  la  combinaison 
îles  idées  dans  le  cerveau  d'un  seul  individu;  cela  est  si  vrai  que 
pour  indiquer  que  quelqu'un  connaît  bien  une  langue,  nous  disons 
qu'il  pense  dans  cette  langue. 

L'Ecriture.  —  Le  langage  a  ele  complété  par  l'écriture  qui  le 
fixe,  et  l'écriture  a  été  rendue  possible  et  simple  par  la  création  de 
l'alphabet.  Les  peuples  qui  ont  un  alphabet  simple,  composé  d'un 
petil  nombre  de  lettres,  jouissent  d'un  élément  de  civilisation  qui 
les  met  inliniment  au-dessus  des  autres. 
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Si,  comme  1rs  Chinois,  on  est  obligé  de  passer  sa  vie  à  apprendre 
sa  langue,  il  ne  reste  plus  de  temps  pour  acquérir  les  connaissances 
nécessaires  à  se  procurer  le  bien-être  matériel  dont  jouissent  les 
peuples  civilises. 

Digression.  —  On  ne  modifie  pas  une  langue  à  son  gré,  les  gens 
qui  veulent  le  l'aire  se  heurtent  à  des  difficultés  presque  insurmon- 
tables; la  preuve  en  est  cette  réforme  de  l'orthographe,  si  difficile 
à  obtenir;  de  même  une  réforme  qui  abrégerait  considérablement 
les  études  des  tout  jeunes  enfants  et  qui  consisterait  à  remplacer 
les  mots  onze,  douze,  treize  ...par  dix  un,  dix  deux...  n'a  pu  encore 
s'établir.  De  même  les  anglais  (pas  les  savants;  affirment  avec  con- 
viction que  le  système  métrique  est  plus  compliqué  que  leur  sys- 
tème de  poids  et  de  mesures. 

De  cette  digression  tirons  quelques  conclusions  philosophiques. 
Lorsque  l'on  veut  raisonner  juste,  il  faut  chercher  à  s'affranchir 
de  toute  idée  préconçue;  le  raisonnement,  l'expérience,  l'observa- 
tion simple  des  faits  peuvent  être  et  sont  souvent  faussés  par  l'in- 
fluence des  idées  préconçues.  Les  idées  préconçues  ont  leur  ori- 
gine: 1°  dans  l'atavisme,  2°  dans  notre  éducation,  3° dans  l'intérêt, 
le  désir,  que  nous  pouvons  avoir  de  parvenir  à  un  résultat  déter- 
miné à  l'avance. 

Poursuivons  maintenant  l'objet  principal  que  nous  avons  en  vue  : 
à  savoir  les  moyens  de  trouver  la  vérité. 

Observation.  —  Parmi  ces  moyens,  le  plus  simple,  celui  qui  a 
dû  se  présenter  le  premier  à  l'homme  primitif,  a  été  l'observation 
pure  et  simple  des  faits,  ou  plus  exactement  l'attention  portée  sur 
nos  impressions. 

L'observation  conduit  à  formuler  certaines  lois  qui  ne  sont  que 
des  hypothèses,  pour  simplifier  ces  lois  ;  pour  les  expliquer  et 
surtout  pour  prévoir  le  retour  de  certains  phénomènes  dans  des 
circonstances  déterminées,  nous  créons  :  1°  le  Temps,  2°  un  cer- 
tain espace  auquel  nous  attribuons  des  propriétés  qui  ne  sont 
pas  en  désaccord  avec  nos  impressions  et  qui  sans  doute  seraient 
tout  autres  si  nous  avions  d'autres  sens. 

J'ajouterai  que,  probablement  ici  encore,  d'abord  l'atavisme, 
ensuite  le  désir  de  voir  la  vérité  sous  une  forme  donnée,  jouent 
un  rôle  considérable  dans  la  manière  dont  nous  avons  pris  l'ha- 
bitude de  concevoir  l'espace. 

Lorsque  par  l'observation  on  a  accumulé  un  certain  nombre  de 
faits,  une  question  se  pose  :  tous  ces  faits  sont-ils  indépendants? 
ou  bien  les  uns  ne  sont-ils  pas  la  conséquence  forcée  d'un  petit 
nombre  des  autres  ?  Si  certains  faits  sont  des  conséquences  des 
autres,  on  pourra  les  éviter  ou  les  reproduire,  si  l'on  peut  éviter 
ou  reproduire  le  nombre  des  faits  causes. 

A  partir  du  moment  où  l'on  se  pose  ce  genre  de  questions,  on 
commence  a   raisonner,  c'est-à-dire  a   tirer  des  conclusions  des 


264  //.    LAURENT 

vérités  secondaires  et  des  hypothèses  ou  vérités  primaires  que 
l'on  avait  admises  a  priori. 

Expériences.  —  Puis  on  fait  des  expériences  pour  vérifier  les 
hypothèses  et  leurs  conclusions  ;  l'expérience  se  compose  d'un 
raisonnement  et  d'une  observation  ;  le  raisonnement  est  de  la 
forme  suivante  :  si  telle  chose  est  vraie,  telle  autre  le  sera;  l'ob- 
servation consiste  à  voir  si  effectivement  telle  autre  chose  est. 

Il  résulte  de  ce  cpie  nous  venons  de  dire  qu'il  y  a  trois  modes 
de  recherche  de  la  vérité  :  l'observation,  le  raisonnement  simple 
et  l'expérience.  On  a  voulu  en  conclure  qu'il  y  avait  trois  espèces 
de  sciences  :  les  sciences  de  raisonnement,  les  sciences  physi- 
ques ou  expérimentales,  et  les  sciences  naturelles  ou  d'observa- 
tion. 

Or,  toutes  les  sciences  ont  tour  à  tour  recours  à  l'observation, 
au  raisonnement  et  à  l'expérience;  ce  (pie  l'on  peut  dire,  c'est 
qu'à  mesure  qu'une  science  se  perfectionne,  l'observation  y  joue 
un  rôle  de  plus  en  plus  effacé,  alors  que  le  raisonnement  finit  par 
y  jouer  le  rôle  capital. 

But  de  la  Philosophie.  —  Le  but  de  la  philosophie  se  dégage 
nettement  de  ce  qui  précède;  elle  devra  nous  indiquer  à  la  fois 
comment  il  faut  observer,  comment  il  faut  raisonner  et  comment 
il  faut  expérimenter  pour  trouver  la  vérité  et  éviter  l'erreur. 

Degrés  dans  l'Obsekvation.  — Il  y  a  plusieurs  degrés  dans  l'ob- 
servation. En  effet,  une  observation  peut  se  borner  à  la  récepti- 
vité pure  et  simple  d'une  impression;  elle  peut,  au  contraire,  être 
enregistrée  avec  soin  et  avec  toutes  les  circonstances  qui  l'ont 
accompagnée.  En  d'autres  termes  on  peut  :  voir  ou  regarder,  en- 
tendre ou  écouter,  toucher  ou  palper,  goûter  ou  déguster,  sent  it- 
ou renifler.  Enfin  on  peut  regarder,  ^écouter,  palper  avec  une 
attention  plus  ou  moins  grande;  l'attention  avec  laquelle  on  peut 
appliquer  ses  sens  est  un  don  de  la  nature  qui  peut  se  perfection- 
ner par  l'éducation. 

Pour  bien  observer,  il  est  donc  nécessaire  d'être  préparé  par  une 
éducation  bien  dirigée  et  d'avoir  l'attention  toujours  maintenue 
en  éveil.  11  faut  encore  observer  sans  parti  pris  et  sans  vouloir 
infirmer  ou  confirmer  une  thèse  déterminée. 

Mais  il  y  a  des  observations  que  l'on  ne  peut  faire  soi-même,  il 
faut  s'en  rapporter  au  témoignage  des  autres,  et  il  y  a  lieu  de  dis- 
cuter la  valeur  de  ce  témoignage.  Une  observation  que  l'on  ne 
connaîl  que  par  une  description  peut  avoir  la  valeur  d'une  obser- 
vation personnelle  :  1"  si  elle  n'a  rien  de  contraire  à  ce  que  nous 
savons  pertinemment  d'ailleurs,  si  par  exemple  elle  n'a  rien  de 
contraire  aux  lois  de  la  nature;  2"  si  elle  est  rapportée  par  «les 
gens  consciencieux,  incapables  de  tromper,  c'est-à-dire  éclai- 
rés, probes,  et  n'ayant  aucun  intérêt  à  voir  les  faits  qu'ils 
rapportent    revêtir   une  forme   particulière;  3°  enfin    si  plusieurs 
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témoins  d'un  même  fait  en  l'uni  séparémenl    la  description  el   si 

ces  descriptions  sont  concordantes. 

Règles  de  fart  de  raisonner.  —  Ce  n'est  pas  en  donnant  des 
règles  qu'on  apprend  à  raisonner  ;  en  vertu  de  l'adage  «  magis 
prosunt exempla  quam  prœcepta  »,  pour  bien  apprendre  à  raison- 
ner, il  faut  suivre  les  leçons  d'un  maître  instruit;  lire  les  œuvres 
des  savants  et  contrôler  les  raisonnements  epue  l'on  fait  toutes  les 
lois  (pie  c'est  possible.  Mais  si  les  règles  sont  à  peu  près  inutiles 
au  point  de  vue  pratique,  il  n'en  est  pas  moins  intéressant  d'étu- 
dier les  éléments  de  l'art  de  raisonner,  c'est  ce  que  nous  allons 
faire.  D'ailleurs  la  théorie  ne  nuit  pas  à  la  pratique  et  lui  est  sou- 
vent utile. 

Raisonner,  c'est  chercher  les  conséquences  de  certaines  hypo- 
thèses ou  de  certaines  vérités  qui  sont  elles-mêmes  des  consé- 
quences d'hypothèses  antérieures.  Si  donc  on  décompose  un  rai- 
sonnement en  ses  éléments,  on  devra,  dans  chaque  élément 
trouver  d'abord  une  vérité  A,  une  hypothèse  ou  vérité  secondaire  et 
finalement  une  autre  vérité  C  conséquence  de  A. 

Or.  une  vérité  est  l'affirmation  ou  la  négation  d'un  fait  et  une 
négation  est  au  fond  une  affirmation,  car  nier  un  fait,  c'est  affir- 
mer que  ce  fait  n'est  pas.  Donc  tout  raisonnement  commence  par 
une  affirmation,  il  doit  se  terminer  par  une  autre  affirmation  ; 
toute  affirmation  de  la  forme  A  est  B,  tout  raisonnement  com- 
mençant ainsi  A  est  B  se  termine  d'une  façon  analogue  C  est  D  ; 
or.  E  est  D  parce  que  A  est  B  et  uniquement  parce  que  A  est  B  ; 
cela  peut  tenir  à  ce  que  C  n'est  autre  chose  que  A,  et  B  n'est 
autre  chose  que  D,  le  raisonnement  sera  complet  si  l'on  fait  cette 
remarque.  Ce  qui  revient  à  dire  qu'un  raisonnement  peut  consis- 
ter a  remarquer  que  deux  affirmations  sont  équivalentes. 

Il  peut  arriver  que  les  deux  affirmations  ne  soient  pas  équiva- 
lentes, la  seconde  ne  peut  alors  être  qu'un  cas  particulier  delà 
première  qui  doit  être  plus  générale  et  pour  compléter  le  raison- 
nement il  faut  faire  remarquer  que  C  est  un  cas  particulier  de  A 
et  B  est  un  cas  particulier  de  D. 

Syllogisme.  —  Un  raisonnement  élémentaire  tel  (pie  celui  qui 
précède  est  un  syllogisme,  et  tout  raisonnement  plus  compliqué 
se  compose  nécessairement  de  syllogismes  réellement  ('nonces  ou 
sous-entendus. 

Dans  le  syllogisme  il  y  a  donc  trois  propositions,  (pie  Ton  ap- 
pelle majeure,  mineure  et  conclusion  et  qu'il  serait  plus  rationnel 
d'appeler  hypothèse,  intermédiaire  et  conclusion. 

Un  raisonnement  se  composera  en  gênerai  d'une  suite  de  syllo- 
gismes dans  laquelle  la  conclusion  de  l'un  d'eux  sera  l'hypothèse 
du  suivant  ou  dans  laquelle  l'ensemble  des  conclusions  de  plu- 
sieurs d'entre  eux  sera  l'hypothèse  de  l'un  des  suivants. 

Pour  qu'un  raisonnement  soit  probant,  il  est  nécessaire  et  suf- 


266  //.    LAURENT 

lisant  que  tout  syllogisme  dont  il  se  compose  soit  bien  construit. 
c'est-à-dire  que  son  hypothèse  soit  considérée  comme  une  vérité 
ou  comme  une  conséquence  d'hypothèses  non  contradictoires, 
considérées  a  priori  comme  des  vérités;  que  sa  proposition  inter- 
médiaire soit  l'énoncé  dune  autre  vérité  et  que  la  conclusion 
résulte  de  l'énoncé  des  deux  autres  propositions. 

Si  l'on  se  donne  ainsi  la  peine  de  décomposer  un  raisonnement 
en  ses  cléments  syllogistiques,  et  si  Ton  soumet  ces  éléments  à  la 
critique  dont  nous  venons  de  parler,  on  sera  à  peu  près  sûr  de  se 
convaincre  qu'un  raisonnement  est  faux  ou  exact. 

Génie  créateur.  Don  naturel.  —  Pour  découvrir  des  vérités  par 
le  raisonnement,  il  ne  suffit  pas  de  faire  un  raisonnement  juste,  il 
faut  savoir  choisir  ses  hypothèses  de  façon  qu'il  en  sorte  des 
conclusions  nouvelles  et  intéressantes;  et  cela,  c'est  le  propre  du 
génie  créateur,  c'est  un  don  naturel  qui  ne  s'apprend  pas,  mais 
qu'on  peut  développer  ou  étoulfer. 

Analyse  et  synthèse.  —  11  nous  faut  maintenant  parler  des  deux 
méthodes  employées  pour  établir  la  vérité  :  l'analyse  et  la  syn- 
thèse ;  on  en  a  donné  bien  des  définitions  jusqu'à  présent,  il  nu» 
semble  qu'elles  ont  manqué  de  clarté 

L'analyse  et  la  synthèse  répondent  à  des  facultés  inégalement 
développées  chez  les  divers  individus. 

La  synthèse  consiste,  après  avoir  soupçonné  ou  deviné  une 
vérité,  à  l'établir  d'une  façon  rigoureuse,  par  une  suite  de  syllo- 
gismes dont  l'hypothèse  première  est  la  vérité  à  établir  et  dont 
les  conclusions  successives  doivent  aboutir  à  des  vérités  qui,  si 
elles  étaient  prises  comme  hypothèses,  auraient  pour  conséquence 
finale  la  vérité  donnée.  La  synthèse,  considérée  comme  méthode 
d'investigation,  conduira  souvent  à  un  résultat  négatif.  La  vérité 
devinée  ou  soupçonnée  ne  sera  pas  une  vérité,  mais  cette  néga- 
tion équivaut  à  une  vérité  autre  que  celle  qui  avait  été  soupçon- 
née et  qui  peut  avoir  de  l'intérêt. 

Analyse.  —  L'analyse  consiste,  au  contraire,  à  partir  de  cer- 
taines hypothèses  habilement  choisies,  et  à  en  déduire  une  série 
de  conclusions,  à  l'aide  de  propositions  intermédiaires  ingénieu- 
ses, et  dont  la  dernière  peut  être  une  vérité  nouvelle  importante. 

Résumé.  —  En  résumé  la  synthèse  suppose  le  génie  de  la  divi- 
nation, c'est  une  méthode  de  vérification.  L'analyse  suppose  le 
génie  de  l'invention,  c'est  une  méthode  de  recherches.  On  conçoit 
alors  qu'à  mesure  qu'une  science  se  perfectionne.  L'instrument 
analytique  finisse  par  la  dominer  et  que  la  synthèse  devienne  de 
plus  en  plus  difficile,  cela  bien  entendu  quand  on  ne  borne  pas 
son  rôle  a  démontrer  les  vérités  déjà  mises  en  évidence  par  l'ana- 
lyse. 

Disons  encore  qu'il  y  a  souvent  lieu,  de  substituer  après  coup, 
la  synthèse  à  l'analyse  quand  il  s'agit  de  simplifier  l'exposition. 
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Expérience.  —  L'expérience  esl  un  moyen  puissanl  de  décou- 
vrir la  vérité  et,  contrairement  à  ce  que  l'on  pourrait  croire 
d'après  l'idée  que  l'on  se  l'ait  des  sciences  mathématiques,  l'expé- 
rience y  joue  souvent  un  rôle  important  :  l'expérience  a  pourbase 
un  syllogisme  qui  revêt  la  forme  suivante  :  si  A  est  B  et  si  II  est 
('..  A  sera  G.  C'esl  l'observation  qui  doit  montrer  si  l'hypothèse 
et  l'intermédiaire  sont  exacts;  souvent  l'hypothèse  est  une  vérité, 
d'autres  lois  c'est  l'intermédiaire  qui  est  une  vérité  acquise  :  le 
génie  de  l'expérimentateur  consistera  à  savoir  formuler  judicieu- 
sement les  deux  premières  propositions,  de  manière  a  en  déduire 
une  conclusion  importante.  L'expérimentateur  devra  donc  être 
doublé  d'un  observateur  habile,  l'un  et  l'autre  pourront  être  diffé- 
rents. 

L'expérience  joue  un  rôle  important  dans  les  sciences  mathé- 
matiques et  dans  les  sciences  dites  de  raisonnement,  elle  n'est 
pas  l'apanage  exclusif  des  sciences  physiques. 

Le  rôle  de  l'expérience  est  très  varié  :  c'est  d'abord  un  puissant 
moyen  de  vérification  du  raisonnement  ;  supposons,  en  effet,  que 
l'on  ait  découvert  une  proposition  soit  par  l'analyse,  soit  par  la 
synthèse;  cette  proposition  en  contient  généralement , un  grand 
nombre  d'autres,  qu'il  peut  être  facile  de  vérifier  par  l'observa- 
tion, ces  vérifications  possibles  sont  en  quelque  sorte  des  expé- 
riences. On  démontre,  par  exemple,  que  les  différences  des 
cariés  des  nombres  entiers  successifs  sont  les  nombres  I.  3,  5,  7. 
c'est-à-dire  tous  les  nombres  impairs;  il  sullit  d'en  faire  l'expé- 
rience, c'est-à-dire  de  former  les  carres  des  nombres  entiers  : 
a  savoir,  0,  1,  -i.  9  et  de  constater  qu'effectivement  leurs  diffé- 
rences successives  sont  1,3,5,  7.  Autre  exemple  :  on  démontre 
que  les  diagonales  d'un  rectangle  sont  égales;  pour  le  vérifier, 
il  sullit  de  tracer  un  certain  nombre  de  rectanoles  sur  le  papier 
et  de  mener  leurs  diagonales  pour  constater  qu'elles  sont  bien 
égales. 

L'expérience  peul  conduire  à  des  résultats  qu'on  n'a  plus  qu'à 
vérifier  par  la  synthèse:  cette  vérification  est  parfois  fort  difficile  ; 
ainsi  l'expérience  tend  à  prouver  (pie  tout  nombre  pair  est  la 
somme  de  deux  ihiiiiIhï's  premiers,  proposition  «pie  l'on  n'est  pas 
encore  arrivé  a  démontrer  en  toute  rigueur. 

L'expérience  est  un  puissant  moyen  d'investigation,  mais  les 
vérités  qu'elle  prétend  établir  sont  loin  d'avoir  la  certitude  de 
celles  que  l'on  découvre  par  le  raisonnement.  On  ne  peut  pas 
répéter  indéfinimenl  les  expériences  et  si  l'on  a  constaté  mille 
fois,  un  million  de  fois,  qu'un  nombre  pair  est  la  somme  (h-  deux 
nombres  premiers,  on  ne  peut  affirmer  qu'il  n'y  a  pas  un  nombre 
pair  faisant  exception  a  cette  règle;  on  connaît,  en  effet,  des  pro- 
priétés qui  appartiennent  a  tous  les  nombres  entiers  a  I  exception 
d'un   seul.  On   a  cru   longtemps  qu'un   corps  renfermé   dans  nu 
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espacé  vide  ne  changeait  pas  de  poids,  parce  que  des  expériences 
indéfiniment  répétées  avaient  confirmé  cette  loi;  aujourd'hui,  on 
a  constaté  que  le  radium  taisait  exception  à  la  règle. 

Jusqu'ici  nous  n'avons  parlé  que  des  moyens  généraux  de  par- 
venir à  la  découverte  de  la  vérité;  nous  allons  maintenant  consi- 
dérer les  moyens  particuliers  et  en  quelque  sorte  entrer  dans  le 
domaine  de  L'application. 

Définition.  —  Le  point  de  départ  d'un  raisonnement  est  souvent 
une  définition,  c'est-à-dire  la  description  sommaire  d'un  objet, 
l'énoncé  d'une  ou  de  plusieurs  de  ses  qualités  fondamentales.  La 
définition  peut  être  celle  d'un  objet  connu  ou  bien  celle  d'un  objet 
nouveau  ;  cette  dernière  est  arbitraire,  car  on  est  toujours  libre 
d'imaginer  un  objet  nouveau  que  l'on  fera  connaître  par  sa  dé- 
finition. Mais  quand  il  s'agit  de  définir  un  objet  connu,  la  défini- 
tion a  surtout  pour  but  de  mettre  une  de  ses  propriétés  en  l'elief 
de  manière,  non  seulement  à  ce  qu'il  ne  puisse  être  confondu  avec 
aucun  autre  objet,  mais  encore  à  ce  que  sa  définition  puisse  être 
facilement  prise  comme  l'hypothèse  d'un  syllogisme. 

Par  exemple,  si  j'enseigne  l'histoire  naturelle,  je  puis  être  amené 
;i  parler  d'un  reptile;  pour  beaucoup  d'élèves  il  s'agit  d'une  défini- 
tion de  la  seconde  espèce;  il  n'y  pas  à  leur  expliquer  un  objet  déjà 
connu,  ils  ne  le  connaissent  pas  :  il  suffira  de  dire  qu'un  reptile  est 
un  animal  vertébré  dont  la  respiration  se  l'ait  d'une  certaine  manière. 
Au  contraire,  il  peut  être  utile  de  définir  l'égalité,  le  nombre,  etc., 
nous  avons  tous  une  notion  vague  de  ces  choses,  mais  beaucoup 
de  personnes  seraient  embarrassées  pour  en  donner  une  définition. 
O-tte  définition  devra  consister  en  une  description  qui  fera  immé- 
diatement reconnaître  le  nombre.  Pour  qu'une  définition  soit  le 
point  de  départ  de  la  recherche  de  vérités  utiles,  il  faut  que  l'objet 
défini  présente  quelque  intérêt,  c'est-à-dire  paraisse  doué  de 
propriétés  qui  le  différencient   nettement  d'autres  objets  connus. 

Il  est  souvent  difficile  de  définir  un  objet  connu  et  la  difficulté 
gît  en  ceci,  c'est  qu'il  faut  savoir  choisir  parmi  toutes  ses  pro- 
priétés bien  connues  celle  qui  est  fondamentale  et  qui  a  pour  con- 
séquence toutes  les  autres.  .Nous  avons  tous  une  idée  très  nette  de 
l'égalité,  non  pas  en  général  peut-être,  mais  nous  en  comprenons 
bien  le  sens.  Pour  définir  l'égalité  en  général,  il  faudra  chercher 
la  propriété  fondamentale  de  cette  chose  ou  plutôt  de  ces  choses 
(pie  nous  appelons  égalités. 

Si  l'on  convient  d'appeler  objets  [identiques  des  objets  qui  ne 
diffèrent  en  rien,  il  n'est  pas  difficile  de  comprendre  (pie  nous  con- 
sidérons comme  égaux,  a  un  certain  point  de  vue,  des  objets  qui 
seraienl  identiques  si  on  les  dépouillait  de  toutes  leurs  propriétés 
à  l'exception  d'une  seule  (pie  l'on  mentionne  et  qui  définit  le  point 
<!'•  vue  auquel  on  se  place.  Quand  on  dit  deux  poules  et  trois  chevaux 
l'ont  cinq  animaux,  on  considère  les  poules  et   les  chevaux  comme 
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des  objets  identiques  en  les  considéranl  seulemenl  comme  des  ani- 
maux, en  ne  retenant  que  cette  propriété  commune. 

La  propriété  qui  nous  a  servi  à  définir  l'égalité  notait  pas  facile 
à  découvrir  immédiatement  ;  une  lois  donnée,  il  semble  que  rien 
n'était  plus  simple. 

Abstraction.  —  L'abstraction  est  une  opération  de  l'esprit  qui 
est  aussi  une  source  de  vérités,  un  instrument  de  recherches;  elle 
consiste  à  négliger  certaines  propriétés  des  objets  pour  porter 
l'attention  sur  les  autres.  En  dépouillant  ainsi  par  la  pensée  des 
objets  de  leurs  propriétés,  on  rend  la  considération  de  ces  objets 
plus  simple,  cela  permet  de  faire  rentrer  dans  une  même  catégorie 
desobjets  souvent  fort  différents  et,  par  suite,  de  les  comparer.  L'éga- 
lité n'existe,  comme  on  l'a  vu,  qu'en  vertu  d'une  abstraction.  Dans 
les  sciences  mathématiques,  les  objets  sur  lesquels  on  spécule  sont 
presque  tous  des  abstractions.  L'abstraction  simplifie  les  raisonne- 
ments en  écartant  tout  ce  qui  est  difficile  à  considérer. 

Une  ligne  est  une  trace  laissée  par  un  crayon  sur  une  surface 
plane,  telle  est  sa  définition  particulière  ;  pour  le  géomètre,  la  ligne 
est  une  abstraction,  dépouillée  de  toutes  ses  imperfections,  elle  a 
des  propriétés  fondamentales. 

Le  rouge  est  une  abstraction  ;  en  lui  même,  le  rouge. n'existe  pas; 
c'est  une  qualité  d'objets  dépouillés  eux-mêmes  de  toutes  leurs  autres 
propriétés.  Parlant  du  rouge  en  général,  nous  pouvons  exprimerune 
foule  d'idées  plus  exactes  par  cela  même  qu'elles  sont  plus  simples. 

L'abstraction,  pour  être  utile,  doit  évidemment  porter  sur  des 
qualités  difficiles  à  apprécier;  elle  doit  conserver  des  choses  ce  qui 
est  simple  et  manifestement  commun  à  un  grand  nombre  d'objets. 

Généralisation.  —  La  généralisation  a  de  l'analogie  avec  l'abs- 
traction; elle  a  pour  but  de  trouver  des  propositions  dont  l'énoncé 
comprend  les  énoncés  de  propositions  déjà  connues  et  d'un  grand 
nombre  d'autres.  L'abstraction  conduit  à  la  généralisation,  car  en 
faisant  abstraction  d'un  certain  nombre  de  propriétés  d'objets,  on 
réunit  sous  le  même  aspect  un  grand  nombre  d'objets  disparates 
mais  ayant  une  propriété  commune. 

L'énonce  de  cette  propriété  commune  équivaut  alors  a  une  quan- 
tité d'autres  propositions  relatives  à  chacun  d'eux  en  particulier. 
Mais  l'abstraction  n'est  pas  la  généralisation  :  la  généralisation  peut 
avoir  lieu  sans  abstraction:  elle  n'a  pas  seulement  pour  but  de  ré- 
sumer plusieurs  propositions  connues  eu  une  seule;  elle  doit  en 
outre,  autant  que  possihle,  comprend  re  dans  son  résume  des  propo- 
sitions nouvelles. 

Les  grandes  découvertes  de  la  science  -.ont  surtout  des  générali- 
sations, quand  ce  ne  sont  pas  des  observations.  Comment  faut-il 
faire  pour  obtenir  des  généralisations  ?  C'esl  demander  comment 
il  faut  s'y  prendre  pour  faire  de  belles  découvertes;  a  cela  il  n  y 
a  qu'à  répondre:  ave/  du  génie. 
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Induction. —  L'induction  est  une  opération  de  l'esprit  qui  est 
I  âme  de  la  synthèse;  c'est  une  divination  de  la  vérité  fondée  sui- 
des analogies  plus  ou  moins  cachées  qu'il  s'agit  de  découvrir. 
L'induction  consiste  le  plus  souvent  à  procéder  du  particulier  au 
général;  elle  se  distingue  de  la  généralisation  proprement  dite,  en 
ce  que  la  généralisation  est  voulue,  tandis  que  l'induction  «si 
devinée,  et  que  si  la  généralisation  conduit  sûrement  à  un  résultat. 
l'induction  peut  être  trompeuse. 

Symboles.  —  Nous  avons  déjà  observé  quel  immense  secours 
l'écriture  avait  donné  au  développement  de  la  science  ;  l'écriture 
rentre  dans  la  classe  des  symboles. 

Un  symbole  est  un  signe  qui  représente  une  idée.  Les  lettres  con- 
venablement assemblées  forment  des  mots  qui  représentent  des 
idées,  ce  sont  des  symboles.  On  fait  largement  usage  des  symboles 
en  mathématiques  et  il  s'est  fondé  une  école  de  philosophie  qui 
fait  usage  de  symboles  pour  condenser  les  raisonnements,  et  ces 
symboles  ont  une  grande  analogie  avec  ceux  qu'on  emploie  en 
algèbre.  Les  chimistes  font  usage  d'une  notation  pour  représenter 
les  corps,  et  cette  notation  se  compose  de  symboles.  Les  natura- 
listes eux-mêmes  emploient  de  nombreux  symboles. 

Pour  qu'un  symbole  soit  réellement  utile,  il  faut  qu'il  repré- 
sente une  idée  que  l'on  a  souvent  besoin  d'exprimer  et  qu'il  con- 
dense le  langage  sans  nuire  à  la  clarté.  En  algèbre,  l'emploi  des 
symboles  condense  et  simplifie  tellement  l'expression  de  la  pensée 
que  pour  traduire  en  langage  ordinaire  une  formule  tenant  dans 
une  ligne,  il  faudrait  quelquefois  plusieurs  pages,  ce  qui  rendrait 
l'assimilation  du  sens  très  difficile  et  très  longue. 

Abréviations.  — •  Les  abréviations  sont  des  symboles  dont  il  ne 
faut  pas  abuser,  et  même  dont  il  ne  faut  pas  user  dans  le  langage 
courant  où  elles  sont  complètement  inutiles  :  ainsi  celle  qui  con- 
siste à  dire  qu'on  a  passé  l'examen  du  P.  C.  N. 

Polymorphisme.  —  11  y  a  un  fait  remarquable  qu'on  observe 
dans  l'étude  des  sciences  mathématiques  et  qu'il  conviendrait 
peut-être  d 'appeler  polymorphisme  ;  ce  phénomène  n'a  pas  encore 
été  constat»''  dans  les  autres  branches  du  savoir  humain,  peut-être 
parce  qu'elles  ne  sont  pas  aussi  avancées  que  les  sciences  mathé- 
matiques. Ce  phénomène  remarquable  consiste  en  ce  qu'une 
même  phrase  peut  être  comprise,  non  seulement  de  deux  ma- 
nières différentes,  mais  quelquefois  d'une  infinité  de  manières 
différentes  et,  par  suite,  contenir  ainsi  autant  de  propositions  dis- 
tinctes. Ainsi  la  géométrie  classique,  c'est-à-dire,  si  l'on  veut, 
celle  qu'on  demande  au  Baccalauréat,  a  non  seulement  le  sens  ordi- 
naire que  h-  candidat  lui  trouve,  mais  une  infinité  d'autres  sens. 
Prenez  ce  qui  se  trouve  imprimé  dans  un  manuel  de  Baccalauréat 
en  géométrie  et  vous  verrez  que  chaque  énoncé,  sans  y  changer  un 
seid  mot.  peut  avoir  des  sens  différents  et  aussi  clairs  les  uns  que 
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Les  autres  en  changeant  seulement  L'interprétation   «le  quelques 

mots. 

Dans  d'autres  cas,  il  suffit  dans  une  phrase,  dans  un  grand 
nombre  de  phrases  successives,  de  changer  quelques  mois,  pour 
obtenir  de  nouvelles  propositions  exactes. 

Dualité.  —  On  a  alors  une  loi  de  dualité.  Cpinme  exemple  de 
loi  de  dualité,  on  peut  citer  les  opérations  appelées  d'une  pari 
addition  et  soustraction,  et  d'autre  part  multiplication  et  di\  ision  : 
à  toute  propriété  de  l'addition  et  de  la  soustraction  correspond 
une  propriété  delà  multiplication  et  de  la  division.  A  ma  connais- 
sance, cette  loi  de  dualité  ne  se  manifeste  que  dans  les  sciences 
mathématiques;  la  raison  en  est  sans  doute  due  au  grand  nombre 
de  propositions  relatives  aux  sciences  mathématiques. 

Simplicité  des  Lois  de  la  Nature?  —  Une  idée,  peut-être  fausse, 
a  Longtemps  guidé  les  savants  dans  leurs  recherches,  c'est  l'idée 
de  la  simplicité  des  lois  de  la  nature.  Remarquons  que  ce  mot  sim- 
plicité n'a  pas  de  sens  absolu;  son  sens  est  relatif  à  la  conforma- 
tion de  notre  cerveau;  rien  ne  dit  que  les  habitants  de  la  planète 
Mars,  s'il  y  en  a,  aient  de  la  simplicité  la  même  idée  que  nous. 
Une  loi  simple  est,  pour  nous,  une  loi  qui  s'énonce  en  peu  de 
mots  dont  la  signification  n'a  pas  besoin  d'être  expliquée  ou  peut 
l'être  rapidement  et  au  premier  venu.  11  n'y  a  donc  pas.  dune 
manière  absolue,  de  lois  plus  simples  les  unes  que  les  autres.  11 
n'en  est  pas  moins  vrai  que  cette  idée  préconçue  de  la  simplicité 
des  lois  de  la  nature  a  dû  faciliter  bien  des  recherches  ;  et  dans 
L'histoire  de  la  science,  ce  ne  serait  pas  la  première  fois  qu'une 
idée  fausse  dans  la  forme,  mais  juste  au  fond,  aurait  conduit  a 
des  résultats  importants. 

Nous  devons  la  découverte  du  calcul  différentiel  à  une  idée 
fausse  :  la  notion  d'infiniment  petit,  au  point  de  vue  auquel  se 
plaçait  Leibniz. 

Dans  cet  ordre  d'idée,  nous  citerons  un  fait  peu  connu,  mais 
bien  remarquable  :  un  jeune  ouvrier  dont  le  nom  m'échappe 
sorti  de  l'école  de  Chàlons  a  découvert  un  des  théorèmes  les  plus 
remarquables  de  la  géométrie;  et  s'il  eût  été  (dus  instruit,  il  ne 
l'eût  certainement  pas  découvert,  parce  qu'il  n'y  aurait  pas  cru. 
Voici  ce  théorème  :  Si  deux  polygones  ont  même  surface,  on  peut 
toujours  découper  l'un  d'eux  en  un  nombre  limité  de  morceaux 
qui,  convenablemenl  juxtaposes,   reproduisent    L'autre  polygone. 

Certitude  et  Erreur.  — Il  nya  pas  de  degrés  dans  la  certitude; 
une  chose  est  ou  n'est  pas.  L'erreur  s'oppose  a  la  certitude,  mais 
il  y  a  desde<jrés  dans  l'erreur,  et  nous  pouvons  affirmer  avec  plus 
ou  moins  de  chances  de  nous  tromper.  Il  importe  de  savoir  éva- 
luer ces  chances. 

D'abord,  il  y  a  des  vérités  qui  sont  des  conséquences  logiques 
d'hypothèses   non  contradictoires;  on  serait  tenté  de  les  considé- 
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rer  comme  des  certitudes  <>u  comme  des  vérités  absolues  affectant 
la  forme  conditionnelle.  «  Si  le  fait  A  est  vrai,  le  fait  B  lésera  aussi.  » 

Les  vérités  de  cet  ordre  sont  ce  que  Ton  peut  appeler  des  véri- 
tés mathématiques  :  ce  sont  celles  qui  approchent  le  plus  de  la 
certitude,  ou  qui  sont  le  moins  sujettes  à  l'erreur,  surtout  quand 
elles  ont  été  contrôlées  par  l'expérience,  c'est-à-dire  vérifiées  dans 
•  les  cas  particuliers  ou  par  des  conséquences  concordantes. 

Il  va  ensuite  les  hypothèses  non  contradictoires,  si  souvent 
vérifiées  et  contrôlées  les  unes  par  les  autres  qu'elles  ne  font 
L'objet  de  presque  aucun  doute  :  telle  est,  pour  moi,  l'existence 
(huîtres  hommes  à  peu  près  conformés  comme  moi,  capables 
<1  éprouver  des  sensations  analogues  aux  miennes. 

Les  conséquences  logiques  de  ces  sortes  d'hypothèses  ont  un 
caractère  qui  les  rapproche  beaucoup  des  vérités  conditionnelles 
dont  nous  venons  de  parler;  elles  présentent  fort  peu  de  chances 
d'erreur,  mais  elles  en  présentent  néanmoins  parce  qu'une  erreur 
peut  se  propager  à  travers  les  siècles  par  l'éducation. 

Enfin,  les  vérités  expérimentales  peuvent  avoir  des  chances 
d'erreur  plus  ou  moins  grandes,  parce  que  les  expériences  dont 
on  les  a  déduites  n'ont  pas  toujours  été  faites  avec  une  correction 
irréprochable,  ou  parce  que  ces  expériences  n'ont  pas  été  répétées 
assez  souvent. 

Examinons  les  choses  sans  parti  pris  :  d'abord,  les  sciences 
ont  leur  côté  esthétique,  poétique  même,  si  je  puis  dire;  leur  étude 
procure  de  vives  jouissances  à  ceux  qui  les  cultivent  avec  ardeur; 
à  ce  point  de  vue  elles  ont  la  même  valeur  que  la  musique,  que  la 
poésie,  que  la  peinture,  que  la  sculpture,  qui  n'ont  d'autre  utilité 
que  de  nous  charmer. 

En  outre,  les  sciences  sont  pour  nous  d'une  grande  utilité  pra- 
tique, surtout  si,  prenant  le  mot  science  dans  son  acception  la 
plus  générale,  on  veut  bien  observer  que  tous  les  hommes  font 
journellement  de  la  science,  sciemment  ou  inconsciemment;  il 
n  est  pas  jusqu'au  portefaix  qui  ne  lasse  de  la  science  en  obser- 
vant les  manières  les  plus  commodes  de  saisir  les  fardeaux  pour 
faciliter  sa  tâche.  Chaque  jour  la  science  nous  rend  d'immenses 
services,  chaque  jour  elle  augmente  la  prise  de  l'homme  sur  les 
choses. 

Deuxième  Partie. 

Classification  des  sciences. 

Il  sera  maintenant  intéressant  de  dresser  l'inventaire  des  con- 
naissances humaines  ou  de  faire  la  classification  des  sciences.  Cet 
inventaire  n'a  pas  été  fait  d'une  manière  complète.  Depuis  Am- 
père,  auquel    nous    devons  le   premier  essai   de  cette  nature,  la 
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science  a  progressé;  la  classification  d'Auguste  Comte  est  très 
sommaire  et,  par  suite  de  ses  préjugés,  fort  incomplète  ;  d'ailleurs, 
Comte,  bien  qu'ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  ne  possé- 
dait qu'imparfaitement  les  sciences  dont  on  ne  donne  que  des 
notions  sur  les  bancs  des  écoles;  pour  mériter  le  titre  de  savant,  il 
faut  compléter  ces  notions. 

Une  classification  a  toujours  quelque  chose  d'artificiel;  pour  la 
rendre  aussi  naturelle  que  possible,  il  faudrait  passer  d'une  classe 
à  la  classe  voisine  par  degrés  insensibles.  Nous  remarquerons 
d'abord  que  les  vérités  d'une  science  sont  d'autant  plus  certaines 
qu'elles  empruntent  le  moins  de  notions  au  témoignage  des  sens. 
l'observation  joue  un  rôle  d'autant  moindre  que  le  raisonnement 
est  plus  systématiquement  employé.  Pour  ces  raisons,  il  semble 
naturel  de  classer  les  sciences  d'après  le  nombre  et  la  nature  des 
notions  qu'elles  empruntent  au  témoignage  des  sens,  en  plaçant 
en  tète  celles  qui  en  empruntent  le  moins. 

Mathématiques.  —  Donc  en  premier  lieu  nous  placerons  les  ma- 
thématiques pures,  c'est-à-dire  la  théorie  des  nombres  qu'il  ne 
faut  pas  confondre  avec  l'arithmétique  supérieure  ou  arithmo- 
logie  .  Le  caractère  de  cette  théorie  est  Ide  n'emprunter,  que  fort 
peu  de  chose  au  témoignage  des  sens;  on  peut  le  définir  en  disant 
(pie  c'est  l'étude  des  conséquences  de  la  double  notion  d'égalité 
et  d'addition.  Nous  avons  déjà  défini  l'égalité.  On  donne  le  nom 
(X addition,  à  toute  opération  sur  des  choses  dont  le  résultat  est 
indépendant  de  l'ordre  de  ces  choses. 

On  appelle  quantités  les  choses  que  l'on  peut  concevoir  égales 
et  susceptibles  d'être  ajoutées.  Un  nombre  est  une  locution  ou  le 
signe  qui  la  représente)  qui  sert  à  désigner  avec  précision  une 
quantité  et  toutes  celles  qui  lui  sont  égales. 

La  théorie  des  nombres  a  des  subdivisions  que  l'on  appelle 
arithmétique,  algèbre,  calcul  différentiel;  ce  ne  sont  au  fond  que 
les  chapitres  d'une  même  science. 

Géométrie.  —  Ln  second  lieu,  nous  placerons  la  géométrie,  qui 
se  distingue  nettement  de  la  théorie  des  nombres  en  ce  qu'elle 
emprunte  beaucoup  de  notions  au  témoignage  des  sens,  ce  qui  la 
rend  sujette  à  de  graves  erreurs. 

La  géométrie  étudie  l'espace,  abstraction  faite  de  presque  toutes 
les  qualités  des  objets  qui  s'y  trouvent  ;  la  géométrie  doit  servir  à 
expliquer  et  à  classer  les  phénomènes  (pie  présentent  les  objets 
dans  l'espace  quand  on  ne  considère  que  leur  forme,  leurs  posi- 
tions relatives  et  leurs  grandeurs.  Ici  nous  ouvrons  une  paren- 
thèse :  contrairement  à  ce  (pie  l'on  enseigne  dans  les  classes  élé- 
mentaires des  lycées,  la  géométrie  est  une  science  physique  (|tii  a 
un  caractère  nettement  expérimental.  Expérimentale,  la  géomé- 
trie l'a  été  à  l'époque  de  sa  création;  car  avant  d'étudier  ration- 
nellement la  propriété  des  figures,  l'expérience  en  avait  fait  devi- 
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ner  ou  découvrir  un  grand  nombre;  les  gens  les  plus  ignorants 
ont  tles  notions  de  géométrie  que  l'expérience  ou  l'observation 
leur  ont  suggérées.  Depuis  deux  mille  ans,  depuis  Euclide,  on  pré- 
tend démontrer  logiquement  ces  notions  à  l'aide  d'arguments  qui, 
pour  moi  e!  aussi  pour  beaucoup  de  commençants,  loin  d'ajouter 
a  leur  évidence,  sont  plutôt  de  nature  à  faire  naître  le  doute.  La 
force  du  préjugé  routine  et  atavisme  est  si  grande  que  l'œuvre 
d'Euclide  domine  encore  renseignement;  il  y  a  plus  :  en  Angle- 
terre, on  apprend  par  cœur  les  Eléments  d'Euclide  avec  le  nu- 
méro d'ordre  de  chaque  proposition  ! 

11  s'est  opéré,  dans  ces  derniers  temps,  mais  seulement  dans  le 
monde  savant,  une  réaction.  Considérant  la  géométrie  commeune 
science  expérimentale,  on  s'est  posé  cette  question  :  quelles  sont 
les  hypothèses  nécessaires  et  suflisantes  qu'il  convient  de  faire, 
pour  arriver  à  la  connaissance  des  propriétés  de  l'espace  et  sur- 
tout pour  retrouver  par  la  seule  force  du  raisonnement  toutes  les 
vérités  révélées  par  l'observation  et  l'expérience  ?  Pour  atteindre 
ce  but,  on  a  pris  la  sage  précaution  d'oublier  tout  ce  qu'enseigne 
Euclide;  se  plaçant  à  un  point  de  vue  très  général,  on  s'est 
demandé  s'il  ne  serait  pas  possible  de  créer  une  branche  de  la 
théorie  des  nombres,  qui  pourrait  contenir  tous  les  énoncés  des 
propositions  de  géométrie,  mais  dans  laquelle  les  mots  emprun- 
tés à  la  science  de  l'espace  auraient  une  signification  abstraite  et 
sans  aucun  rapport  avec  leur  sens  concret. 

Eh  bien,  cette  branche  de  la  théorie  des  nombres  a  pu  être 
constituée,  elle  est  bien  plus  générale  que  la  géométrie,  et,  non 
seulement  elle  la  contient  comme  cas  particulier,  mais  elle  nous 
montre  encore  que  la  géométrie  pourrait  servir  à  expliquer  les 
phénomènes  relatifs  à  l'espace  en  partant  d'autres  hypothèses  que 
celles  qui  ont  été  posées  par  Euclide  soit  sous  le  nom  d'axiomes, 
soit  sous  le  nom  de  postulatums. 

Il  y  a  plus,  elle  nous  a  montré  (pie  nous  avions  des  idées  abso- 
lument fausses  sur  l'espace,  et  ici  il  s'agit  des  idées  des  savants 
aussi  bien  (pie  de  celles  des  ignorants;  elle  met  nettement  en 
relief  la  possibilité  d'espaces  accessibles  à  des  êtres  doués  de 
sens  «pie  nous  ne  possédons  pas. 

Espace  infini  ou  non.' —  A  cette  question  soulevée  par  tant  de 
philosophes  et  restée  stérile  :  «  L'espace  est-il  fini,  c'est-à-dire 
borné  ou  est-il  infini?  Elle  fait  cette  réponse  qui  semble  déconcer- 
tante, ■  c'est  comme  on  voudra  !  »  (l'est  comme  on  voudra,  parce 
(pie  l'espace  est  une  création  de  notre  imagination,  faite  pour  ex- 
pliquer des  apparences,  et  (pie  cette  explication  peut  se  faire  sans 
contradiction  de  plusieurs  manières. 

Il  va  donc  plusieurs  géométries  :  la  géométrie  classique,  Eu- 
clidienne, officielle,  puis  les  autres  géométries  réservées  aux  ini- 
tiés et  qui  ont  divers  noms. 


(  CLASSIFICATION   DES    CONNAISSANCES  275 

Cinématique.  —  Après  la  géométrie,  il  faut  placer  la  cinémati- 
que, qui  n'est  autre  chose  qu'une  géométrie  dans  laquelle  inter- 
vient le  temps.  On  peu!  la  définir:  La  science  du  mouvement, 
abstraction  faite  des  circonstances  qui  le  font  naître  ou  le  modi- 
fient. 

Statique.  —  Apres  la  cinématique  vient  tout  naturellement  la 
statique,  car  la  statique  el  la  cinématique  servent  d'introduction 
a  la  dynamique  ou  mécanique  générale.  On  pourrait  appeler  la 
statique  la  science  des  cordons  et  des  efforts  qu'il  faut  faire  sur 
ces  cordons  pour  que  les  corps  auxquels  ils  sont  attachés  restent 
en  repos  ;  cette  définition  peut-être  un  peu  trop  originale,  donne 
une  idée  très  nette  de  la  statique.  Pour  lui  donner  une  forme  plus 
littéraire,  nous  dirons  :  La  statique  a  pour  but  d'étudier  les  con- 
ditions nécessaires  pour  qu'un  corps  au  repos  ne  soit  pas  influencé 
par  des  causes  qui,  prises  isolément,  le  mettraient  en  mouvement. 
La  statique  est  une  science  expérimentale,  comme  la  cinématique. 
comme  la  géométrie  sur  laquelle  elle  s'appuie  :  cependant  elle 
u  est  expérimentale  que  dans  ses  débuts  et,  comme  la  géométrie. 
elle  se  poursuit  rationnellement. 

Dynamique.  —  La  dynamique  ou  mécanique  générale,' s'occupe 
dvi  mouvement  des  corps  et  des  circonstances  qui  peuvent  faite 
naître  ou  modifier  ce  mouvement. 

Disons  quelques  mots  de  cette  science  qui  domine  les  sciences 
physiques  et  qui  tend  tous  les  jours  à  les  absorber.  Elle  a  un 
caractère  déjà  nettement  expérimental,  elle  est  assise  sur  un  cer- 
tain nombre  d'hypothèses  vérifiées  par  l'expérience,  enfin  elle 
permet  de  retrouver  les  principes  de  la  statique,  ce  qui  constitue 
une  vérification  partielle  de  ses  principes. 

domine  la  théorie  des  nombres,  comme  la  géométrie,  comme  la 
cinématique  et  comme  la  statique,  la  mécanique  générale  ne  spé- 
cule que  sur  des  abstractions  ;  aussi  les  sciences  énumérées  sont- 
elles  connues  sous  le  nom  de  sciences  abstraites. 

Les  nom  lues  sont,  comme  on  sait,  abstraits  ou  concrets;  la  théo- 
rie des  nombres  ne  s'occupe  cpie  des  nombres  abstraits.  La  géo- 
métrie étudie  les  points,  les  lignes,  les  surfaces,  les  volumes  qui 
sont  des  abstractions.  En  mécanique,  on  considère  les  êtres  ab- 
straits définis  en  géométrie;  on  y  considère  aussi  des  corps  soli- 
des, liquides  ou  gazeux,  mais  a  leur  étal  parlait,  taisant  abstrac- 
tion de  toutes  leurs  autres  propriétés. 

Sciences  physiques.  —  Poursuivant  notre  classification,  nous 
entrons  dans  le  domaine  des  sciences  où  l'influence  des  sen>  sera 
prédominante,  ce  sont  les  sciences  physiques. 

La  chimie  et  la  physique.  Lue  science  physique  se  définira  en 
disant  le  rôle  qu'y  jouent  les  sens.  L'optique,  l'acoustique  étu- 
dient principalement  les  impressions  du  sens  delà  vue  el  de  l'ouïe; 
la  chaleur,  l'électricité,  le  magnétisme  sont  des  manifestations  de 
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la  matière  sous  des  aspects  divers  et  dans  lesquelles  le  sens  du 
toucher  joue  son  rôle.  Il  est  à  remarquer  que  le  goût  et  l'odorat 
n'aient  pas  donné  lieu  à  des  études  spéciales,  à  moins  qu'on  ne 
consente  à  considérer  la  cuisine  et  la  parfumerie  comme  des  scien- 
ces. Au  tond,  pourquoi  pas;'  ce  sont  des  connaissances  à  la  fois 
nécessaires,  utiles  et  agréables,  elles  progressent  et  progresseront 
encore,  elles  ont  tous  les  caractères  d'une  science.  Quel  est  le 
caractère  d'une  science  physique  ?  Je  pense  qu'on  peut  dire  qu'elle 
s'occupe  surtout  de  la  manière  dont  la  matière  agit  sur  la  matière 
en  tant  que  cette  action  se  manifeste  par  des  phénomènes  que 
nos  sens  peuvent  constater  directement  ou  indirectement. 

La  physique  se  distingue  de  la  chimie  (bien  que  la  ligne  de  dé- 
marcation tende  à  s'effacer  à  mesure  que  ces  sciences  progres- 
sent en  ce  que  la  physique  arrête  son  étude  au  moment  où  les 
corps  se  modifient  profondément,  la  chimie  commence  alors;  cette 
définition  manque  de  précision,  cela  tient  à  la  nature  des  choses. 

De  quelle  manière  les  sciences  physiques  procèdent-elles  à  la 
recherche  de  la  vérité  ? 

La  physique  commence  où  l'abstraction  finit,  son  domaine  est 
le  réel  ;  l'expérience  et  l'ohservation  y  jouent  un  rôle  capital,  sur- 
tout au  début.  Car,  lorsque  l'expérience  a  réuni  assez  de  faits 
pour  en  dégager  ce  que  l'on  appelle  des  lois,  c'est-à-dire  des  affir- 
mations  dont  la  quasi  certitude  est  vérifiée  par  les  faits),  la 
science  devient  rationnelle,  le  physicien  se  demande  alors  quelles 
Mint  les  hypothèses  fondamentales,  irréductibles,  qui  peuvent 
servir  à  expliquer  les  phénomènes  observés  et  à  en  prévoir  de 
nouveaux.  La  science  ne  sera  probablement  jamais  achevée,  il  y 
aura  donc  toujours  lieu  de  modifier  les  hypothèses  quand  elles 
cesseront  d'expliquer  de  nouveaux  phénomènes.  Ajoutons  que  dès 
qu'une  science  physique  entre  dans  la  phase  rationnelle,  elle  em- 
prunte aux  mathématiques  leurs  notations,  c'est-à-dire  leurs  sym- 
boles et  leurs  méthodes. 

Sciences  naturelles.  —  Aux  sciences  physiques,  succèdent  les 
sciences  naturelles,  sciences  d'observations  surtout,  qui  ne  sont 
pas  assez  avancées  pour  que  le  raisonnement  y  joue  d'ici  long- 
temps un  rôle  capital  ;  on  peut  dire  qu'elles  étudient  l'action  de 
la  matière  sur  les  êtres  vivants,  et  des  êtres  vivants  les  uns  sur 
1rs  autres,  en  faisant  abstraction  de  leur  intelligence.  Elles  ont 
pour  but  l'étude  des  animaux  et  de  l'homme  en  particulier  consi- 
déré seulement  comme  être  vivant  et  non  comme  être  intelligent; 
•  Ile  ont  encore  pour  but  l'étude  de  ces  autres  êtres  vivants  appe- 
lés plantes  ou  végétaux.  J'exclus  systématiquement  des  sciences 
naturelles  la  géologie  el  la  minéralogie  auxquelles  j'assignerai 
leur  place  plus  tard. 

La  ligne  de  démarcation  entre  la  zoologie  ou  étude  des  animaux 
et  la  botanique  ou   science  des  végétaux  tend  a  disparaître.  En 
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effet,  les  définitions  que  l'on  donne  «lu  végétal  el  de  L'animal  sont 
loin  d'être  assez  nettes  pour  distinguer  ce  que  les  naturalistes 
appellent  animaux  inférieurs  de  certains  végétaux. 

Sciences  sociales.  —  Aux  sciences  naturelles  succèdent  des 
sciences  qui  ont  pour  but  l'élude  de  l'action  des  êtres  intelligents 
le-,  uns  sur  les  autres. 

Statistique.  —  Ces  sciences  sont  :  la  statistique,  qui  a  pour  luit 
d'enregistrer  les  laits  sociaux,  c'est-à-dire  les  laits  qui  intéres- 
sent l'humanité  au  point  de  vue  de  ses  besoins,  de  ses  aspirations, 
de  son  bien-être,  de  sa  conservation,  des  relations  des  hommes 
les  uns  avec  les  autres,  de  la  manière  dont  ils  pratiquent  les 
échanges,  dont  ils  accumulent ,  produisent  ou  consomment  les  biens 
naturels  ou  fabriqués. 

Chrêmatistique.  — La  chrématistique,  qui  met  en  œuvre  les  do- 
cuments fournis  par  la  statistique,  afin  de  prévoir  les  phénomènes 
sociaux  et  de  les  expliquer;  elle  comprend  les  sciences  financiè- 
res :  opérations  de  banque,  le  commerce,  la  prévoyance,  ce  sont 
les  sciences  économiques. 

Sciences  téléologiques,  —  Enfin,  en  dernier  lieu,  je  placerai  les 
sciences  que  j'appellerai  tèlêo logiques,  qui  ont  pour  but  d'étudier 
1  au  delà,  c'est-à-dire  tout  ce  qui  n'est  pas  directement  accessible 
a  nos  sens,  mais  dont  nous  pouvons  soupçonner  l'existence, 
comme  l'âme,  Dieu,  la  destinée  de  l'humanité,  les  châtiments,  les 
récompenses  danslà  vie  future,  etc. 

Résumé.  —  En  résumé,  nous  distinguons  cinq  espèces  de  scien- 
ces primai  les  : 

1°  Les  sciences  mathématiques  ou  abstraites. 

2°   Les  sciences  pbysiques. 

3°   Les  sciences  naturelles. 

V    Les  sciences  économiques  ou  sociales. 

.*)"  Les  sciences  téléologiques. 

Scif.xces  dékivées;  mècan i(j h e  céleste ,'  urano graphie  ;  calcul  des 
probabilités. —  (  les  sciences  primaires  donnent  lieu  parla  com- 
binaison de  leurs  méthodes  à  des  sciences  secondaires  qui  sont  : 
l'application  de  l'algèbre  à  la  géométrie  ou  géométrie  analytique; 
l'application  de  l'algèbre  a  la  mécanique  ou  mécanique  analyti- 
que, comprenant  la  mécanique  céleste  ou  étude  du  mouvement  des 
astres,  qui  est  précédée  de  V astronomie  ou  plutôt  de  Vuranogra- 
/i/iie  ou  description  des  phénomènes  célestes  que  l'on  peut  obser- 
ver. I.e  calcul  des  probabilités  a  ete  imaginé  pour  estimer  les 
raisons  (pie  Ton  a  de  croire  a  l'arrivée  d'un  événemenl  fortuit. 

Météorologie;  géologie.  —  La  physique  ne  se  borne  pasàl'étude 
des  phénomènes  qui  se  passenl  à  proximité  de  nous,  elle  s'occupe 

des  phénomènes  atmosphériques,  de  eeu\  qui  se  passent  ou  se 
sont  passes  autrefois  à  la  surface  ou  dans  les  entrailles  de  la  terre, 
elle  devienl  alors  la  météorologie  ou  la  géologie;  enfin  elle  s'oc- 

L'Enseignemcnl   mathém.,   I l'année;   1909.  ls 
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cupe  encore  de  ce  qui  peut  se  produire  dans  les  astres,  c'est  alors 
l'asl  ronomie  physique. 

La  chimie  peut  être  minérale  ou  organique,  elle  englobe  la  mi- 
tiéralogie  qui  l'ait  de  larges  emprunts  à  la  géométrie;  ce  ne  sont  en 
somme  que  les  divers  chapitres  d'une  même  science. 

Les  sciences  naturelles  se  divisent  à  leur  tour  en  d'innombra- 
bles chapitres;  les  sciences  médicales  sont  un  de  ces  chapitres. 
qui  se  subdivise  à  son  tour  en  de  nombreuses  spécialisations. 

Histoire.  —  L'histoire,  la  géographie  n'entrent  pas  dans  l'inven- 
taire que  nousv venons  de  taire  des  connaissances  humaines,  nous 
allons  nous  expliquer  à  ce  sujet. 

D'abord,  pour  nous,  il  n'y  a  pas  d'histoire  en  général,  si  l'on 
considère  l'histoire  comme  la  description  des  événements  du 
passé  ;  il  y  a  autant  d'histoires  qu'il  y  a  de  sciences  et  elles  sont 
également  instructives.  L'histoire  des  sciences  mathématiques, 
des  sciences  physiques,  des  sciences  naturelles,  nous  initie  aux 
méthodes  employées  par  nos  devanciers  et  nous  montre  celles 
qui  ont  été  fécondes  ;  cette  histoire  nous  t'ait  aussi  connaître  les 
grands  hommes  auxquels  nous  devons  les  inventions  qui  sont 
devenues  des  sources  de  bien-être. 

L'histoire  des  bouleversements  de  notre  globe,  étude  des  ter- 
rains, paléontologie,  nous  fait  connaître  nos  origines  e1  nous  per- 
mettra peut-être  de  deviner   notre  destinée. 

L'histoire  économique  ou  histoire  proprement  dite,  peut  être 
considérée  à  deux  points  de  vue  très  différents.  Elle  peut  se  bor- 
ner à  la  description  pure  et  simple  des  événements  dits  impor- 
tants :  dates  d'avènements  des  rois  ou  empereurs,  euerres  qu  ils 
ont  entreprises,  traités  qu'ils  ont  conclus,  etc..  tout  cela  sent  le 
roman.  Mais  on  peut  la  considérer  d'un  point  de  vue  plus  élevé  et 
comme  une  partie  des  sciences  économiques,  elle  constitue  avec 
la  statistique,  la  série  des  observations  qui, élaborées  par  la  chré- 
matistique,  permettront  de  baser  la  théorie  des  richesses  sur  des 
lois  plus  sûres.  Pourcela,  l'histoire  doit  nous  faire  connaître  les 
mœurs  des  sociétés  qui  nous  ont  précèdes,  et  leurs  divers  degrés 
de  civilisation,  c'est-à-dire  la  diminution  de  l'influence  de  l'homme 
sur  l'homme  et  l'augmentation  de  sa  puissance  sur  les  choses.  Les 
dates  ne  nous  apparaîtront  plus  que  comme  des  jalons  permettant 
de  classer  les  différentes  époques. 

La  méthode  dans  les  recherches  historiques  est  la  même  (pie 
dans  les  sciences  d'observation,  mais  cette  observation  présenie 
des  difficultés  particulières:  il  n'est  pas  possible,  comme  dans  les 
sciences  naturelles,  de  répéter  des  observations  déjà  faites;  heu- 
reusement que  les  civilisations  disparues  ont  laissé  d'innombra- 
bles témoins  :  les  monuments,  les  inscriptions,  les  manuscrits, 
les  médailles,  les  armes,  des  ustensiles  de  toutes  sortes,  mais 
encore  faul-il  savoir  en  reconnaître  et  en  utiliser  l'authenticité. 
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Géographie.  —  La  géographie  se  compose  de  deux  parties,  dont 
l'une,  la  géographie  physique,  est  une  annexe  de  la  géologie  et 
1  antre,  la  géographie  politique,  rentre  dans  la  science  économi- 
que ou  sociologique. 

La  classification  que  nous  avons  adoptée  pour  les  sciences  esl 
naturelle  à  tons  les  points  de  vue.  Apres  les  avoir  classées  d'après 
le  plus  ou  moins  de  notions  qu'elles  empruntent  aux  sens,  il  se 
trouve  qu'elles  sont  naturellement  classées  de  telle  sorte  qu'elles 
présentent  d'autant  plus  de  chances  d'erreurs  qu'elles  sont  plus 
éloignées  de  la  première.  Enfin,  la  première  de  ces  sciences,  la 
théorie  des  nombres,  se  suffit  à  elle-même  sans  rien  emprunter 
aux  autres  sciences. 

La  géométrie,  pour  se  développer,  t'ait  de  nombreux  emprunts 
à  la  théorie  des  nombres  et  n'emprunte  rien  aux  sciences  classées 
après  elle  et  ainsi  de  suite. 

F>n  disant  que  la  théorie  des  nombres  n'empruntait  rien  aux 
autres  sciences,  cela  est  rigoureusement  vrai  par  rapport  a  ses 
procèdes,  niais  cela  ne  veut  pas  dire  qu'elle  ne  doive  rien  aux 
autres  sciences,  au  contraire,  et  l'on  peut  dire  que  ce  sont  les 
sciences  physiques  qui  ont  fait  surgir  les  problèmes  les  plus  beaux 
et  les  plus  difficiles  que  l'on  s'est  vu  poser  dans  la  théorie  des 
nombres.  Il  faut  dire  plus,  toutes  les  sciences  sont  solidaires,  une 
grande  découverte  dans  l'une  d'elles  a  souvent  sa  répercussion 
sur  toutes  les  autres. 

Hc fie. lions  générales.  —  Toute  science  est,  à  ses  débuts,  une 
science  d'observation  ;  à  la  période  d'observation  succède  la  pé- 
riode où  elle  devient  une  science  de  raisonnement  ;  enfin  elle 
devient  une  science  expérimentale.  Cette  succession  se  produit 
dans  toutes  les  branches  de  la  science  et  s'explique  :  avant  de 
raisonner,  il  faut  choisir  le  sujet  sur  lequel  on  veut  raison- 
ner, pour  connaître  ce  sujet,  il  faut  V observer;  quand  on  croit 
avoir  bien  raisonné,  il  faut  contrôler  son  raisonnement  par  Ye.t- 
pèrience. 

Lorsqu'une  science  en  arrive  à  la  période  du  raisonnement,  il 
esl  rare  qu'elle  n'emprunte  pas  le  concours  de  la  théorie  des  nom- 
bres :  en  sorte  que  les  mathématiques  envahiront  peut-être  un 
jour  tout  le  domaine  des  connaissances  humaines;  elles  ont  déjà 
envahi  le  domaine  de  la  physique  e1  donne  lieu  à  la  physique  ma- 
thématique, elles  sont  pics  d'empiéter  sur  la  chimie  par  la  cris- 
tallographie, puis  par  la  notation,  enfin  par  ses  rapports  avec  la 
physique. 

D'ailleurs  le  problème  général  que  se  propose  Qnalemenl  la  chi- 
mie revêt  une  forme  essen t iel leiiien t  mathématique.  Liant  donné 
la  température,  la  pression  et  d'autres  qualités  mesurables  des 
corps  a  mélanger,  que  va-t-il  se  produire? 

Quant  au  calcul  des  probabilités,  il  s'impose  à  tous  les  savants 
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qui  ont  besoin  de  faire  des  observations  se  traduisant  par  des 
mesures.  Le  calcul  des  probabilités  est  l'âme  de  la  statistique. 

Pourquoi  les  sciences  sociologiques  n'en  sont  quà  leur  début. 
—  Après  cet  inventaire,  je  voudrais  dire  pourquoi  je  crois  que 
certaines  de  ces  sciences  n'en  sont  qu'à  leur  début,  ce  sont  les 
sciences  sociologiques  ou  économiques;  pour  que  l'étude  des  phé- 
nomènes sociologiques  prenne  un  caractère  scientifique,  il  la  fau- 
drait appuyer  sur  la  statistique,  or  les  observations  nécessaires  à 
rétablissement  de  cette  science  ne  sont  pas  à  la  portée  du  cher- 
cheur isolé  et  Nies  gouvernements  en  général  n'ont  pas  encore 
compris  l'utilité  de  statistiques  nombreuses,  diverses,  exactes, 
sérieusement  faites. 

Difficultés  des  sciences  tèlèologiques.  —  Les  sciences  que  nous 
avons  appelées  tèlèologiques  nous  semblent  à  l'heure  actuelle 
encore  plus  loin  du  progrès  :  les  discussions  sur  l'âme,  l'immor- 
talité, la  vie  future  sont  presque  les  mêmes  qu'aux  temps  de  So- 
crate  et  de  Platon.  Pourquoi  ne  s'est-on  pas  encore  fixé  sur  une 
doctrine  pour  des  questions  d'une  importance  aussi  capitale? 

Peut-être  parce  cpie  les  autres  parties  de  la  science  devant  leur 
servir  de  support  ne  sont  pas  assez  avancées  ?  Peut-être  parce  que 
la  solution  de  ces  questions  ne  nous  est  pas  accessible  dans  notre 
état  présent  ? 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  a  trop  oublié  dans  ces  études  qu'un  rai- 
sonnement doit  se  composer  d'hypothèses,  d'intermédiaires  et  de 
conclusions.  Pour  parler  de  choses  vagues,  inconnues,  non  tangi- 
bles, on  a  employé  un  langage   indéterminé  et  obscur. 

Et  puisque  Ton  a  des  méthodes  qui  ont  réussi  à  édifier  les  autres 
sciences  en  procédant  du  connu  à  l'inconnu,  pourquoi  ne  pas  les 
appliquer  aux  sciences  d'ordre  téléologique  ? 

Toutes  les  sciences  ont  leurs  hypothèses  fondamentales  (axiomes 
ou  postulais  ;  les  sciences  tèlèologiques  devront  en  poser,  en  dé- 
duire des  conséquences,  les  rejeterou  les  modifier  si  on  les  trouve 
contradictoires. 

L'espace  et  ses  dimensions.  — ■  La  téléologie  emprunte  aux  scien- 
ces abstraites  les  notions  de  temps  et  d'espace  sur  lesquelles  on 
a  eu  Longtemps  des  idées  fausses  et  que  l'on  commence  seulement 
à  voir  d'une  façon  plus  complète.  Précisons  ces  notions  et  expli- 
quons ce  que  l'on  doit  entendre  par  la  dimension  d'un  espace. 
Prenons  sur  une  ligne  un  point  A  fixe,  la  position  du  point  B  sera 
déterminée  par  un  nombre  qui  sera,  par  exemple,  le  nombre  de 
pas  a  faire  pour  aller  de  A  à  B.  Tout  h;  monde  sait  que,  pour  indi- 
quer la  position  d'un  point  à  la  surface  de  la  terre,  il  suflit  de 
donner  deux  nombres  qui  sont  sa  Longitude  et  sa  latitude;  pour  le 
situer  encore  plus  exactement,  s'il  n'est  pas  au  niveau  de  la  mer, 
on  donnera  un  troisième  nombre,  son  altitude,  c'est-à-dire  la  dis- 
tance a  Laquelle  il  se  trouve  par  rapport  au  niveau  de  la  nier. 
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Un  espace  Ligne  surface,  espace  ordinaire  est  à  une,  deux,  trois 
dimensions  suivant  que,  pour  déterminer  la  position  d'un  point  dans 
cet  espace,  il  faut  connaître  un,  deux.  Mois  nombres.  L'espace  dans 
lequel  nous  sommes  plongés  est  donc  un  espace  a  dois  dimensions. 

Kl  note/  bien  ceci  :  cet  espace  à  trois  dimensions  est  une  pure 
création  de  notre  imagination  qui  nous  sert  à  classer  au  moyen 
de  trois  nombres  les  impressions  de  nos  sens.  L'individu  immo- 
bile et  doué  du  seul  sens  de  la  vue  classera  ses  impressions  avec 
deux  nombres,  pour  lui  l'espace  sera  à  deux  dimensions.  11  est 
possible  de  prévoir  des  êtres  doues  de  sens  plus  nombreux,  plus 
parfaits  que  ceux  des  hommes;  ils  auraient  alors  besoin  de  plus 
de  trois  nombres  pour  classer  leurs  impressions,  ils  créeraient 
des  espaces  a  4,  à  5  dimensions.  Si  donc  en  téléologie  nous  éprou- 
vons le  besoin  de  créer  ou  de  considérer  des  choses  que  nous  ne 
pouvons  concevoir  dans  notre  espace,  il  sera  peut-être  commode 
de  les  placer  dans  un  espace  à  quatre  dimensions. 

Distance.  —  Autre  chose  :  nous  avons  parlé  de  mesures  de  dis- 
lances, de  hauteurs;  tout  cela  suppose  implicitement  une  notion 
que  nous  croyons  posséder,  c'est  celle  de  la  distance  que  nous 
cioyons  pouvoir  mesurer:  or  c'est  là  une  illusion  qui  tient  à  notre 
éducation,  a  noire  atavisme.  Nous  admettons,  et  c'est  une  hypo- 
thèse inconciliable  avec  d'autres  plus  probantes,  nous  admettons 
que  le  mot  distance  représente  quelque  chose  d'immuable  dans 
l'espace  et  dans  le  temps;  cette immuabilité  est  incompatible  avec 
ce  que  nous  enseigne  la  théorie  des  nombres,  c'est-à-dire  la  plus 
parfaite  des  sciences.  Une  démonstration  rigoureuse  de  ce  fait  ne 
saurait  trouver  place  ici  et  le  lecteur  voudra  bien  nous  croire  sur 
parole.  Voici  seulement  non  pas  une  démonstration,  mais  une 
indication  qui  servira  à  nous  faire  comprendre.  Supposons  que 
le  mot  distance  ait  le  sens  que  nous  lui  axons  toujours  donné  ; 
supposons  qu'en  un  point  du  monde  que  j'appellerai  le  centre,  la 
température  soit  ce  «pie  les  physiciens  appellent  zéro  absolu  (on 
sail  «pie  tous  les  corps  se  dilatent  par  la  chaleur  et  se  contractent 
par  le  froid  à  tel  point  que  s'ils  arrivent  au  zéro  absolu  leurs  di- 
mensions sont  nulles,  ils  s'évanouissent  .  Supposons  un  homme 
pouvant  résister  a  ces  froids  et  supposons  enfin  que  la  tempéra- 
ture <le  chaque  point  du  monde  varie  proportionnellement  a  sa 
distance  du  «entre  du  monde.  Cet  homme  se  déplace  avec  une 
règle  en  métal  :  tout  en  lui-même  et  au t oui'  «le  Lui-même  changera, 
son  corps,  sa  règle;  il  n'aura  pas  «le  repère  pour  constater  ce  fait, 
il  continuera  à  attribuer  a  sa  règle  une  longueur  immuable  qui 
pour  le  spectateur  immobile  ne  le  sera  pas. 

La  théorie  des  nombres  permet  de  définir  avec  précision  la  dis- 
tance et  de  fixer  l«-s  conditions  de  son  invariabilité  quand  on  la 
transporte  dans  l'espace  ;  mais,  cette  définition  esl  arbitraire  dans 
une  laree  mesure. 


282  //.    LAURENT 

Tout  cria  n'a  rien  d'étonnant  si  nous  réfléchissons  que  c  esl 
nous  qui  avons  inventé  l'espace,  el  que  nous  sommes  libres  de  lui 
attribuer  un  grand  nombre  de  propriétés  arbitraires,  e1  même  cela 
prouve  inversement  que  l'espace  est  bien  une  création  <lc  notre 
imagination. 

Le  Temps.  —  Pas  plus  que  l'espace,  le  temps  n'est  susceptible 
de  mesure,  si  l'on  ne  fait  pas  une  convention  pour  définir  deux 
temps   égaux,  définition  qui  contient  aussi  beaucoup  d'arbitraire. 

Infini.  —  Il  y  a  un  mot  que  l'on  emploie  souvent  et  dont  il  faut 
fixer  le  sens  :  c'est  le  mot  infini.  Quand  on  demande  à  un  philo- 
sophe qui  se  sert  de  ce  mot  ce  qu'il  entend  par  là.  il  arrive  sou- 
vent qu'il  réponde:  «  Comment  voulez-vous  qu'un  être  Uni.  comme 
moi.  vous  dise  ce  qu'est  l'infini».  Quand  on  raisonne,  c'est  pour 
se  faire  comprendre  des  autres,  et  pour  cela  il  faudrait  ne  se  ser- 
vir (pie  de  mots  au  sens  net. 

Infini  vent  dire  variable  et  aussi  grand  que  l'on  veut.  Quand  on 
dit  que  l'espace  est  infini,  on  veut  dire  que  la  distance  d'un  point 
de  l'espace  à  un  autre  peut  devenir  aussi  grande  que  l'on  veut. 

Quand  on  dit  (pie  le  temps  est  infini,  on  veut  dire  qu'on  peul 
toujours  considérer  deux  époques  aussi  éloignées  l'une  de  l'autre 
que  Ion  veut. 

L'espace  est-il  infini  ?  La  réponse  est  déconcertante  pour  toute 
personne  qui  ne  connaît  pas  les  mathématiques  :  L'espace  est  fini 
ou  infini  à  volonté.  Ht  toujours  pour  la  même  raison  :  nous  avons 
créé  l'espace,  nous  pouvons  expliquer  sans  contradiction  tou- 
tes phénomènes  relatifs  à  l'espace,  qu'il  soit  fini  ou  infini.    . 

Pouvoir  de  Vhomme  sur  les  forces  natui^elles.  —  L'homme  a  le 
pouvoir  de  modifier  l'action  des  forces  naturelles,  du  moins  dans 
une  certaine  mesure,  mais  il  y  en  a  qu'il  ne  peut  pas  modifier; 
tous  ses  mouvements,  qu'il  le  veuille  ou  non,  obéissent  à  des  lois 
immuables  qui  sont  les  lois  de  la  mécanique  rationnelle. 

I.e  pouvoir  que  nous  avons  de  modifier  les  actions  de  la  nature 
et  qui  se  traduit  par  des  actes  tels  que  d'attraper  une  balle,  de 
l'empêcher  de  tomber,  de  produire  à  volonté  de  la  chaleur,  de  la 
lumière,  etc..  ce  pouvoir  a  deux  sources  :  Lune  naturelle,  réside 
dans  notre  force  musculaire  ou  plutôt  notre  action  sur  nos  mus- 
cles, l'autre  tient  à  un  acte  de  notre  volonté,  à  quelque  chose  qui 
agit  en  nous. 

L'âme.  —  (leite  source  de  vouloir,  et  par  la  suite  d'actes,  nous 
L'appellerons  L'âme;  et  cette  âme  n'est  pas  de  la  matière  ordinaire 
telle  «pie  les  physiciens  la  comprennent. 

(lu  réside-t-elle ?  Dans  la  matière  grise  du  cerveau  .'Mais  alors. 
•  pie  devient-elle  a  la  mort  '.'  Puisque  nous  avons  cire  l'espace  a 
trois  dimensions  pour  les  besoins  de  notre  corps,  pour  expliquer 
de  nouveaux  phénomènes,  rien  ne  nous  empêche  de  généraliser 
L'espace  par  de  nouvelles  hypothèses  pourvu  qu'elles  ne  soienl  pas 
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en  contradiction  avec  celles  qui  oui  tout  expliqué  jusqu'ici:   Donc 

rien  ne  nous  empêche  «1  ajouter  une  ou  plusieurs  dimensions  à 
cet  espace,  ce  qui  revienl  à  imaginer  une  infinité  de  mondes 
comme  le  nôtre  et  à  y  placer  1  àme  «les  hommes  et  aussi  l'âme  des 
animaux,  car  il  n'y  a  pas  de  raisons  pour  leur  refuser  quelque 
chose  d'équivalent  à  notre  àme.  Dans  celle  hypothèse,  l'âme  atta- 
chée au  corps  pendant  la  vie  s'envolerait  a  la  mort  dans  un  monde 
plus  vaste  ;  t'espace  à  quatre  dimensions  que  nous  créons  ainsi 
nous  explique  l'âme,  nous  explique  la  mort. 

Maintenant  rappelons  qu'une  hypothèse  est  d'autant  plus  plau- 
sible qu'elle  explique  un  plus  grand  nombre  de  faits.  Or,  dans 
l'ordre  physique  des  tentatives,  encore  peu  nombreuses  il  est  vrai, 
ont  pu  expliquer,  au  moyen  de  l'espace  a  quatre  dimensions,  cer- 
tains phénomènes  difficiles  à  expliquer  autrement,  .le  vais  cher- 
cher à  démontrer  «pie  l'on  peut  expliquer  liés  simplement  un 
phénomène  qui,  à  l'heure  actuelle,  trouble  le  monde  savant  ;  mais 
il  me  tant  ici  ouvrir  une  parenthèse. 

Si  nous  considérons  un  être  à  deux  dimensions  et  de  forme 
plane  assujetti  à  vivre  dans  un  espace  plan,  un  cercle  tracé  autour 
de  lui  dans  ce  plan,  sera  une  prison  d'où  il  ne  pourra  pas  sortir, 
si  par  exemple  ce  cercle  est  découpé  dans  le  plan  ;  pour  un  être  a 
trois  dimensions,  il  n'en  sera  pas  de  même;  il  n'aura,  s'il  est  en- 
fermé dans  le  cercle,  qu'à  sauter  par  dessus  la  circonférence  de 
ce  cercle.  De  même  nos  prisons  ne  seraient  pas  des  prisons  pour 
de>  êtres  à  quatre  dimensions  qui  pourraient,  si  je  puis  m'exprimer 
ainsi,  santerpar  dessus.  Celte  expression  est  impropre,  mais  nous 
n'avons    pas   de    mots   pour  exprimer  exactement    cette    nouvelle 

idée. 

Revenons  au  phénomène  annoncé.  Le  radium  a  l'ait  assez  de 
bruit  dans  le  monde  pour  qu'il  soit  bien  connu  au  moins  de  répu- 
tation. Or,  une  expérience  l'aile  en  Angleterre  el  répétée  en  France 
prouve  (pie.  si  l'on  enferme  un  morceau  de  radium  dans  un  vase 
absolument  (dos  et  dans  lequel  ou  a  l'ait  le  vide,  au  bout  d'un  cer- 
tain temps  ce  vase  contient  un  gaz  que  bon  appelle  hélium  el  a 
augmenté  d'un  poids  égal  au  poids  de  l'hélium  qui  s'est  introduil 
dans  le  vase.  Or,  L'hélium  ne  peut  pas  provenir  du  radium  qui  n  a 
pas  diminue  de  poids. 

(  )n  explique  mais  je  n'affirme  en  aucune  façon  que  celle  expli- 
cation soil  la  bonne,  on  explique  ce  phénomène  en  admettant 
que  l'hélium  a  passe  parla  quatrième  dimension  pour  venir  rejoin- 
dre le  radiu  m  dans  sa   prison. 

[/immortalité  de  l'âme  esl  une  hypothèse,  il  n'y  a  aucune  rai- 
son pour  la  rejeter,  il  s'agit  de  voir  ce  qu'on  en  peut  tirer.  Dieu 
est  une  autre  hypothèse  que  l'on  a  faite  pour  expliquer  l'origine 
de  la  matière  el  ses  transformations;  si  l'on  demande  ou  il  esl.  on 
peui  répondre  qu'il   se   trouve  dans  l'espace  à  quatre  dimensions. 
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Mais  quant  à  le  définir,  cela  me  paraît  bien  difficile;  il  ne  saurait 
être  organisé  à  notre  image,  il  ne  nous  est  donc  pas  possible  de 
le  concevoir. 

Conclusion.  —  En  étudiant  les  conquêtes  de  l'esprit  humain,  il 
semble  <|ii  il  y  aurait  un  moyen  de  raisonner  sur  les  questions  qui 
divisent  le  plus  les  hommes;  ce  serait  de  ne  rien  affirmer  apriori, 
de  ne  pas  poser  d'axiomes  car  nous  ne  sommes,  hélas,  sûrs  de 
rien,  si  ce  n'est  que  nous  éprouvons  des  sensations  dont  nous 
avons  toujours  ignoré  les  causes. 

Sans  rien  affirmer  on  ferait  des  hypothèses  pour  en  tirer  des 
conclusions.  Auraient  raison  alors  ceux  qui  de  leurs  hypothèses 
auraient  su  tirer  le  plus  grand  nombre  de  conclusions  remarqua- 
bles, utiles  et  non  contradictoires. 

Ne  semble-t-il  pas  maintenant  (pie,  avant  d'aborder  l'étude  de  la 
philosophie,  il  est  nécessaire  d'avoir  parcouru  le  cycle  des  con- 
naissances humaines  pour  profiter  de  tous  les  renseignements  que 
peuvent  fournir  les  sciences  el  s'être  assimilé  les  méthodes  em- 
ployées pour  découvrir  la  vérité  ? 


SUR  LA  DETERMINATION  DU  TAUX 
DANS   LE   PROBLÈME    DES   ANNUITÉS 


De  la  formule 


A  Ml   +  ri" 
(1  +  r)«-  I 


dans  laquelle  a  représente    l'annuité  à  payer  pendant  //  an- 
nées pour  amortir  un  emprunt  A  au  taux  de  r  pour  un  franc, 

en  posant  —  =  oc.  on  déduit  : 

(1   _  an  (1   _|_  r\n—   1    .  (1) 

Si  //  =.  I,  cette  relation  devient 

I   —  a 

Il   —  an  I  1   -{-  '')  —   '  '■  ""  r  —  ~.   ■ 
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Si  n  =  2,  l'équation  (1)  devient 

il  —  xr)  il   -f  r)s  =  1 
a;-  +  (2a  —   l)  r  —  (2  —  a)  =  0 

d'où 

_  —  2a  +  1  +  l/ïa~+~T 


Si  n  >  2  *,  posons 


1 1  '  (  )  ù        /(  = 


1  —  A    '  ~~   1   +   r 

en  sorte  que  /■  et  h  croissent  ou  décroissent  en  même  temps. 
L'équation  T,  devient  successivement  : 

1  —  (a  +   L)  .  h '  —  (1  —  ln"+l  . 

I  -  (a  +  1)  .  h  =  1  -1+J  .  A  +  '"l1'  •  f  •  *'  -  l±i.|  .î=i  .  *■ 

4.  ...  +  (_  1,"+'  .  hn+\, 

-2-t-1 .  ; .  i=i .  'i-=_2 .  h»  + ...  ■-  (-  ij«+1 .  A- , 


.   2 ( n  —  ai  n  —  1  /;  —  1     n  —  2 

'  —  (fl  +  l)n  H       '   '  :T~  '      4      ' 


2  i—  li"  +  ' 

4-  ...  -iJ IL—    .  /,"    ; 

In  4  1)« 


1  Iif  l'équation  1 1  .  nous  pourrions  déduire  une  Limite  supérieure  el  une  limite  inférieure  de 
/•.  malheureusement  trop  éloignées,  en  observant  que 

1  —  U-r  >  ii        el         (1  —  ar)(1  +  nr)  <  1 

d'où 

^   1  ^     '  1 

r<-  ef         r>— . 

«  un 


I, 

h   -  "  ~  '      k* 

à 

n  —   1 

ii  —  2    n  —  3     , 
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...  .  .  -  '  n  —  x)  , 

il  mi  en  représentant  la  constante  — , — : —  par  /t.  : 

1  («-(-II/;1  ' 

.!  i 

.'î  f  5  i  //  +   1 1  // 

(  Ibservons  que,   dans  le  second    membre  de  celte  égalité, 

lesièm"  ternie  1\  égale  le  précédent  T,_i  multiplié  par —  .  h  ; 

par  suite  un  terme,  considéré  en  valeur  absolue,  sera  moin- 
dre que  le  précédent  tant  que  nous  aurons 

.s  +  2  .s  -|-  2       1  -)-  r 

(t'est-à-dire, 

•s-  +  2         ,  100  [s  4-  2) 

;■  |HO  r 

Quand  cette  condition  sera  vérifiée,  en  s'arrêtant  dans 
l'évaluation  de  h  à  un  terme  de  rang  quelconque  de  la  suite 
(2),  l'erreur  commise  sera  moindre  que  le  premier  ternie  né- 
gligé, pris  en  valeur  absolue. 

Le  tableau  suivant,  a  double  entrée,  donne  une  limite  su- 
périeure de  ii  pour  des  valeurs  de  /'  variant  de  0,01  à  0.1  \  el 
des  valeurs  de  s  variant  de  1  à  10.  Nous  avons  indiqué,  en 
caractères  gras,  la  limite  de  //  immédiatement  supérieure  au 
nombre  100. 

Pour  obtenir  la  raison  à  des  valeurs  de  n  suivant  une 
même  ligne  horizontale  du  tableau,  observons  qu'elle  esi  la 
différence  entre  deux  limites  consécutives  de  //  pour  une  va- 
leur constante  de  /•  ;  elle  est  donc 
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Afin  de  bien  saisir  l'importance  de  ce  tableau,  observons 
par  exemple,  que  si  /•  =  0,04,  les  termes  de  la  suite  (2)  ironl 
en  décroissant  :  à  partir  du  Ier  ternie  si  //  <  70  ;  à  partir  du 
2""   si  70^  ii  <  106;   à  partir  du  3",e  si    L06  ^  n  <  L33;  el 

ainsi  de  suite.  Ou  encore,  si  n  =  100  et  si,  dans  les  calculs, 
nous  constatons  que  les  termes  de  la  suite  '2  vont  en  décrois- 
sant à  partir  du  Ier  terme,  c'est  que  /'  <  0,04;  si  ces  ternies 
vont  en  décroissant  à  partir  du  2'"°,  c'est  que  0,04  ^  /•  <  0.05  ; 
s'ils  vont  en  décroissant  à  partir  du  3me,  c'est  que  0,05  ^  r 
<  0,06  :  et  ainsi  de  suite. 

Valeurs  approximatives  de  h  et  de  r.  De  la  relation  (2), 
nous  déduisons  successivement  des  valeurs  de  plus  en  plus 
approchées  de  h  et  par  suite,  de  r  : 

2i«  —  ai  l'i 


l/j  +  li  //  '  1  —  //, 

//  —  1     ,  s       "  —  1     »  —  2     , 8   ,    n  —  1     n  —  2    n  —  .'!      4 

//,  =  A,  H .  h      -    —  ■   — ; ■  Il    ~\ =—    •   r—  •   — ^r—  .  h 

•  r   =        'h 


n  —  1     ,a       n  —  1     a  —  2     ,3       n  —  I     n  —  'l    n—'.\ 


1  —  kt 

1  —  A, 


n  —  t     ,2       n  —  1    n  —  2      3        ii  —  1     "  —  2    n       3      * 


iP—\ 


'  r+\  —  i_  h 


Représentons  par 

hP+\.\  =  ht  -\ —  .  hp 

.          n  —  t        2         //  —  In  —  2 
hp+l, 2  =  Ai  4-     — ô —  ■   np  —  — 5 —    •    — 7 •  " 


/»  +  > 


3  5  i» 

""/»  3  i       "     P    '       3 


/i  —  t       i        n  —  lu  —  2      s       n  —  l   «  —  2   /(  —  :i   * 
*H-t."  =  >"  +  -If-  ■  hP T-  ■  —T-  ■  hP  +  -3-  •  -r-  •  -5-    *# 


H   —   1  .  «    —    1        n    —    2  :: 

h+hq  =  l'y  +    -3—  •  7V 3—  •  ~Y~  •>"•"  — 


■  ,     ,?+'  »  —  1    »  -  2      »  -  y    ///+' 
3      '       '1       '  "  q  +  2       y 


■s  approximations  successives  de  /ip+\ 
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La  valeur  de  /^  étant  déterminée,  calculons  //■,•.,,_,  el  //,••,, 
de  manière  que  la  différence    ho2a—\ —  !>■> -\,    soil  suffisam- 

I  -  -'Il         '  -•-'Il 

ment  petite,  par  exemple  moindre  que  0,00.01  ;  puis  cher- 
chons dans  les  mêmes  conditions  h$î„  _ i  et  h32a  , //', -v  — i  et 

•>-"/2         '  •'•-'12  '  '    VJ        ' 

//',-..,..  ...  en  remplaçant  dans  /e,  le  nombre  //2  par  /«2,2S  va- 
leur moindre  <|ue  //2),  dans  lik  le  nombre  kz  par  //:; .2(/  valeur 
moindre  que  A3),  ...  ;  il  s'ensuit  que  les  valeurs  approxima- 
tives de  /•  de  rang  impair 


' '■_•.■_',/,  -1    '       ''3.2-/a-l     '       r4,2?J  -1    ' 

sont  respectivement  plus  grandes  que 


'p  +  l,2q   -1 


V+« 


tandis  <|ue  les  valeurs  approximatives  de  /•  de  rang  pair 

r2,2?J   '       r3,2?,   •       ''4.2,/3 rp+l,2qp  ,    ... 

sont  respectivement  plus  petites  que 


'2    •      '3     ■        '4     •    •••    '        'p+i    >   ••• 

Les  suites   3   et  (4)  satisfont  aux  trois  conditions  ci-après  : 

I"  Les  deux  suites  sont  croissantes  ; 

2"   Les     différences     (/>  +  i,2?  -1    —    '>,i«—i)     et      />  +  i.a« 

^  P—\  p 

—  rp  20      )  1   pour  /j  croissant,    deviennent  de    plus    en    plus 
P-\ 

petites  ; 

3°   Les    nombres    i'P  +  \  -iq  — 1  et  /'„+i.2,,'  ,    qui    comprennent 

p  p 

i,,+i  ,  sont  tels  que  leur  différence  (/7,4.1,2g  — 1  —  '7>+i,29     peut 

devenir  moindre  et  rester  inoindre  que  tout  nombre  positif 
donné,  si  peti t  soit-il. 

Théorème.  Si  la  première  suite  a  pour  limite  r,  la  seconde 
<i  la  même  limite. 

En  effet 


',*+'•  2?. 


rp+l,2<7-1         'V+l.-',/   ) 
P  1 


p  +  \,2q-\ 

P 


Or  limite   (/>  +  i,2?  -1  —  '"p+i.ajj  =  0  en    vertu    de  la  troi- 
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sième  condition  de  convergence  et  limite   rr  +  ]r2ll  _i  —  /•  ■  =  0 
par  liypothèse  :  par  suite 

limite  (r  —   ;■    ,  ,  .,     )  =  0  . 
P 

Observation.   Du   théorème   qui   précède,   nous    déduisons 

(|iie  la  détermination  de  lune  des  deux  suites,  de  la  première 

par  exemple,  ^permet  de  calculer  /•  1res  approximativement  : 

lorsque     Tune    des    différences    (/>+i,29  -i  —  />>?_i)    sera 

p  '    p-\ 

moindre  <|ue  0,0001,   le  nombre  rprlq—\    représentera,  à   forl 

P-\ 

peu  près,  la  valeur  de/";  si  cette  différence  dépasse  0,0001 

de    très  peu,   le   nombre  r„+i,-2q  _ i  donnera    la   valeur   de  /'. 

p 

Cette  valeur  pourra  s'obtenir  de  deux  (acons,  soit  en  prenant 
<l  +   l  =;  //  ,  soit  en  prenant  <y  +   I   <  //  . 

A.  —  Dans  le  premier  cas,  q  -f-  1  =  //  :  nous  calculerons 
pour  /;  —  1  ,  p  =  2  ,  p  =  3  ,  ...  les  valeurs  de  /^+].„_i  et 
nous  en  déduirons  celles  de  /'/,  +  ii„_i  . 

Exemple.  (  >n  donne  n '=  4  et  a  =  -  =  3,7170984. 


Par  suite 


«  -  .1  »■  +  ro  '" 


lo         h       =1{"        g)  —  0,0282902  ;       d'où       ^  =  0,02911 

1  (H    +    1  I  // 


A,  +  *'  -  -  //'  +  -  h* 
1  l        2    *        10    * 


hti  —  lix  -f  h\  =  0,0282902  +  0,0007980  =  0,0290882  : 

1 

I,       =  /*.,  —  -  h°  =  0,0290882  —  0,0000112  =  0,029077(1  ; 


//,  .,  =  //2  2  +  --  Aj=  0,0290770  +  0,0000006  =  0,0290770 

0,02994 


0,971)922'. 
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/,.,    =  i,  +  //  _  I  /,3  +  L  //■ . 

l/3   ,  =  A,  +  /,*  =  0,0282902  +  0,0008455  =  0,0291357  : 

//.  =  //.  —  !  /,3  —  0,0291357  —  0,1 IÎ22  =  0,0291235  ; 

//,  =  //,.  .,  +  —  //  —  0,0291235  4-  0,0000007  =  0,0291242  ; 
°'0291242    ,,02,99  . 


Or 

's. s  —  '«.s  =  ° -00005  <  O.lMlil] 

par  suite 

r=  0,0299  =  0,03  environ  . 


Théorème.  Considérons  la  somme 

\,  =  "i  —  "2  +   «i  —  "4  +  +  û„_!   ±  «„ 

ii  termes  alternativement  positifs  et  négatifs,  en  sorte;  que 

S,    =    ffj 

5,  =  </i  —  a2 

St    =    <7i    «2    +    "3 

.v4  =  ri,  -  «s  |  a s  —  «4 


•*•'„  =  «j  —  a2  4-  oz  —  aA  4-  _f_  «„_,  ±  «„   • 

Ajoutons 

« 

^■|  s.  =  ai  .n  —  in  .    (n  —  l)  -f-  ag  .  [n  —  2}  —  dt  ■  in  —  3)    4-   •• 
1 

puis  divisons  par  n 

2s< 


n  —  1 

Il  — 

n 

■    ,    a,  ■       n 

Il  - 

n 

1 
n 

4 
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1 1  s'ensuit  que 


2 

1 


l  2  3 

«2  ■  — h  «3  •  -  .  —  a*  •  — \- 


//  —  1 


el 


^.s 

^—    ' 

1 

—  a2 

~     +    «3 
II 

II 

at.-  + 


n  —  2    .  «  —  1 


Par  conséquent,  si 

1              2             3 
a,  .  -  >  o»  .  -  >  a,  .  -  >  >  «„_. , 


>«„ 


0  !  I 


a,  .  1  >  a,  .  2  >  a4  .  3  >  .  ...  >  an_  ,  .  (n  —  2)  >  an  .  \n 
en  prenant 

S- 

1 


-  1 


erreur  commise  sera  moindre  que 


a,  .  - 


Observation.  Ce  théorème  sera  applicable  au   calcul 
tant  que  nous  aurons 


ou 


T,_,  •  l.s-2)>  T..  [s-   l) 


T,-1   •  («  —  2)  >  T*-1  •  "       "  h  ■ 


I'  < 


< 


s  — 

1  ■ 

s  +  : 

> 

s  

1 

•s'    + 

/(  — 

2 

s  — 

5 

s  

2 

s  + 

2 

|    -j-   ,•     ^   g  —    I        //   —  S 
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d'où 

i.s2  —  4)  100     ,    lV  —  s  —  '. 
"  <  ,- rrrr^ (- 


i.s  —  li   Kli)  r    '  s  —  1 

Dans  le  problème  qui  précède  : 
Si  nous  prenons 

//2  =  *'•'  +  /Y  +  /'2-3  =  0,0290809 

n  •  •      .  0.0000112         .,   ^nArkrton 

I  erreur  commise  est  moindre  que s =  0,000003/  ...  et 

a  fortiori,  moindre  que  0,00001.  Par  suite 

//2  0,02908 

/•2  =  —r   =  — ^ =  0,02995  . 

2  I  —  //2        0,97092 

Si  nous  prenons 

f         //,.  +  />,,,+  /^.,        0,0291278 

3  3 

n  •  -i  0.0000122         /(  ftnAA/.„, 

1  erreur  commise  est  moindre  que =  0,00000-'i0  ...  et 

a  fortiori,  moindre  que  0,00001.  Par  suite 


0,02912 

=  0  02999 

0,97088 


Or /',  —  /',  =  0,00004  <  0,0001  ;  nous  pouvons  donc  pren- 
dre /•  =  0,0299  =  0,03  environ  . 

H.  —  Dans  le  second  cas,  q  +  I  <  //  :  nous  suivrons  la 
méthode  générale  précédemment  exposée. 

Exemple.  (  )n  donne  //  =  25  et  a  =  ■■  =  15,6220799  . 

1  a 

Par  suite 
//  —  //,  +8  lr  —  46  A3  4-  202, 'i  h*  —  708,4  //''  +  2024  h"  —  4807  //•'  +  ... 


I"  /,,  =  '"'      ,-  =  0,0288551 

(«  -f-  li// 

d'où 

r,  =  0,02971 

L'Enseignement  m.ithém. ,  11"  année     1909. 
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2«  h,  =  A,  -r  «s  l>\  -  '•''  >>]  -  -"-•  '  >>\  —  708'4  *I  +  •  • 

A,.,  =  In  +  8  A'  =  0,0288551  +  0.0066609  =  0,0355160  ; 
ht.t  =  ha,t—  16  A*  =  0,0355160  —  0,0011051  =  0,0344109  ; 
A,.,  =  A,.,  +  202,4  //  =  0,0344109  +  0,0001403  =  0,0345512  ; 
A,..  =  hti  —  708,4  A|  ==  0,0345512  —  0.00001  VI  =  0,0:545371  -, 

(  observons  que  //,,,  et  ht  t  diffèrent  de  moins  de  0,0001  et  pre- 
nons /•,,,  pour  Valeur  de  /•,  : 

ha.s  0,0345512 


r».,  = 


=  0.03579 


1  _  /,,  „       0,9654488 
3o  A,  =  A,  +  8  l,\  -  46  h\  +  -202.4  h\  -  708.4  h\  +  ... 

A,  ,  =  A,     +       «      A*  4  =  0,0288551  +  0.0095425  =  0,0383976  ; 

A,  ,  =  A,,,  —     46      h\  4  =  0.0383976  -  0, 0018950  =  0.0365026  ; 

A3  ,  =  A,,,  -  202,4  l,\  É  =  0,0365026  +  0.0002879  =  0.0367905  ; 

*,.i  =  A,  8  —  708.4  A*  4  =  0,0367905  —  (1,0000348  =  0.0367557  ; 

A,„  0,0367905  = 

s  ■*  ~  1  —  A,,,       0,9632095 

40  h,  —  A,  +  8  Aj  —  46  A*  +  202,4  h\  —  708,4  A°  -f  ... 

A4.,  =  A,     -f      8      A"  4  =  0,0288551  +  0,0108078  =  0,0396629  ; 
A«.,  =  A4,,  —    46      A*  4  =  0.0396629  -  0.0022842  =  0,0373787 
In  >  =  A.  ,  +  202  4  //     =  0.1)373787  +  0.0003896  =  0,0377683 
A..4  -/iu-  708,4  A*  4  =  0,0377683  —  0.0000501  =  0.0377182 
A4,,  0.0377683 

/•.   .  —    = =   0.0392O    . 

43         1  —  A4.,         0,962231, 
As  =  A,  +  8  A]  —  46  AJ  +  202.4  h*  —  708,4  A°  +  ... 
As  ,=  A,     +      8      h'    =  0,0288551  +  o.ol  13773  —  0,0402324 
A,.,  =  A6l,  —     46      A]  4  =  0.0  i0232'.  —  0,0024684  =  0,0377640 

ASl,  =  /<:,.,  4-  202.4  h\     =  0,0377640  -f-  II, 4092  =  0,0381732 

//,.4  =  //,-,.j   -  708,4  A*     =  0,0381732  —  O.OOO0540  =  0.0381192 

003817i?  =  0,03969. 


0,9618268 
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i,s  =  ht  +  8  h\  —  46  l>l  +  202,4  /»'  —  708,4  h6  +  ... 

//,.,  =  ht  +  8  A|  4  =  0,0288551  +  0,0116246  =  0,0404797 
A,  ,  =  //g.,  —  46  //*  4  =  0,0404797  —  0,0025480  =  0,0379317 
ha>,  =  hG.%  +  202.4  if  t  =  0,0379317  +  0.000427'»  =  0,0383591 
lie  t  =   ^o.s 
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708,4  //.  4  =  0,0383591  —  0,0000570  =  0,0383021 


'-G3 


0,0383591 


=  0,03989. 


1  _  /,,,    0.9616409 

/i:  =  //,  +  8  /('  —  46  /;'  +  202,4  h'  —  708,4  I,6  4-  ... 

h-  .,  =  //,  +  8  h*fi  =  0,0288551  +  0,0117714  =  0,0406265 
h7,,  =  hi.t  —  46  ft]  —  0,0406265  —  0,0025963  =  0,0380302 
h7.,  =  ht.,  +  202,4  //  é  =  0,0380302  +  0,0004382  =  0,0384684 
/,.  —  /,     708.4  A5  =  0,0384684  —  0,0000588  =  0,0384096 


h,. 


0,0384684 
0,9615316 


=  0,04000   : 


puisque  /':.;>  —  /•„,:<  diffère,  à  fort  peu  près,  de  0,0001,   nous 
pouvons  prendre  /'  =  0,04. 

En  pratique,  il  n'est  pas  nécessaire  de  calculer  les  valeurs 
successives  de  /■;  il  suffit  de  déterminer  deux  valeurs  consé- 
cutives hp  et  Jip-\-\  de  h  différant,  à  fort  peu  près,  de  0,0001  : 

la  valeur  de  r  sera  très  approximativement  égale  à     _  , 

'p+{ 

E.  Barbette    Liège  . 


G.   VAILATJ  ' 

1863—1909. 


Le  4  décembre  189(>  on  inaugurail  à  L'Université  de  Turin 
un  cours  de  nature  bien  différente  de  ceux  qu'on  avait  jus- 
qu'alors  et  qu'on  a  encore  l'habitude  d'y  professer  ;  à  côté  de 
leçons  d'un  caractère  tout  à  fait  théorique  prenait  place  un 
cours  historique.  Il  s'agissait  d'un  cours  libre  sur  l'«  histoire 
de  la  mécanique  »  que  commençait  G.  Yailati,  un  ancien  élève 
du  vieux  et  glorieux  Athénée  2.  Il  avait  déjà  été  pendant  deux 
années  scolaires  (1890 — 1892)  professeur  adjoint  à  la  chaire  de 
Calcul  infinitésimal.  Par  ses  travaux  sur  le  calcul  logique,  pu- 
bliés dans  la  Rivista  di  malematica,  il  était  devenu  un  membre 
I  rès  actif  de  l'école  des  logiciens-mathématiciens  fondée  et  di- 
rigée par  M.  G.  Peano.  Mais  on  peut  dire  que  dès  ce  moment 
M.  Yailali  prit  une  direction  nouvelle;  non  pas  qu'il  ait  abjuré 
les  idées  qu'il  avait  professées  jusqu'alors,  mais  parce  que,  par 
une  évolution  naturelle  de  sa  pensée,  il  tourna  alors  son  acti- 
vité vers  de  nouvelles  régions,  où  il  sentait  pouvoir  mieux 
employer  son  étonnante  érudition,  son  profond  sens  critique 
et  les  facultés  d'historien  cl  de  philosophe  dont  il  était  si 
richement  doué. 

Les  traits  distinclifs  de  son  esprit  se  voient  très  clairement 
dans  le  discours  d'ouverture  de  sou  cours,  discours  dans  le- 
quel il  se  proposa  de  prouver  «  l'importance  des  recherches 
relatives  à  l'histoire  des  sciences  ».  On  retrouve  encore  ces 
mêmes  caractères  dans  toutes  ses  publications  des  années 
l<S!Mi — IS!I<S,  publications  dont  la  nature  absolument  histo- 
rique prouve  qu'elles  sont  des  pages  détachées  de  ses  cours; 
elles  se  rapportent  aux  idées  et  aux  méthodes  en  mécanique 

'  Né  .i  Crema  le  23  avril  is  13,  Giovanni  v.ui.a  h  >•-!  mort  a  Rome  !<■  li  mai  1909. 
*  A  Turin  il  avait  obtenu  le  grade  d'ingénieur  rivil  en  lssT  el  le  doctoral  es  sciences  mathé- 
matiques en  1899. 
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qu'on  trouve  dans  les  ouvrages  d'Archimède,  d'Aristote, 
d'Héron  et  de  J.-B.  Benedetti.  Ces  caractères  se  montrent 
aussi,  mais  d'une  manière  plus  éclatante  encore,  dans  ses 
discours  d'ouverture  des  cours  des  années  1897 — 98  et 
L898— 99,  dont  le  premier  (qui  eut  l'honneur  d'une  traduc- 
tion en  polonais)  a  pour  objet  «  la  méthode  déductive  », 
tandis  que  l'autre  se  propose  de  prouver  l'influence  sugges- 
tive (|ue  les  «  questions  sur  les  mots  »  eurent  sur  le  dévelop- 
pement de  la  pensée  scientifique. 

Ce  cours  sur  l'histoire  de  la  mécanique  fut  d'un  grand  in- 
térêt et  laissa  un  profond  souvenir  chez  ceux  qui  eurent  le 
bonheur  de  le  suivre.  Les  auditeurs  en  auraient  tiré  un  profit 
encore  plus  complet  pour  leurs  connaissances  historiques  si 
le  cours  n'avait  dû  être  brusquement  interrompu  quand  le 
jeune  professeur  fut  appelé  à  enseigner  les  mathématiques 
au  Lycée  de  Syracuse;  malheureusement  il  ne  put  le  re- 
prendre, même  plus  tard,  car,  lorsqu'il  abandonna  la  patrie 
d'Archimède,  il  fut  envoyé  successivement  à  Bari  et  à  Como, 
villes  où  il  n'y  a  pas  d'institutions  d'instruction  supérieure. 
Ce  serait  cependant  une  erreur  de  croire  que  ces  fréquents 
changements  de  résidence  et  les  lourdes  occupations  de  son 
enseignement  aient  éteint  chez  lui  le  feu  sacré  de  la  re- 
cherche historio-philosophique.  En  effet,  il  sufïit  de  rappeler 
deux  travaux  qui  remontent  à  cette  époque  et  dont  létroite 
liaison  mutuelle  est  évidente;  l'un  d'eux  se  rapporte  à  la 
«  Logica  demonstraliva  »  de  G.  Saccheri,  l'autre  a  la  théorie 
de  la  définition  donnée  par  Aristote.  Dans  le  premier  il  si- 
gnale un  côté  méconnu  et  très  intéressant  de  l'esprit  d'un 
des  fondateurs  de  la  géométrie  non-euclidienne,  tandis  que 
dans  l'autre  il  donne  fies  preuves  nouvelles  de  sa  connais- 
sance parfaite  de  toute  la  pensée  scientifique  des  anciens 
Grecs.  En  L904  M.  Yailati  fut  transféré  à  l'Institut  technique 
de  Florence.  Cette  mesure  fut  prise  par  le  gouvernemenl 
italien,  non  pour  de  simples  raisons  de  service,  mais  pour 
permettre  à  l'éminent  professeur  de  préparer  l'édition  des 
œuvres  complètes  d'Evangéliste  Torricelli  que  le  Congrès 
international  des  Sciences  historiques,  qui  eut  lieu  a  Home 
en  1902,  avait  proclamé  urgente  et  dont  l'Académie  des   Lin- 
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cei  voulait  prendre  la  direction  suprême.  Malheureusement 
ce  magnifique  projet  n'a  pas  même  eu  un  commencement 
d'exécution;  tout  le  monde  Ta  vivement  regretté,  mais  cela 
n'a  pas  étonné  ceux  qui  savaient  qu'en  Vailati  —  c'est-à-dire 
en  la  personne  appellée  à  exécuter  le  projet  —  les  qualités 
du  critique  avaient  la  prédominance  sur  celles  de  l'historien; 
les  qualités  de  l'homme  qui  se  laisse  entraîner  par  le  libre 
cours  de  ses  pensées  prenaient  toujours  le  pas  sur  celles 
d'un  impassible '-chercheur  d'anciens  documents.  D'autant 
plus  qu'à  Florence,  —  le  centre  du  «  pragmatisme  »  italien 
—  Vailati  entra  tout  de  suite  dans  ce  groupe  des  penseurs 
brillants  et  audacieux  qui  avaient  alors  comme  organe  la  la- 
ineuse revue  Leonardo;  il  élargit  ainsi  encore  le  cercle  déjà 
si  vaste  de  ses  occupations  extra-scolaires;  on  en  trouve 
une  preuve,  encore  meilleure  que  celle  donnée  par  ses  tra- 
vaux d'histoire,  datant  de  cette  époque,  dans  un  remarquable 
article  «sur  quelques  caractères  du  mouvement  philoso- 
phique en  Italie»,  que  connaissent  très  bien  les  lecteurs  de 
la  Revue  du  mois. 

Puis  vint  la  décision  du  Ministère  de  l'Instruction  publi- 
que appelant  M.  Vailati  à  prendre  part  aux  travaux  de  la  Com- 
mission chargée  d'étudier  la  grande  question  de  la  réforme 
de  l'école  moyenne,  dont  la  solution  s'imposait  alors  en 
Italie,  comme  du  reste  dans  tous  les  pays  civilisés1.  Cela 
amena  une  nouvelle  modification  radicale,  non  seulement 
dans  les  conditions  de  son  existence,  mais  encore  sur  toute 
l'orientation  de  son  esprit.  Depuis  cet  instant  il  fut  tellement 
absorbé  par  la  nouvelle  tâche  qu'on  lui  avait  imposée  que 
toutes  ses  publications  postérieures  ont,  plus  ou  moins  net- 
tement, une  empreinte  didactique,  bien  que,  conformément 
à  l'éclectisme  de  l'auteur,  elles  se  rapportent  à  des  sujets  très 
différents,  tels  que  l'enseignement  de  la  géométrie  élémen- 
taire, la  conception  de  la  masse,  le  principe  des  travaux  vir- 
tuels, etc.;  qu'il  me  soit  permis  seulement  de  citer  l'ingé- 
nieux essai  sur  la  psychologie  d'un  dictionnaire2,  qui  aurait 


1  A  cette  charge  sont  dus  les  voyages  que  M.  Vailati  lit  récemment  on  Franco  et  on  Alle- 
magne  pour  se  rendre  un  compte  exact  du  fonctionnement  des  nouveaux  programmes  et  des 
nouveaux  genres  d'écoles. 

*  Il  s'agit  du   «  Dictionnaire  étymologique  »   par  MM.  Broal  et  A.  liaillv. 
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fourni  la  preuve  (si  cela  eut  été  nécessaire  que  Vailati  était 
capable  d'apporter  dans  le  sein  de  cette  Commission  de  pré- 
cieuses contributions  même  en  dehors  de  sa  spécialité. 

Il  resterait  encore  beaucoup  à  dire  pour  tracer  un  tableau 
fidèle  de  l'activité  si  variée  du  regretté  savant;  il  faudrait, 
par  exemple,  l'aire  une  revue  de  ses  comptes  rendus  sans 
nombre  s»1  rapportant  à  des  ouvrages  relatifs  à  tous  les  do- 
maines où,  dans  ces  derniers  dix  ans.  s'est  exercée  l'activité 
de  l'esprit  humain:  logique  et  histoire  des  sciences,  darwi- 
nisme et  géométrie  élémentaire,  libre  arbitre,  classification 
des  sciences,  spiritisme  etc.  ;  dans  tous  on  trouve  quelque  vue 
originale,  quelque  donnée  inconnue  ou  quelque  observation 
remarquable  !  Mais,  même  celui  qui  arriverait  à  peindre  un 
tel  tableau  dune  manière  tout  à  fait  satisfaisante,  ne  pour- 
rait se  flatter  d'avoir  reproduit  l'esprit  de  G.  Vailati.  qui  ne 
se  révélait  entièrement  qu'à  ceux  qui  eurent  le  bonheur  de 
passer  de  longues  heures  avec  lui  dans  l'intimité  de  la  con- 
versation. Seuls  ses  amis  les  plus  proches  peuvent  mesurer 
retendue  de  la  perte  que  fait  la  science  par  la  mort  de  celui 
que  la  Nature  avait  si  richement  doté  de  qualités  supérieures. 
Il  reste  a  souhaiter  que  les  travaux  si  profonds  et  si  variés 
de  Vailati,  répandus  dans  de  nombreuses  revues,  soient 
réunis  en  un  volume  qui  apportera  des  documents  utiles  au 
développement  de  la  science  et  fera  augmenter  l'admiration 
générale  dont  il  fut  entouré  durant  son  existence  trop  courte, 
hélas!  On  verra  alors  se  renouveler  le  phénomène  que  Dante 
exprima  par  ces  vers  si  souvent  cites: 

Come  la  fronda   clic   fiel  le   la   rima 

Nel  transite  del  vento  e  poi  si  leva 
Pei*  la  propria  virlù  che  la  sublima. 

Gênes,  !»  Juin  1909.  Gino  Loria. 


MELANGES  ET  CORRESPONDANCE 


Sur  une. question  élémentaire  de  divisibilité. 

Les  caractères  de  divisibilité,  que  je  me  propose  d'étudier  dans 
cette  petite  note,  me  paraissent  de  quoique  intérêt  pour  l'ensei- 
gnement. Leurs  démonstrations  sont  d'une  extrême  simplicité  et 
ont  l'avantage  d'une  grande  généralité. 

Nous  allons  établir  certaines  règles  sur  la  divisibilité  par  7,  11, 
13,  17.  J(>.  23,  2(>.  '51 des  nombres  écrits  dans  le  système  dé- 
cimal. 

Soit  k  un  des  nombres  7,  11,  13,  ...,  et  K  et  K'  des  multiples 
quelconques  du  nombre  correspondant  k. 

J'écris  un  nombre  quelconque  : 

;  =  Kir  +  y 

et  je  suppose  qu'il  soit  divisible  par  k. 
On  a  donc  : 

lO.v  +  y  =  0(mod  *)   . 

Les  nombres  entiers  x  et  y.  y  toujours  plus  petit  que  10  ont 
alors  les  expressions  : 

,r  =  K-f  m   .  y  =  —  ^»K  —  lui»   , 

m  étant  un  entier  quelconque. 
Je  forme 

X  +  h  —  K'  -|-  m[\  —  >10| 

<t  je  choisis  le  nombre  /.  de  manière  que  1  —  Alo  soit  un  multiple 

de'/.-. 

Soit  par  exemple  /.•  =  7.  Nous  obtenons  alors 

À  =  —  2  . 
Il   est    en   ell'el    : 

1  +  2  .  10  =  21 

et  nous  avons  cette  règle  : 

l}<iui  prouver  lu  divisibilité  par  7  d'un  nombre  écrit  dans  Je 
système  décimal,  je  considère  le  nombre  qui  figure  u  la  gauche  des 
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imites,  j'en  SOUStraiS  les  unités  multipliées  par  \> .    Si  le  reste  est  di- 
visible pat'  7,  le  nombre  donné  l'est  aussi. 
Par  exemple  : 

294   ,     29  |  i  .     29  —  8  =21  . 

Pour  les  nombres  indiqués  plus  haut  nous  obtenons  le  tableau  : 


k 

/ 

11 

13 

17 

iy 

23 

29 

31 

1 

2 

—1 

+4 

— 5 

+2 

+  ' 

+3 

—3         

()n   forme  facilement   pour  chacun    de   ces   nombres   une   règle 
analogue  à  celle  que  nous  venons  d'énoncer  pour  le  nombre  7. 

R.   SUPPÀNTSCHITSCH    Vienne   . 


Démonstration  vectorielle  d'une  construction  des  axes  d'une  ellipse. 

Par  l'extrémité  P  d'un  diamètre  dune  ellipse  de  centre  ().  nous 
menons  la  perpendiculaire  à  son  diamètre  conjugué  OQ  et  nous 
prenons  sur  cette  normale  les  points  M  et  N  tels  que 

PM  =  PN  =  Ô~Q  . 

Si  a  et  b  sont  les  longueurs  des  demi-axes  de  l'ellipse,  on  a 

ÔM  =  a  +  b  ,      ON  =  a  —  b 

et  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  droites  OM,  ON  sont 
les  axes,  en  position,  de  l'ellipse. 

Cette  construction,  très  simple,  des- axes  d'une  ellipse  dont 
deux  diamètres  conjugués  sont  donnés,  est  bien  connue;  elle  est 
due  a  Chasles. 

Nous  indiquons  la  démonstration  vectorielle,  fort  simple  elle- 
même,  pour  donner  un  nouvel  exemple  de  l'utilité  de  la  méthode 
vectorielle  en  Géométrie  analytique. 

Soit  I  un  vecteur-unité  parallèle  au  grand  axe  de  l'ellipse.  Pour 
le  point  P  on  a,  y  étant  l'angle  excentrique  et  i  la  rotation  d'un 
angle  droil  dans  le  plan  de  la  courbe 

(1)  P  =  O  +  flcosç  I  -f  bsiiifi  1    . 

Pour  le  point  Q  on  a 

Q  =  0  +  £  . 
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car.  O  est  donné  par   '1]  en  remplaçant  y  j>ai-  ~  +  y,  et  le  dia- 
mètre OQ  doit  être  parallèle  à  la  tangente  au  point  P. 
On  a  encore,  par  la  construction  de  M,  N  et  d'après  (2) 

M  =  P  -  ,ËE  ,  N  =  P  +  i* 

dm  dm 

OU  bien,  en  vertu  de  (1), 

M  ==  O  +  [a  +  h)  [cosy  I  -f-  sinyj  I] 
N  =  O  +  [a  —  h)  [eosy  l  —  sinyi  I]    , 
dont  (tu  déduit 


mod(M  —  O)  =  a  +  6   ,  mod(N  —  O)  =  a  —  b 

M  —  O        N  —  O        „  .  M  —  O        N  —  O 


a  -\-  l>  a  —  h 


2siiifi  I   , 


ce  qui  démontre  la  construction  de  Chasles. 

C.  BuRAi.i-FoKTi  (Turin). 

A  propos  d'un  théorème  de  M.  Arnoux. 
Lettre  adressée  à  M.  C.  A  Laisant. 

Cher  monsieur, 

J'ai  remarqué  récemment  dans  V Enseignement  mathématique, 
(15  mai  1908,  p.  221)  un  article  intitulé  «  Un  nouveau  théorème 
d'arithmétique»  où  vous  signalez  un  théorème  dû  à  M.  Arnoux; 
vous  pensez  que  ee  théorème  est  nouveau.  Il  me  semble  que  c'est 
une  erreur.  Dans  «  P.  Bachmann's  Niedeve  Zahlentheorie»  (pp.  83- 
84,  Nc  8),  on  donne  une  méthode  pour  la  solution  des  congruences 
simultanées,  Laquelle  me  paraît  contenir  implicitement  le  même 
principe  dette  méthode  est  due  à  Gauss,  mais  l'auteur  appelle 
l'attention  sni'  le  l'ait  qu'elle  a  été  connue  des  Chinois  il  va  bien 
des  siècles. 

Votre  bien  dévoué, 

K.  B.  Escott  (Ann  Arbor,  Mivh.i 

.le  remercie  M.  Escott  de  son  intéressant  renseignement.  Je 
croyais  la  proposition  nouvelle,  sans  en  être  sûr;  elle  est  en  tous 
cas  digne  de  remarque,  et  le  mérite  de  M.  Arnoux  reste  entier, 
car  il  est  permis  de  se  rencontrer  avec  Gauss,  et  aussi  avec  les 
mathématiciens  de  l'antiquité  chinoise.  C.  A.  L. 
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Le  mouvement  de  réforme  de  l'enseignement  mathématique 
en  Hollande. 

I.  La  plupart  des  professeurs  de  mathématiques  hollandais  ne 
s'occupent  guère  des  progrès  dans  l'enseignement  en  d'autres 
pays,  et  le  mouvement  concernant  l'introduction  de  notions  de 
calcul  différentiel  et  intégral  était  déjà  achevé  en  France,  et  en 
pleine  action  en  Allemagne,  en  Suisse,  et  en  Autriche,  avant  qu  il 
prît  naissance  en  Hollande. 

C'est  M.  Cikot,  professeur  à  l'Ecole  moyenne  quinquennale  a 
Bois-le-Duc,  qui  fit  connaître  les  changements  adoptés  en  Fiance 
et  l'état  de  la  question  en  Allemagne.  11  avait  suivi  le  mouvement 
dans  ces  deux  pays  depuis  bien  des  années,  et  il  avait  adopté  les 
idées  de  M.  Klein.  La  fondation  du  Wiskundig  Tijdschrift  Recueil 
Mathématique,  lui  donnait  l'occasion  de  publier  des  articles  sur  ce 
mouvement,  ainsi  que  des  comptes  rendus  de  conférences  de 
professeurs  allemands  et  autrichiens;  il  attira  aussi  l'attention  sur 
des  manuels  modernes  de  mathématiques.  Un  très  petit  nombre 
de  professeurs  s'allièrent  à  lui,  tandis  que  d'autres  se  déclaraient 
adversaires  résolus. 

La  réunion  annuelle  des  professeurs  des  écoles  moyennes  quin- 
quennales et  triennales  à  Almelo,  en  août  1905,  avait  créé  pour  la 
première  fois  une  section  mathématique  et,  c'est  là  que  commença 
le  mouvement  pour  introduire  jla  représentation  graphique  et  des 
notions  de  calcul  infinitésimal  dans  les  écoles  moyennes  quin- 
quennales. 

L'année  suivante,  au  mois  d'août  1906,  la  section  mathématique 
de  la  réunion  à  Alkmaar  était  très  fréquentée.  M.  Cikol  y  défendit 
L'introduction  des  dérivées  dans  l'enseignement  secondaire  et 
constata,  ce  (pic  du  reste  tout  le  monde  sait,  qu'on  fait  usage  du 
calcul  déguisé  dans  la  mécanique,  etc.  Il  fut  appuyé  par  M"   \\  is- 

TERVELD,  et  MM.  COELINGH,  StOEL,  \  Al.s,  VAN  DE  YVelL,  mais  com- 
battu par  d'autres  ;  quelques-uns,  effrayés  par  les  nouvelles  idées, 

restaient  hésitants,  et  quelques  antres  ne  voulaient  absolument 
pas  entendre  parler  de  changements  dans  l'enseignement.  Ceux-ci 
craignaient  (pie  cette  introduction  ne  fût  pas  une  amélioration 
et  ne  serait  qu'une  surcharge  de  travail  pour  les  élèves. 

De  ces  discussions-ci  et  d'autres,  il  ressortit  que  les  adversaires 
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n'étaient  pas  au  courant  du  mouvement  à  l'étranger;  ils  se  figu- 
raient que  les  partisans  de  M.  Klein  voulaient  faire  un  cours  de 
Sorbonne  à  l'Ecole  moyenne;  de  plus  ils  semblaient  ignorer  les 
applications  si  variées  du  calcul  infinitésimal  (pie  Ton  rencontre 
même  en  physiologie,  témoin  la  question  :  «  Qu'est-ce  cpie  ce 
calcul  peut  bien  faire  aux  étudiants  en  médecine?»  Cependant 
personne  ne  répondit  à  M.  Cikot  pour  expliquer  en  quoi  le  calcul 
déguisé  serait  plus  facile  et  prendrait  moins  de  temps  (pie  le 
calcul  méthodique. 

2.  —  Le  mouvement  mathématique  venait  à  un  moment  propice  : 
il  coïncidait  avec  un  autre  mouvement,  qui  avait  déjà  commencé 
quelques  années  auparavant.  Dans  le  sein  de  l'Association  des 
professeurs  hollandais  était  né  le  désir  d'opérer  un  changement 
complet  dans  les  écoles  quinquennales.  Depuis  la  fondation  de 
«■•s  écoles  en  1864, jusqu'à  présent,  tous  les  élèves  devaient  suivre 
le  même  cours.  Ils  entrent  a  l'âge  de  12  ou  13  ans  et  obtiennent  un 
diplôme  final  après  un  examen  devant  une  commission  de  pro- 
fesseurs de  toutes  les  écoles  de  leur  province. 

A  l'école  moyenne  les  mathématiques  jouent  un  grand  rôle. 
Comme  sans  doute  partout,  il  y  a  peu  d'élèves  qui  peuvent  suivre 
les  leçons  de  mathématiques  sans  peine  ;  beaucoup  ne  s'intéressent 
guère  à  ces  leçons  et  doivent  consacrer  bien  du  temps  à  ces  études, 
pour  ne  réussir  qu'à  demi;  d'autres  sont  totalement  incapables  de 
suivre  ces  leçons. 

On  avait  donc  proposé  de  diviser  le  cours  quinquennal  en  deux 
cycles  ;  le  premier  comprendrait  les  trois  premières  années,  à  la 
lin  desquelles  l'élève  pourrait  suivre  un  cours  de  deux  ans,  soit 
dans  une  section  A,  où  les  langues  vivantes  domineraient,  soit 
dans  une  section  IL  où  les  sciences  exactes  seraient  prépondé- 
rantes '. 

L'idée  fondamentale  de  celte  division  ('-tait  de  donner  aux  ('levés 
et  a  leurs  parents  l'occasion  de  constater  quelles  seraient  leurs 
études  de  prédilection. 

Lu  1907  on  venait  de  finir  les  préliminaires  sur  le  cours  de  la 
section  A.  et  on  allait  étudier  la  section  H.  Le  mouvement  mathé- 
matique naquit  donc  au  bon  moment. 

3.  —  Parmi  les  partisans  d'une  réforme,  il  y  en  avait  qui  préten- 
daient qu'il  serait  impossible  de  conduire  ii  bonne  fin  l'étude  des 
mathématiques  élémentaires,  y  compris  les  éléments  du  calcul 
infinitésimal,  en  moins  de  trois  ans.  Ils  demandaient  en  tout  un 
cours  de  six  ans  pour  l'école  moyenne,  afin  de  pouvoir  donner 
l'enseignement  d'une  manière  moins  pressée. 

L'Association  demanda  à  M.  Hebinga,  professeur  à  Harlem,  de 
faire  un  projet  de  cours  triennal,  et  à  MM.  Cikot  el  Vaes  un  projet 


1  I  ous  les  élèves  apprennent  les  langues  Française,  allemande  et  anglaise. 
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de  cours  biennal.  Une  première  conférence  eul  lieu  à  Utrecht  ; 
M.  Heringa  y  développa  ses  idées,  concernant  le  coins  triennal, 
qui  donnerait  une  introduction  an  calcul,  la  géométrie  analytique, 
y  compris  les  coniques,  etc.  MM.  Cikot  et  Yaks  présentèrent  un 
projet  pour  un  cours  biennal,  comprenant  une  introduction  au 
calcul,  suffisante  pour  les  problèmes  de  la  mécanique  élémen- 
taire et  de  la  physique.  Ils  voulaient  introduire  la  représentation 
graphique  dès  la  première  classe,  afin  de  familiariser  les  élèves 
avec  l'idée  de  fonction. 

On  voit  que  les  deux  programmes  comprenaient  le  calcul  des 
dérivées,  et  ne  différaient  que  par  les  autres  parties.  11  va  sans  dire 
que  le  projet  pour  deux  ans  comprenait  moins  de  matières  que 
celui  pour  trois  ans,  et  se  limitait  aux  choses  strictement  néces- 
saires. L'Association  des  professeurs  invita  quatre  professeurs 
(MM.  Coelingh,  Derksen,  Lindner  et  vax  de  Well),  à  bien  vouloir 
former  avec  MM.  Cikot  et  Yaks  une  commission  chargée  de  faire 
un  rapport  sur  les  deux  projets.  M.  Hkiuxca  était  gravement 
malade. 

Après  tleux  conférences  à  Utrecht  cette  commission  publia  son 
rapport,  comprenant  un  programme  pour  un  cours  de  deux  ans, 
et  un  autre  pour  un  cours  de  trois  ans,  la  moitié  des  membres 
n'étant  pas  convaincue  qu'il  serait  possible  de  traiter  les  choses 
en  deux  ans  sans  surcharger  le  programme.  Comme  la  première 
fois,  le  programme  pour  trois  ans  était  plus  étendu  que  celui  pour 
deux  ans. 

4.  —  MM.  Yaes  et  Van  de  "Weli.  avaient  déjà  introduit  dans  leur 
enseignement  les  éléments  du  calcul  des  dérivées,  et  pouvaient 
constater  que  ces  éléments  étaient  compris  plus  facilement  par 
les  élevés  que  certaines  parties  de  la  géométrie  et  de  la  méca- 
nique, et  tie  présentaient  pas  plus  de  difficultés  que  la  différen- 
ciation et  l'intégration  déguisées. 

M.  Vaes  publia  un  livre  intitulé  :  Graphische  Voorstellingen 
en  de  Beginselen  der  Diffèrentiaal-  en  Integraalrekening,  c'est-à- 
dire  :  «  La  représentation  graphique  et  les  (déments  du  calcul 
différentiel  et  intégral  ».  Son  ouvrage  parut  en  août  1907,  avant  la 
réunion  annuelle  de  l'Association,  tenue  à  Bergen-op-Zoom,  el 
qui  devait  examiner  l'introduction  de  la  représentation  graphique 
et  du  calcul  des  dérivées  dans  les  écoles  moyennes. 

Devant  une  assistance  peu  nombreuse  MM.  Cikot  et  Vaes  déve- 
loppèrent de  nouveau  leurs  idées,  el  rencontrèrent  les  mêmes  ad- 
versaires qu'à  Alkmaar.  La  section  exprima  unanimement  le  vœu 
que  la  représentation  graphique  soit  introduite  des  la  première 
classe,  et  (pie  l'on  en  tienne  compte  dans  l'enseignement,  du  com- 
mencement jusqu'à  la  fin. 

Par  cont  re  la  section  se  déclara  contre  le  calcul  des  dérivées  avec 
S  voix  conl  re  .">. 
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.").  —  Mais  les  deux  projets  devaient  encore  être  soumises  à 
l'approbation  de  l'Association  tout  entière,  dans  sa  réunion  an- 
nuelle de  1908,  à  Schiedam.  Entre  temps,  le  projet  de  MM.  Chcot 
et  Yaks  prit  une  forme  définitive  avec  la  collaboration  de  M.  Stoel, 
et  en  janvier  1(.)()S  on  demanda  l'avis  des  professeurs  de  mathéma- 
tiques, de  mécanique  et  de  physique,  au  moyen  d'un  questionnaire  : 

oui       non      blancs 

S  ils  se  déclaraient  pour  l'introduction 

du  calcul  dans  un  cours  triennal . 
ou     >r       »       »       biennal  . 
S  ils  préféraient  un  cours  triennal  avec 

le  calcul  

ou  un  cours  biennal  avec  le  calcul  . 
S  ils    prêteraient    un   cours    tr.    avec   le 

Calcul  

Ou  uu  cours  bi.  sans  le  calcul 

et    s'ils    étaient    pour    l'introduction    à 

l'école  dans  les  conditions  actuelles       13       50         1 

Le  résultat  est  mentionné  à  droite. 

Dans  la  réunion  annuelle  de  Schiedam,  la  discussion  porta 
principalement  sur  le  principe  de  l'introduction  des  notions  de 
calcul  infinitésimal  à  l'école  moyenne.  Mais  elle  ne  put  aboutir  et 
du  côté  des  professeurs  de  langues  d'histoire  et  de  géographie  on 
demanda  de  terminer  cette  affaire  pendant  la  réunion.  A  une  ma- 
jorité de  quelques  voix  on  décida  de  faire  un  plébiscite  qui  eut 
lieu  en  décembre  1908.  En  voici  le  résultat  : 

1"  Est-ce  que  vous  préférez  une  section  B 


47 

13 

4 

18 

'i5 

1 

44 

11 

9 

35 

6 

23 

blancs 
de  3  ans     ...         117 
de  2    »       ...       125 


21 


2°  Si  la  section  B  est  de  trois  ans,  est-ce  que  le  calcul  sera 

introduit  dans  le  cours   .      .  (>•">     | 

ou  sera  facultatif 41     |     KO 

on   ne  sera  pas  introduit       .      .        77     ' 

3°  Si  la  section  15  est  de  deux  ans 

est-ce  que  le  «aïeul  sera  introduit.     .  35 

ou  non      ....       155 

Ainsi  le  calcul  était  repoussé  sous  l'influence,  sans  doute  très 
grande,  des  professeurs  de  langues,  d'histoire  et   de  géographie. 

(>.  —  11  convient  d'ajouter  que  sur  L'initiative  du  ministère 
une  commission  étudie,  depuis  1904,  une  réforme  de  rensei- 
gnement   toul    entier,   depuis    les    écoles    primaires   jusqu'à    l'en- 
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seignemenl  universitaire,  el  comprenant  aussi  I  enseignement 
professionnel:  écoles  de  commerce,  écoles  d'agriculture,  écoles 
techniques,  etc.  La  commission  s'adjoignit  temporairement  une 
centaine  d'autres  membres  afin  de  former  des  sons-commissions 
pour  L'étude  des  différentes  branches,  dette  «  Ineenschakelîngs 
commissie  »  a  déjà  termine  ses  reunions  et  le  secrétaire  général  a 
établi  la  rédaction  définitive  du  rapport,  dont  une  partie  est  déjà 
sous  presse;. mais  on  n'en  connaît  pas  encore  le  contenu.  11  faut 
espérer  cpie  parmi  les  transformations  on  trouvera  l'introduction 
«les  premières  notions  de  calcul  infinitésimal  dans  l'enseignement 
secondaire  supérieur. 

Rotterdam,  mai  1909.  J.-F.   Vai  s. 


Association  suisse  des  professeurs  de  mathématiques. 
Berne,  mai  L909. 

L'Association  suisse  des  professeurs  de  mathématiques  a  tenu 
sa  10e  assemblée  à  Berne,  le  22  mai  1909,  sous  la  présidence  de 
M.  II.  Fehr.  L'ordre  du  jour  comprenait  une  conférence  de 
M.  Marcel  (iIîoss.maxx.  professeur  à  l'Ecole  polytechnique  fédérale 
de  Zurich,  des  communications  sur  la  Commission  internationale 
de  l'enseignement  mathématique  et  sur  la  publication  des  œuvres 
d-'Euler,  puis  une  partie  administrative. 

I. —  Dans  sa  conférence  Uebev  den  Aufbaù  der  Géométrie, 
M.  Grossmann  montre  avec  beaucoup  de  clarté  quelles  sont  les 
idées  fondamentales  sur  lesquelles  repose  le  développement 
de  la  géométrie.  Au  XIX1'  siècle  on  constate  qu'à  une  période 
de  fertiles  découvertes,  qui  ont  ouvert  à  la  science  des  horizons 
nouveaux,  a  suivi  une  période  d'examen  critique  des  principes  au- 
quel on  doit  un  approfondissement  inespéré  des  connaissances 
géométriques.  Le  commencement  de  cette  critique  remonte,  il  est 
vrai,  aux  premiers  commentateurs  d'Euclidé  et  a  conduit  à  la 
découverte  de  la  géométrie  non-euclidienne.  On  a  reconnu  la 
possibilité  de  trois  systèmes  géométriques,  dont  les  théorèmes 
s  énoncent  différemment,  mais  qui,  cependant,  restent  en  har- 
monie avec  l'expérience.  Or,  les  propriétés  descriptives  restant 
indépendantes  de  l'axiome  des  parallèles,  il  est  possible  de  fonder 
tout  d'abord  une  géométrie  de  position,  puis,  en  introduisant  les 
propriétés  métriques,  on  sera  conduit  aux  trois  systèmes  géomé- 
triques. 

Les  axiomes  de  relation  entre  points,  droites  et  plans  seront 
admis  dans  la  géométrie  projective  connue  des  postulats  ne  souf- 
flant aucune  exception.  Soient  A.  B,  C  et  I).  K.  h  les  points  de 
rencontre  d'une  droite  avec  les  côtés  d'un  quadrangle  complet, 
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on  a  alors  Q  A.  B,  C;  D,  E,  F  un  groupe  quad.rangulaire  d'après 
Veblen  et  Young  .  il  s'en  suit,  grâce  au  théorème  de  Desargues 
sur  les  triangles  perspectifs,  que  le  groupe  est  déterminé  par  cinq 
points.  En  particulier  le  groupe  s'appelle  harmonique,  quand 
B  =  K,  D  =  F;  il  est  alors  déterminé  par  trois  points.  Si  l'on 
ordonne  trois  points  d'une  droite  P0,  P,  et  1^  suivant  les  nombres 
0,  1.  ^  .  et  si  on  a  ordonne  les  points  P.r,  Py  suivant  les  nombres 
x  et  //,  les  opérations  de  l'addition  et  de  la  multiplication,  dans 
l'échelle  qui  en  résulte,  sont  alors  définies  par  les  relations  : 

'QiPx,P.,-,P,:  PzdyP.r+//) 
et 

Q(Po,Px,Pi;   P^.P.y.P*.,/)  • 

Ces  opérations  sont  univoques  et,  comme  on  peut  le  montrer 
par  les  axiomes  de  relation,  les  propriétés  associative,  distri- 
butive  et  commutative  pour  l'addition  existent,  tandis  que  pour  la 
multiplication,  la  propriété  commutative  n'existe  que  si  le  théorème 
fondamental  de  la  projectivité  est  satisfait.  Mais  ce  théorème  n'est 
démontrable  que  si  l'on  introduit  des  postulats  sur  l'ordre  des 
points  sur  la  droite  ainsi  que  sur  la  continuité.  Par  cela  les  prin- 
cipes fondamentaux  de  la  géométrie  projective  sont  développés. 

Si  l'on  introduit  comme  propriété  métrique  primitive,  celle  de 
la  perpendicularité  des  plans,  et  que  l'on  admette  comme  postulats 
ses  principales  propriétés,  on  pourra  obtenir  la  géométrie  métri- 
que et  arriver  aux  trois  systèmes  différents  de  géométrie. 

2.  —  Commission  internationale  de  l'enseignement  mathémati- 
que.—  M.  II.  Fehiî  donne  d'abord  un  aperçu  rapide  de  l'état  actuel 
des  travaux  préparatoires  de  la  Commission  et  de  quelques  sous- 
commissions,  puis  il  expose  le  plan  de  travail  adopté  par  la  sous- 
commission  suisse.  Dans  une  première  étape  celle-ci  fera  son  en- 
quête séparément  et  simultanément  pour  les  cinq  groupes  d'éta- 
blissements prévus  par  le  «  Rapport  préliminaire  ». 

a  Ecoles  primaires,  élémentaires  et  supérieures;  écoles  com- 
plémentaires  Fortbildungsschulen). 

lu  Ecoles  moyennes  ou  secondaires  supérieures  gymnases, 
écoles  réaies,  etc.  . 

c)  Ecoles  professionnelles  moyennes  (écoles  de  mécanique, 
écoles  des  ail  s  industriels,  technicum,  écoles  de  commerce  ou 
d'administration,  écoles  d'agriculture.,  etc.  . 

ri)  Ecoles  normales  pour  les  divers  enseignements  séminaires 
de  maîtres,  etc.). 

c    Ecoles  supérieures  :  Universités  el  Ecoles  polytechniques. 

Pour  chacun  de  ces  groupes  l'étude  portera  d'abord  sur  les 
(|iicsl  ions  suivantes  : 

I.  Organisation   des   écoles   et    leurs   rapports   avec  les   autres 
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établissements.  —  II.  But  et  plan  des  études  mathématiques  ma- 
thématiques pures  et  appliquées  .  —  III.  But  e1  organisation  des 
examens.  —  Dans  une  2'  étape  la  sous-commission  abordera  les 
deux  questions  suivantes,  d'une  importance  capitale:  IV.  Les  mé- 
thodes d'enseignement.  —  V.  La  préparation  des  maîtres  de  ma- 
thématiques. 

Elle  compte  les  soumettre  préalablement  à  une  discussion  aussi 
Large  (pie  possible  dans  les  Conférences  de  maîtres  des  principaux 
établissements,  dans  les  réunions  de  professeurs  et  dans  les  revues 
pédagogiques  et  scientifiques. 

3. —  Publication  des  œuvres  d'Euler.  —  Le  président  informe 
l'assemblée  (pie  la  question  de  la  publication  des  oeuvres  d'Euler 
est  en  très  bonne  voie,  grâce  à  l'activité  de  la  Commission  et  tout 
particulièrement  de  son  président  M.  le  prof.  F.  Rudio.  11  est 
évidemment  fort  regrettable  que  des  difficultés  d'ordre  matériel 
aient  empêché  la  Commission  d'accepter  l'idée  d'accompagner  les 
mémoires  importants  parus  en  latin  de  leur  traduction  dans  une 
langue  moderne,  en  publiant  le  texte  sur  deux  colonnes,  les  for- 
mules étant  placées  au  milieu.  Les  ouvrages  les  plus  importants 
possèdent  du  reste  déjà  une  ou  plusieurs  traductions,  et  la  Collec- 
tion Ostwald's  Klassiker  continuera  sans  doute  à  publier  de  nou- 
velles traductions  de  mémoires  particulièrement  importants. 

La  souscription  en  faveur  du  fonds  Euler  a  déjà  réuni  d'impor- 
tantes sommes.  Ainsi,  pour  ne  parler  que  de  la  Suisse,  dans  la 
seule  Ville  de  Zurich,  les  sommes  souscrites  se  montent  à  près  de 
40,000  fr.  La  plupart  des  membres  de  l'Association  s'étant  déjà 
engagés  personnellement,  la  proposition  de  prélever  une  cotisa- 
tion supplémentaire  facultative  est  écartée,  mais  l'assemblée  tient 
à  participer  au  fonds  Euler  en  tant  que  société  et  vote  à  l'unani- 
mité une  allocation  de  100  fr.,  la  plus  grande  partie  de  son  solde 
disponible. 

4.  —  Séance  administrative.  Elle  est  consacrée  à  un  premier 
débat  sur  une  modification  du  règlement  tendant  à  introduire  le 
principe  de  tenir  la  réunion  annuelle  d'automne  en  même  temps 
que  la  Société  suisse  des  professeurs  de  Gymnases.  La  question 
sera  reprise  dans  la  prochaine  assemblée  qui  aura  lieu  à  Soleure 
au  commencement   d'octobre. 

Pour  la  publication  des  œuvres  d'Euler. 

Les  travaux  préparatoires  en  vue  de  la  publication  des  œuvres 

d'Euler  se  poursuivent  d'une  manière  très  active  sous  la  direction 
de  M.  F.  Rudio,  professeur  ;i  l'Ecole  polytechnique  fédérale  de 
Zurich  et  président  de  la  Commission.  L'appel  que  celle-ci  a  lancé 
en  faveur  d'une  souscription  /lest  i  née  à  assurer  les  frais  généraux 
de  la  publication   a  reçu  le  meilleur  accueil,  non   seulement  (liez 

L'Enseignement  mathém.,  11*  année  ;  1909.  20 
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les  mathématiciens,  mais  chez  tous  les  amis  de  la  science.  Les 
souscriptions  aux  œuvres  complètes  sonl  déjà  très  nombreuses. 
On  sait  que  la  publication  comprendra  environ  M)  volumes  à 
25  IV.  L'Académie  des  Sciences  de  Paris  a  donné  un  fort  bel 
exemple  en  souscrivant  pour  quarante  exemplaires;  l'Académie  de 
Saint-Pétersbourg  a  souscrit  pour  un  même  nombre  d'exemplaires 
en  ajoutant  5000  lianes  an  tonds  des  trais  généraux.  D'antres 
grandes  Académies  suivront  sons  peu.  Quant  aux  bibliothèques 
un  bon  nombre  d'entre  elles  ont  déjà  annoncé  leur  inscription 
pour  un  exemplaire., -On  ne  saurait  assez  engager  tons  les  mathé- 
maticiens de  taire  personnellement  des  démarches  auprès  des 
principales  bibliothèques  de  leur  pays  pour  qu'elles  souscrivent 
des  maintenant  aux  œuvres  complètes  d'Eùler1. 

Cet  accueil  enthousiaste  est  un  précieux  encouragement  pour 
la  Commission,  qui  a  devant  elle  un  travail  considérable.  Le  projet 
de  la  publication  comporte  encore  d'importants  points  qui  devront 
être  précisés  avec  soin  avant  que  la  Société  helvétique  des  Sciences 
ne  donne  son  vote  définitif.  Mais  il  est  hors  de  doute  aujourd'hui 
(pie  le  projet  ne  tardera  pas  à  être  mis  en  exécution,  car,  dans  les 
conditions  actuelles  des  plus  rassurantes,  il  sera  facile  d'obtenir 
le  concours  de  l'un  des  grands  éditeurs  d'ouvrages  mathématiques 
pour  tout  ce  qui  est  de  la  partie  matérielle  de  la  publication. 

IL  Feu  h. 

Nouvelles  diverses.  —  Nominations  et  distinctions. 

Allemagne.  —  Hermann  Minkowski.  La  Société  scientifique 
de  Gœttingue  a  tenu  à  honorer  la  mémoire  de  Minkowski  en  con- 
sacrant une  séance  à  l'illustre  mathématicien  enlevé  si  prématu- 
rément à  la  science.  Après  avoir  retracé  la  vie  de  Minkowski. 
M.  le  Prof.  D.  Hn.iiKiîT  a  donné  un  exposé  fort  remarquable  de 
l'œuvre  si  profonde  du  savant.  Nous  tenons  à  signaler  ici  cette 
belle  étude  qui  n'embrasse  pas  moins  de  trente  pages.des  Nach- 
richten  >/<-/■  A.  Geseltschaft  der  Wissenschaften  ://  Gôttingen  I'.nki, 
lleft  1  .  —  La  maison  Teubner  vient  de  publier  la  conférence 
Raum  und  Zeit  présentée  par  Minkowski  le  "21  septembre  1908,  a 
Cologne;  elle  y  a  joint  un  très  bon  portrait  de  l'auteur  et  une 
courte  préface  de  M.  G-ctzmer. 

Angleterre.  M.  II. -P.  Newall,  P.  IL  S.,  directeur  adjoint 
de  l'Observatoire  de  Cambridge,  a  été  nomme  a  la  chaire  d'Astro- 
nomie physique.  Il  était  depuis  longtemps  collaborateur  au  Labo- 
ratoire (  .a\  endish. 

M.  T.-.P  l'a  BltOMWICH  a  été  nomme  lecturer  professeur  ad- 
joint   a  l'Université  de  Cambridge. 


1  Un  bulletin  de  sou  si  riplion  >■-!  encarté  dans  le  présenl  fascicule. 
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M.  A. -II.  Forsyth  h  sir  George  Greenhill  oui  été  nommés 
associes  étrangers  du  Reale  Istitute  Vreneto. 

lit -l^i(|ii«'.  MM.    Delvosal  ri   Somville  ont  été  nommes 

astronomes  a  l'Observatoire  royal  *  I  «  ■  Belgique.- 

M.  C.-E.  \\  \s  11.1:1. s  a  été  nommé  professeur  extraordinaire  de 
Mécanique  rationnelle  à  l'Université  de  ('.and. 

Etats-Unis*  —  Un  comité  a  été  constitué  avec  la  mission 
d'élaborer  un  Précis  ou  résumé  de  géométrie  {Syllabus  ofGeo- 
metry)  pour  les  écoles  secondaires.  11  a  été  nommé  par  le  Conseil 
de  la  Fédération  américaine  des  Maîtres  de  Sciences  mathéma- 
tiques et  naturelles,  avec  le  concours  de  la  Section  mathématique 
du  Département  de  l'éducation  secondaire  et  de  l'Association  na- 
tionale d'éducation.  Ce  comité  est  composé  de  MM.  les  Prof. 
II. -K.  Si. u<;iit,  président  :  C.-L.  Bouton,  F.  Cajori,  H.-E.  Hawkes, 
E.-R.  Hedrick,  H.-L.  Reitz,  D.-E.  Smith;  MM.  Wm.  Betz,  K.- 
!..  Biîown.  W.-B.  Carpenter,  W.-.W.  Hart,  F.-K.  Newton,  E.- 
R.  Smith,  R.-L.  Short,  et  M11'  Mabel  Svkks. 

Les  applications  dans  l'enseignement  mathématique'.  —  Les  pro- 
fesseurs américains  estiment  avec  raison  que  l'école  moyenne  ne 
doit  pas  seulement  se  borner  à  fournir  un  exposé  rationnel 
des  éléments  d'Algèbre  et  de  Géométrie,  considérés  au  point  de 
vue  purement  théorique,  mais  qu'elle  doit  aussi  montrer  aux 
élevés  quelles  sont  les  applications  usuelles  aux  problèmes  si 
multiples  des  sciences  techniques  et  industrielles.  Il  va  donc  un 
réel  intérêt  à  grouper  ces  problèmes  et  a  les  faire  connaître  aux 
maîtres  de  l'enseignement  secondaire.  Un  comité  a  été  constitué 
à  cet  effet  par  la  Section  mathématique  «le  l'Association  centrale 
des  professeurs  de  sciences  mathématiques;  il  est  composé  de 
MM.  James-F.  Mu. lis,  président,  Francis-W.  Parker  School,  Chi- 
cago; J.-V.  Coi. uns,  State  Normal  .School,  Stevens  Point.  Wis.; 
C.-I.  Palmer,  Armour  Institute,  Chicago;  E.  Fiske  Allen,  Tea- 
chers  Collège,  New-York;  A. -A.  Dodd,  Manual  Training  High 
School,  Kansas  City,  Mo. 

Le  Comité  vient  de  lancer  une  circulaire  dans  laquelle  il  invite 
les  professeurs  de  mathématiques  pures  ou  appliquées  ainsi  que 
les  praticiens,  à  lui  faire  connaître  les  applications  simples  qui 
peuvent  être  abordées  à  l'école.  Les  indications  bibliographiques 
concernant  les  manuels  on  publications  renfermant  des  problèmes 
d'ordre  pratique  seront  également  les  bienvenues.  Les  lecteurs  de 
cette  Revue  pourront  les  adresser  a  notre  collaborateur  M.  J.-V. 
Collins   a  l'adresse  ci-dessus  . 

Nous  saisissons  cette  occasion  pour  signaler   un    lîeciieil    récent 

(h- M.  Collins.  intitulé'  P radical  Elementary  Algebra1  et  renfer- 
mant un  grand  nombre  d'exercices  de  calcul  algébrique  et  de  pro- 
blèmes d'ordre  théorique  e1  pratique. 


1   vn 1.  in-16,  cart.,  240  p.,  American  Book  Comp.,  Chicago 
L'Enseignement  math. 111..  Il*  année;  1909. 
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Nominations.  —  MM.  Maxime  Bocher,  de  l'Université  Harvard, 
et  Oscar  Bolza,  de  l'Université  de  Chicago,  ont  été  nommés 
membres  de  L'Académie  nationale  des  Sciences  à  Washington. 

Ont  été  nommés  professeurs  adjoints  :  MM.  G. -H.  Likg,  à  l'Uni- 
versité  Columbia,  à  New- York  ;  C.-L.-E.  Moobe,  à  L'Institut 
technologique  de  Massachusetts,  à  Boston;  11. -Cl.  Morexo  et. 
S.-I).  Townléy,  à  l'Université  Standford;  A.-L.  Underhill,  à 
l'Université  «le  Minnesota. 

France*  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  —  Le  Conseil  de 
L'Université  de  Paris  vient  de  publier  son  rapport  annuel  sur 
L'année  scolaire  1907-1908.  La  Faculté  «les  Sciences  a  compté 
2052  étudiants,  dont  537  étrangers;  elle  a  délivré  or>7  certificats 
d'études  supérieures.  Les  certificats  concernant  les  mathéma- 
tiques se  répartissent  de  la  manière  suivante: 

Mathématiques  générales,  130;  Mécanique  rationnelle,  '.Y.);  Cal- 
cul différentiel  et  intégral,  37;  Mécanique  physique  et  expérimen- 
tale. 22;  Astronomie,  15;  Géométrie  supérieure,  14;  Analyse  su- 
périeure, 10;  Physique  mathématique.  8. 

La  Sorbonne  a  conféré  36  titres  de  doctorat  d'Etat,  dont  4  pour 
les  sciences  mathématiques,  12  pour  les  sciences  physiques  et 
20  pour  les  sciences  naturelles. 

La  Faculté  des  Sciences  comprend  .'îl  professeurs  titulaires, 
(.)  professeurs  adjoints,  J2  chargés  de  cours  et  11  maîtres  de  confé- 
rences. 

Aviation.  Ecole  supérieure  d'aéronautique  de  Paris.  —  11  vient 
de  se  constituer  à  Paris  un  groupement  dans  le  but  de  créer  un 
cours  supérieur  technique  d'aviation  et  d'aérostation,  destiné  à 
former  des  ingénieurs  pour  la  construction  du  matériel  aéronau- 
tique. Comme  pour  l'école  supérieure  d'électricité,  les  élèves 
seront  recrutés  parmi  les  licenciés  es  sciences,  les  élèves  des 
grandes  écoles  et  par  concours.  L'école  sera  dirigée  par  le  com- 
mandant du  génie  Roche,  qui  a  pris  L'initiative  de  cette  création  ; 
les  coins  dîneront  une  année.  D'après  la  Revue  scientifique,  le 
conseil  de  perfectionnement  de  l'école  sera  présidé  par  M.  DoUMER  ; 
MM.  Appell,  Grn. i. vin  et  Renaud  ont  été  désignés  comme  vice- 
présidents. 

Institut  aérotechnique.  —  On  annonce  d'autre  part  que  le  Con- 
seil de  L'Université  de  Paris  a  accepté,  de  M.  Henry  Deutsch,  une 
donation  île  500,000  IV.  et  une  subvention  annuelle  de  15,000  IV. 
pour  la  création  d'un  Institut  aèrotechnique,  et,  de  M.  Zakaroff, 
un  don  de  Ton. oiH)  IV.  pour  la  fondation  d'une  chaire  d'aviation  à 
la  Faculté  des  Sciences. 

M.  G.  Darboux  a  été  nommé  associe  et  ranger  du  Beale  Istitute 
Veneto  el  M.  b.  Picard  membre  étranger  de  la  Royal  Society  de 

Londres. 

Hollande.  —  M.   F.  Sun  h.   professeur  à  l'Université  tech- 
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nique  de  Délit,  a  été  Dominé  professeur  d'analyse  à  l'Université 
de  Groningue,  en  remplacement  de  M.  F.  de  Boer,  décédé.  Il  a  été 
remplacé  par  M.  T. -A.  Baiskai,  professeur  aux  écoles  moyennes 
d'Amsterdam. 

M.  K.-F.  van  der  Sande  Bakhuyzen  a  été  nommé  professeur 
d'Astronomie  et  directeur  de  l'Observatoire  de  Leyde. 

M.  \Y.  «le  Sitter  a  été  nomme  professeur  d'Astronomie  théo- 
rique à  L'Université  de  Leyde. 

Italie.  —  Le  Prix  royal  pour  les  mathématiques  de  L'Académie 
dei  Lincei  10,000  fr.)  a  été  partagé  entre  M.  F.  Eniuques,  de  l'Uni- 
versité de  Bologne,  et  M.  T.  Levi-Civita,  de  l'Université  de  Padoue. 

M.  A.  Capelli,  professeur  à  l'Université  de  Naples,  a  été  nommé 
membre  correspondant  du  Reale  Istitute  Veneto. 

M.  G.  Loiîia,  professeur  à  l'Université  de  Gènes,  a  été  nommé 
membre  correspondant  de  la  Société  mathématique  de  Karkow  et 
membre  honoraire  de  la  Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Privat-docents.  —  Ont  été  admis  en  qualité  de  privat-docents  : 
M.  A.  Alessio,  pour  .la  Géodésie,  à  l'Université  de  Padoue; 
M.  R.  Torelli,  pour  la  Géométrie  projective  et  descriptive,  à 
L'Université  de  Pise. 

Suisse.  —  Université  de  Genève.  —  La  famille  de  M.  Edouard 
Gaxs,  ancien  étudiant  de  la  Faculté  des  sciences,  décédé  à  Genève 
le  28  mars  dernier,  a  fait  don  à  L'Université  d'une  somme  de  5000 
francs  dont  les  intérêts  serviront  à  un  prix  triennal  de  mathéma- 
tiques pures.  Ce  prix,  dont  le  montant  est  de  500  francs,  sera  dé- 
cerné à  partir  de  1912  ;  il  ne  pourra  être  décerné  qu'à  des  person- 
nes de  nationalité  suisse,  graduées  de  la  Faculté  des  sciences 
dans  les  cinq  ans  précédant  le  concours.  Jusqu'ici  L'Université  de 
Genève  ne  possédait  pas  de  prix  de  mathématiques  ;  cette  lacune 
vient  d'être  comblée,  grâce  à  ce  généreux  don,  qui  a  été  accepté 
avec  reconnaissance  par  l'Université. 

—  M.  Einstein,  Drphil.,  ingénieur  diplômé  de  l'Ecole  polytech- 
nique fédérale,  a  été  nommé  professeur  extraordinaire  de  physi- 
que  mathématique  à  L'Université  de  Zurich. 

Nécrologie. 

A.  Faifofer.  —  Nous  apprenons  avec  regret  la  mort  du  profes- 
seur M.  Aurelien  Faifofer,  survenue  le  Ier mars  dernier,  à  Venise, 
où  il  professait  depuis  plus  de  quarante  ans  les  mathématiques 
au  Lycée  Marco  Foscarini.  Il  était  né  le  \  août  L843  et  avail  lait 
ses  «'Indes  à  L'Université  «le  Padoue.  Faifofer  est  L'auteur  d'un  re- 
marquable trait»''  de  géométrie,  dont  il  existe,  comme  on  sait, 
une  traduction  française. 

A.  Herzog.  —  L'Ecole  polytechnique  fédérale  «le  Zurich  vient 
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de  perdre  l'un  de  ses  meilleurs  professeurs  en  la  personne  de  M. 
Albin  Hbrzog,  décédé  subitement  le  13  juin  dernier.  Né  le  36  octo- 
bre 1852,  à  Hombourg  Suisse  .  Herzog  était  ancien  élève  de  l'Ecole 
polytechnique  de  Zurich  et  fut  nommé  professeur  de  mécanique 
technique  déjà  en  1877.  C'était  une  des  figures  les  plus  populaires 
de  l'Ecole,  où  ses  leçons  étaient  un  modèle  de  précision  et  de 
clarté.  Tout  en  consacrant  le  meilleur  de  ses  forces  à  son  ensei- 
gnement, il  poursuivait  des  travaux  scientifiques  d'un  grand  inté- 
rêt dans  le  domaine  de  la  mécanique.  M.  Herzog  a  été  directeur 
de  l'Ecole  polytechnique  de  1895  à  1899.  H.  Fehr. 

—  M.  O.  Biermann,  professeur  à  l'Ecole   technique  supérieure 
de  Briïnn,  est  décédé  le  28  avril  1909,  à  l'âge  de  51  ans. 

—  M.  P.  Muth  est  mort  le  30  avril  1909,  à  Osthofen    liesse  rhé- 
nane .  a  l'âge  de  48  ans. 
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Programme  du  Cours  de  Calcul  graphique  et  Nomographie 

Professé  à  l'Ecole  des  Fonts  et  Chaussées 
par  M.  Maurice  d'OcAcxE,  à  Paris. 

Ce  programme  m'étant  demandé  de  temps  en  temps  et  n'ayant, 
au  reste,  jamais  été  imprimé,  je  crois  ne  pouvoir  mieux  faire  que 
de  le  donner  ici  in  extenso  de  façon  à  y  renvoyer,  le  cas  échéant, 
ceux  que  le  sujet  intéresse. 

Sous  sa  forme  actuelle,  qui  se  conserve  d'une  année  à  l'autre  a 
quelques  variantes  de  détail  près  notamment  en  ce  qui  concerne 
les  exemples  d'application  que  je  renouvelle  on  partie  chaque 
année  .  ce  cours  date  de  cinq  ans.  En  1907,  je  lui  ai  donné  une 
plus  grande  extension  sous  forme  d'un  cours  libre  professé  à  la 
Soi  bon  ne  et  qui  a  donné  naissance  à  un  volume  :  Calcul  gra- 
phique cl  Nomographie  paru  en  1008  dans  Y  Encyclopédie  scienti- 
fique Paris;  Doin.  éditeur  .  Le  texte  de  mes  leçons  de  l'Ecole  des 
Ponts  el  Chaussées  est  extrait  de  ce  volume  aux  paragraphes  du- 
quel renvoienl  les  numéros  donnés  entre  parenthèses  a  la  suite 
il<-  chaque  article. 

/rc  leçon.  —  Oui  et  caractères  généraux  «lu  Calcul  graphique  el  de  la 
Nomographie.  —  Rappel  de  notions  «le  Géométrie  analytique  :   Emploi  des 
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coordonnées  parallèles;   principes  de  dualité  et  d'homographie  (résumé  de 

1  avant-propos  ;   Dos  -,    't.   5,   6) 

.''  leçon.  —  Représentation  graphique  des  polynômes  du  premier  degré. 
—  Résolution  'les  systèmes  d'équations  linéaires  (nos  7  à  13;  ->'  cas  du 
n"  15). 

3e  leçon.  —  Représentation  dés  polynômes  de  degré  quelconque  par  des 
orthogoues.  —  Méthode  de  Lill  pour  la  résolution  des  équations  «le  degré 
quelconque.  —  Construction  des  paraboles  représentatives  des  polynômes 
au  moyen  de  la  transformation  par  l'abscisse.  —  Interpolation  graphique 
|n°s  17  à  21). 

'/''  leçon.  —  Intégration  graphique.  Propriétés  fondamentales  de  la  courbe 
intégrale.  —  Courbes  intégrales  des  divers  ordres.  —  Tangente  à  la  courbe 
intégrale.  —  Principe  de  l'intégraphe  (nos  23  à  26). 

5e  leçon.  —  Centres  d'ordonnée  et  d'abscisse  moyenne.  —  Leur  détermi- 
nation dans  le  cas  des  paraboles  du  3e  ordre.  —  Méthode  d'intégration  gra- 
phique approchée  de  Massau  par  polygones  inscrits  et  circonscrits  (nos  28 
à  31). 

6e  leçon.  —  Intégrales  de  zones  quelconques.  —  Changement  de  ligne  «h; 
repère  et  de  pôle.  —  Transformation  homologique  générale  des  intégrales 
(nos  32  à  34) 

7e  leçon.  —  Intégrales  des  divers  ordres.  Détermination  des  constantes 
arbitraires.  —  Longueurs  et  moments  des  arcs  de  courbes.  . —  Equations 
différentielles  du  premier  ordre.   Principe  des  isoclines  (nos  35,  36,   il  à  43). 

v  leçon.  —  Xomographie.  Echelles  fonctionnelles.  Etalons  de  graduation. 
Transformation  et  projection  des  échelles.  —  Abaques  cartésiens  In""  '>'< 
à  50 1. 

.'»'  leçon.  —  Principe  de  l'anamorphose.  —  Echelles  binaires.  —  Systèmes 
condensés.  —  Abaques  hexagonaux  (nos  52,  53,  56,  58  à  60» . 

i0e  leçon.  —  Méthode  des  points  alignés.  Principes  généraux.  —  Trans- 
formation homographique  . générale.  —  Réseaux  de  points  à  deux  cotes 
m-  61,  62,  64,  65). 

11e  leçon.  —  Nomogrammes  à  points  alignés  dans  le  cas  de  trois  échelles 
rectilignes  '  in—  66,  67). 

12e  leçon.  —  Nomogrammes  à  points  alignés  dans  le  cas  d'une  échelle 
curviligne  et  dans  le  cas  d'un  réseau  de  points  à  deux  cotes.  —  Résolution 
nomographique  des  équations  algébriques  m0*  71,  73). 

/,''  leçon.  —  Nomogramme  à  double  alignement,  à  charnière  rectiligne 
(n-  81,  82). 

/'/''  leçon.  —  Notions  simples  sur  l'emploi  des  éléments  cotés  mobiles.  — 
Echelles  glissantes  :  règles  à  calcul.  —  Echelles  tournantes.  —  Echelles 
orientées  :  nomogrammes  à  images  logarithmiques  (nos  9'i  à  98). 

Pour  le  cas  où  l'on  s'étonnerait  de  ne  pas  rencontrer  dans  ce  programme 
les  éléments  de  la  Statique  graphique,  nous  ajouterons  qu'à  l'Ecole  des 
Ponts  et  Chaussées  ils  font   partie  du   programme  du  Cours  'le  Mécanique. 


1  J'ai,  cette  année,  donné  comme  application  la  construction  des  nomogrammes  pour  le 
calcul  des  profils  en  remblai  et  en  déblai,  décrits  dans  me-  Leçons  </•  Topomitrit  Paris, 
Ganthier-Villars,  1904),  |>.  176  à   1*-' 
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Cours   universitaires 


ETATS-UNIS  D'AMÉRIQUE 

Cours  annoncés  pour  l'année  universitaire  1908-1909. 

Dniversity  of  Chicago  (summer  quarter,   June  21  to  September  3,    1909). 

—  Prof.  E.  H.  Moore  :  General  analysis,  4  h;  Synlhetic  geometry,  'i  ;  Gra- 
phical  algebra,  i  ;  ail  first  terra.  —  Prof.  L.  E.  Dickson  :  Theory  of  numbers, 
4  ;  Solid  analytic  geometry,  5.  —  Prof.  J.  W.  A.  Young  :  Critieal  review  of 
secondary  mathematics,  '*:  Limils  and  séries,  i.  —  Prof.  .1.  B.  Sh.vw  : 
Elliptic  intégrais  and  Fourier  séries,  4  ;  Collège  algebra,  5  ;  ïrigonometry,  '>. 

—  Prof.  O.  D.  Kellogg:  Theory  of  fonctions  of  a  complex  variable,  4  ;  Inté- 
gral calculus,  5  ;  Analytic  geometry,  5.  —  Dr.  A.  C.  Lunn  :  Vector  analysis.  'i  : 
Differential  calculus,  5.  —  Prof.  K.  Laves  :  Analytic  mechanics,  't.  —  Dr.  W. 
D.  Mac  Millan  :  Introduction  to  celestial  mechanics,  5, 

Columbia  University  :  New-York.  —  Prof.  T.  S.  Fiske:  Advanced  cal- 
culus. Introduction  to  the  theory  of  functions  of  a  real  variable,  3  ;  Theory 
of  functions  of  a  complex  variable,  3.  —  Prof.  F.  N.  Cole  :  Theory  of  groups, 
3  ;  Theory  of  invariants,  3.  —  Prof.  James  Maclay  :  Application  of  the  cal- 
culus to  the  theory  ot  surfaces,  3.  —  Prof.  D.  E.  Smith  :  History  of  mathe- 
matics, 2.  —  Prof.  C.  J.  Keyser  :  General  theory  of  assemblages,  3:  Modem 
théories  ou  geometry,  2.  —  Prof.  H.  B.  Mitchell  :  Geometiical  analysis.    3. 

—  Prof.  Edward  Kasner  :  Geometry  ofdynamical  Systems,  2  ;  Contact  trans- 
formations and  applications,  2.  —  Prof.  G.  H.  Li.ng  :  Theory  of  numbers,  3; 
Modem   higher  algebra,  3. 

Cornell  Dniversity;  Ithaca,  New-York.  —  Prof.  J.  MgMahon  :  Vector 
analysis.  2;  Applications  of  vector  fields,  2;  Theory  of  probabilities,  2. — 
Prof.   J.   H.  Tanner  :   Teachers    course  (assisted  by  Dr.    F.    W.  Owens),   3. 

—  Prof.  J.  I.  Hutchinson  :  Differential  geometry,  3  (first  terni).  —  Prof.  V. 
Snydek  :  Algebraic  curves,  3.  —  Prof.  W.  B.  Fite  :  Theory  of  functions  of 
a  real  variable,  2.  —  Dr.  F.  R.  Sharpe  :  Introduction  to  mathematical  physics,  3. 

—  Dr.  A.  Ramm  :  Algebra,  3  (first  term).  —  Dr.  D.  C.  Gillespie  :  Séries, 
3  (first  term);  Linear  differential  équations,  3  (second  term).  —  Dr.  C.  F. 
Craig  :  Analytic  geometry,  3.  —  Dr.  F.  W.  Owens  :  Differential  équations,  2. 
— ■  Mr.  J.  V.   McKi.i.vey  :  Projective  geometry,  3. 

Harvard  University,  Cambridge,  Mass. —  Each  course  is  three  hours  per 
week.  —  Prof.  W.  E.  IJyerly  :  Introduction  to  modem  geometry  and  modem 
algebra;  Advanced  calculus;   Trigonométrie  séries  (with  Professor  Peirce). 

—  Prof.  W.  F.  Osgood  :  Theory  of  functions,  I  ;  Linear  differential  équations. 

—  Prof.  C  E.  BOUTON  :  Theory  of  numbers  (first  half  yearl  ;  Elemenlaiy 
differential  équations  (second  halfyear)  :  Géométrie  transformations.  —  Prof. 
J.  K.  Whittemobe  :    Differential  geometry  of  curves   and  surfaces  (firsl  half 

,  .n  Properties  of  polynomials  and  invariants  (second  halfyear);  Celestial 
mechanics  (first   half  yearl.  —  Prof.  J.  L.  Coolidgi:  :   Probabilil y  .  Algebraic 
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plane  curves.    —   1*  lot.    E.    V.    HuNTINGTON  :    K  n  tu  i  ,i  in  in  I  al   concepts    of  niallie- 

malics  (second   hait'  year).  —  Dr.  II.  N.  Davis:    Eléments  ol   mechanics. 
Mr.  <i.  C.  Evans-  Vector  analysis  and  quaternions.   Courses  of  reading  and 
research  are  offered   by   Professors  Byerly.   Osgood,   Bouton,   Whittemore 

and  Coolidge.    A   seminary  in  g netry   will   l>e  conducted   by  Professors 

Bouton,  Whittemore  and  Coolidge. 

Johns  Hopkins  University;  Baltimore.  —  Prof.  K.  Morley  :  Higher  geo- 
metry,  2;  Theory  of  functions.  2  (first  half  year)  ;  Vector  analysis,  2  (second 
half  year).  —  Dr.  A.  Cohen:  Differential  équations.  -:  Elementary  iheory 
of  functions,  2.  —  Dr.  A.  B  Coble :  Theory  ofgroups,  2;  Theory  of  proba- 
bilities,  2  (firsl  half  year). 

University  of  Illinois  ;  Urbana,  /II.  AI  courses  are  :>  h  a.  week.) — Prof. 
S.  W.  Shattuck  :  Dilferenlial  équations  iliisi  semester)  ;  caiculus  of  varia- 
tions (second  semester).  —  Prof.  E.  J.  Townsend  :  Theory  of  functions  of  a 
complète  variable. —  Prof.  <i.  A.  Millek  :  Theory  of  groups  (second  course). 

—  Prof.  E.  J.  Wilczykski  :  Projective  differential  geomètry.  —  Prof.  M.  L. 
Rietz:  Theory  of  statistics.  —  Prof.  C.  N.  Hakkiks  :  Fourier  séries-,  ad- 
vanced  caiculus.  —  Prof   J.  W.   Young  :  Theory  of  automorphic   functions. 

—  Dr.  C  H.  Sisam  :  Théorie  of  invariants  and  higher  plane  curves.  —  Dr.  A. 
B.  Crathor.vk  :  Partial  differential  équations  of  physics.  —  Prof.  Young  or 
Dr.  R.  L.  Bouger  :  Projective  geomètry  and  linear  transformations. 

Indiana  University  ;  Blominglon.  —  S.  C.  Davisson  :  Theory  of 
surfaces,  •>  ;  Differential  équations,  :>  [a,  n»).  —  D.  A  Rothrock  :  Theory  ol 
functions,   3  la,  w)  \   Advanced   caiculus,   •!  ;    History   of  mathematics,  '■'•  [s). 

—  U.  S.  Hanna  :  Invariants,  2.  —  C.  Haseman  :  Applications  of  partial 
differential  équations,  3  [a  =  autumn,  w  =  winler,  s  =  spring.) 

University  of  Pennsylvania  ;  Philadelphia.  —  E.  S.  Crawley  :  Solid 
analytic  geomètry,  '_' :  Higher  plane  curves,  •!  :  Mathematics  of  insurance,  -. 

—  G.  E.  Fisher  :  Advanced  caiculus,  -:  Caiculus  of  variations,  2.  • —  I.  J. 
Schwatt  :  Infinité  séries  and  products,  2  ;  Delinile  intégrais,  3.  —  <i.  H. 
Hallett  :  Modem  higher  algebra,  3  (fîrst  half  year);  Galois  theory  of 
équations,  3  (second  half  year)  ;  Theory  ofgroups  of  a  imite  order,  3;  Lie's 
theory  of  continuons  groups,  ■>  (firsl  half  year).  —  F.  II.  Safforh  :  Malhè- 
niatical  theory  of  précision  of  measurements,  3  ^lirsl  half  year)  ;  Curvilicear 
coûrdiuales,  3  (second  half  year).  —  O.  E.'Glenh  :  Invariants  and  rova- 
riants.  •!. 

Princeton  University;  N.  ■/.  (Each  course  is  :;  h.  per  week.)  —  Prof.  Il 
B.  Fini::  Advanced  algebra  (firsl  term),  —  Prof.  II.  I).  Thompson:  Coordi- 
nate  geomètry.  — Prof.  J.  II.  Jeans:  Mechanics  and  kinematics,  —  Prof.  L. 
(i.  Eise.miakt  ■  Differential  geomètry.  —  Prof.  O.  Veblen  :  Projective  geo- 
mètry, I  .  Projective  geomètry,  II:  Theory  of  functions  of  real  variables.  — 
Prof.  <;.  I).  Birkiiofi  :  Differential  équations;  Advanced  caiculus.  —  Dr.  I'. 
Swift  .  Theory  of  functions  of  a  complex  variable. 

Yale  University;  New  ffaven,  Conn.  —  Prof.  J  Pierpont:  Theory  ol 
functions  ol  a  complex  variable,  2  ;  Advanced  theory  of  functions,  '-'  :  Elliptic 
functions,  2.  —  Prof.  P.  F.  Smith:  Transformations  ofspace,  2  ;  Differential 
geomètry,  2.  —  Prof.  E.  W.  Brown:  Mechanics,  2;  Advanced  caiculus,  '■>  : 
Hydromechanics,  '2.  —  Prof.  H.-E.  IIvwkis:  Projective  geomètry,  2;  Ad- 
vanced algebra,  2.  —    Dr.  VV.  A.  Granville  :    Elementary   dilferenlial    geo- 
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metry,  2.  —  Dr.  W.  R.  Longley :  Differential  équations,  2.  —  Dr.  G.  M. 
Conwell:  Elementary  differential  équations,  1;  Foundations  of  geometry,  2  ; 
Invariants,  2.  —  Dr.  E.  <i.  Bill  :  Integra!  équations,  1  ;  Analytic  geometry,  2. 


ITALIE  l 

Année  universitaire  Uni!)- 1910. 

Bologna  ;  Università.  —  Akzkla  :  Calcolo  délie  variazioni;  equazioni  inte- 
grali; série  di  Laplace,  :>.  —  Donati':  Termodinamica ;  teoria  cinetica  dei 
gas;  magneto-ottica  ed  eleltro-ottica,  3.  —  Pincherl'e  :  Funzioni  ellitiche; 
integrali  di  differenziali  algebrici;  funzioni  abeliane,  '■'>. 

Catania;  Università.  —  De  Franchis.  Geomelria  sopra  le  superficie  alge- 
briche,  3.  —  Lauricella  :  Equazioni  integrali;  sviluppi  in  série  di  funzioni 
fondamental;  vibrazioni  délie  corde  e  délie  membrane  elastiche,  4 '/a-  — 
Pennacchietti  :  Applicazione  délia  leoria  délie  funzioni  ellilliclie  alla  mec- 
canica,  \  '/a.  —  Severixi  :  Geometria  differenziale. 

Firenze  ;  Istituto  di  Studi  superiori.  —  Boggio  :  Applicazioni  alla  Fisica 
matematica  délie  equazioni  integrali,  3. 

Genova  ;  Università.  —  Levi  :  Equazioni  differenziali  ed  integrali,  4.  — 
Loria  :  Teoria  délie  Irasformazioni  geometriclie.  'A.  —  Tedone  :  Problemi  di 
equilibrio  elastico,  'S. 

Napoli;  Università.  —  Amodeo  :  Sloria  délie  matematiche  da  Newton  a 
Lagrange,  M.  —  Capklli  :  Teoria  aritmelica  délie  grandezze  algebriche  e 
teoria  dei  numeri,  3.  —  Makcolongo  :  Idrodinamica,  3.  —  Montesa.no  : 
Teoria  délie  corrispondenze  geometriche  nello  spazio,  4  '/*■  —  Pascal  :  Ca- 
pitoli  scelti  Ira  quelli  délie  piii  importanli  leorie  analitiche,  A.  —  Pinto  : 
Elettrottica,  onde  liertziane,  4  l/s. 

Padova;  Università.  —  D'Arcais  :  Teoria  délie  funzioni,  equazioni  inte- 
grali, 4  1/2.  —  Cisotti  :  Teoria  matematica  dell'elasticità  con  applicazioni 
tccnii  lie.  :;.  —  Favaro  :  La  vita  e  le  opère  di  Archimede.  .*>.  —  Gazzamga  : 
Teoria  dei  numeri,  3.  —  Levi-Civita  :  Equazioni  délia  dinamica,  elementi 
fli  meccanica  céleste,  \  '/2-  —  Ricci  :  Calcolo  differenziale  assoluto,  leoria 
di  11  equilibro  e  dei  movimento  dei  corpi  elastici,  4.  —  Severi  :  Gruppi  con- 
tinui  di  Irasformazioni,  :>.  —  Vf.kont.m-:  :  Geomelria  iperspaziale,  3. 

Palermo  ;  Università.  —  Bagnera  :  Funzioni  automorfe,  '■'>.  —  Gebbia  : 
leoria  délia  propagazione  dei  calore,  termodinamica,  4  '/2.  —  Guccia  :  Teo- 
ria générale  délie  curve  e  délie  superficie  algebriche,  4  '/a.  —  Venturi  : 
Forma  dei  pianeti  e  in  particolare  délia  terra  con  riguardo  agli  studi  di 
elasl icilà  délia  crosta  terrestre,  '■'>. 

Pavia  ;  Università.  —  Almansi  :  Teoria  dei  potenziale,  elettrostatica,  ma- 
gnetismo,  •!.  —  Berzolari  :  Geometria  iperspaziale.  3.  —  Bonola :  L'imagi- 
nario  in  geometria,  generazioné  proiettiva  di  alcune  linee  e  superficie,  sis- 
teini  lineari  di  coniche  e  quadriche,  :!.    —    Gerbaldi  :  Funzioni  di  variabile 


1  Les  cours  généraux  (tels  que  ceux  d'Analyse  algébrique  et  infinitésimale,  H.-  Géométrie 
analytique,  projective,  descriptive,  Mécanique  rationnelle,  Géodésie;  ne  sont  pas  indiqués 
dan  -  l.i  liste 
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complessa  «'il   integrali  abeliani,  ;>     —    Vivanti  :    Funzioni   analiliche,  leoria 
dci  aumeri  algebrioi,  ^! 

Pisa  ;  Universilà.  —  Bertini  :  Integrali  abeliani  e  loro  applicazione  alla 
geometria  sopra  una  cùrva,  •>.  —  Biakchi  :  Calcolo  délie  variazioni,  equa- 
zioni integrali,  i  '  g.  —  Di.m  :  Equazioni  differenziali  lineari  con  applicazione 
agli  sviluppi  in  série  di  assegnate  funzioni,  \  '  _>.  —  Magci  :  Complementi 
<li  Meccanica  razionale,  teoria  del  campo  elettromagnético  secondo  il  con- 
cetto  di  Maxwell,  fondamenti  e  applicazioni  délia  leoria  degli  eletlroni.  — 
Pizzetti :  Figura  e  movimento  di  rotazione  dei  corpi  celesti,  astronomia 
sferica,  .'!. 

Roma  ;  Universita.  —  Castelnuovo  :  Funzioni  abe-liane  e  loro  applicazioni 
geometriche,  3.  —  Cerruti  :  Equazioni  aile  derivale  parziali  del  primo 
online,  .'!.  —  Oklando  :  Dinamica  dei  dirigibili  e  degli  aeroplani.  —  Silber- 
stein  :  Complementi  di  dinamica,  elettromagnetismo  ed  oltica,  '.i.  —  Vol- 
11  i;ka  :  Equazioni  integrali  ed  integro-diflerenziali  e  applicazioni,  't  lJ2.  — 
[drodinamica,  teoria  délie  marée,  3. 

Torino  ;  Universilà.  —  Piano:  Logica  matematica,  3.  —  San  ma  :  Appli- 
cazioni geometriche  del  calcolo.  geometria  intrinseca,  3,  —  Secre  :  Super- 
ficie cubiche,  e  quartiche  piane,  .'!.  —  Somigliana  :  Oltica  ed  oscillazioni 
elettriche,  3. 
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K.  Boehm.  — Elliptische  Funktionen  ;  erster  Teil  :  Théorie  der  ellipt.  Funk- 
tionen  nus  analytischen  Ausdrûcken  entwickelt.  (Sammlung  Schuberl  XXX.) 
1  vol.  rel.  ;  354  p.  ;  Mk  8,60;  Gôschen,  Leipzig. 

Les  traités  sur  les  (onctions  elliptiques  sont  déjà  nombreux;  les  uns, 
destinés  spécialement  aux  mathématiciens,  sont  trop  complets  pour  être 
recommandés  aux  débutants  ;  d'autres  ont  plutôt  en  vue  les  applications  si 
intéressantes  à  la  Géométrie,  à  la  Mécanique,  à  la  Physique  ou  même 
(comme  le  traité  de   Weber)  à    l'Algèbre  et   à   la   théorie  des  nombres.  Le 

livic    r|e    M.     Boehm    est     une    introduction    à    ce    vaste    domaine      I,  auteur  esl 

resté  avant  tout  mathématicien  ;  il  ne  dit  rien  des  applications,  mais  il  amène 
le    lecteur    au   cœur  de    la   théorie,     sans   lui   faire  subir  les   ennuis  d'une  trop 

Ion  mie    route. 

L'ouvrage    comprendra    deux    volumes    pouvant    se    lire    séparément;    le 

deuxième,  qui  paraîtra  sous  peu,  traitera  spécialement  de  I  inversion  île  I  in- 
tégrale elliptique.  Dans  la  I"-  partie,  divisée  en  12  chapitres,  l'auteur  pré- 
sente la  théorie  des  fonctions  elliptiques  comme  une  trigonométrie  'I  un  ordre 
plus  élevé.  La  théorie  des  fonctions  simplement  périodiques  est  d'abord 
exposée  par  les  méthodes  mêmes. qui  seront  employées  plus  lard  pour  les 
fonctions  a  1  périodes;  l'étudiant    n'y    retrouvera    pas  précisément  la  trigo- 
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nométrie  «Ici  collège,  mais,  s  il  connaît  le  développemenl  de  cotg#  el  la  dé- 
composition de  sin  .*■  en  Facteurs  primaires,  il  sera  vite  familiarisé  avec  les 
premiers  chapitres.  —  Comme  1  indique  le  sous-titre  «le  ce  volume,  M.  Boehm 
lias.'  toute  sa  théorie  sur  ces  expressions  analytiques,  sommes  île  tractions 
simples  ou  produits  infinis,  qui  mettent  si  bien  en  évidence  la  périodicité 
simple  ou  double  el  toutes  les  propriétés  qui  en  résultent.  —  En  cela,  1  au- 
teur s'est  inspiré  —  ùl  le  dit  dans  sa  préface]  —  des  «  Nouvelles  leçons  sur 
l'analyse  inûnitésimale  »,  de  Méray.  Dans  cette  manière  de  présenter  le 
sujet,  les  fonctions  de  Weierstrass  apparaissent  connue  les  éléments  naturels 
de  la  théorie.  Si  l'on  y  ajoute  quelques  propriétés  arithmétiques  relatives 
aux  congruences  entre  nombres  complexes,  on  a  tout  ce  qu  il  faut  pour  dé- 
montrer les  propositions  générales  (somme  des  résidus,  nombre  de  pôles  et 
de  zéros  dans  le  parallélogramme  des  périodes,  théorème  de  Liouville,  dé- 
composition en  facteurs  ou  en  éléments  simples,   théorème  d'addition,  etc.). 

In  chapitre  est  consacré  à  la  théorie  de  ces  fonctions  à  multiplicateurs 
constants  ou  exponentiels  qu  Hermite  a  appelées  fonctions  doublement  pé- 
riodiques de  2me  ou  de  3me  espèce.  Enfin  dans  le  dernier  quart  du  volume, 
on  trouvera  condensées  les  propriétés  et  les  formules  les  plus  importantes 
relatives  aux  transcendantes  de  Weierstrass  et  de  Jacobi. 

Le  livre  de  M.  Boehm  sera  lu  avec  intérêt  par  tous  les  étudiants  que  les 
abstractions  n'effraient  pas  trop;  l'auteur  leur  a,  d'ailleurs,  facilité  la  tâche 
eu  leur  indiquant  les  paragraphes  qu'ils  peuvent  sauter  à  première  lecture. 

L.  Kollros  (Zurich). 

E.  Borel.  —  Éléments  de  la  Théorie   des  probabilités.  —   1   vol.  in-8". 
200  p.  ;  6  fr.  Librairie  Hermann,  Paris. 

La  Théorie  des  probabilités,  qu'on  appelle  aussi  Calcul  des  probabilités, 
est  utilisée  de  plus  en  plus  dans  de  nombreuses  questions  de  physique,  de 
biologie,  de  sciences  économiques.  Ceux  qui  s'intéressent  à  ces  applications 
n  ont  pas  toujours  les  loisirs  d'étudier  à  fond  les  théories  mathématiques 
qui  se  rattachent  aux  probabilités,  ces  théories  n'ont  d'ailleurs  pour  eux 
qu'un  médiocre  intérêt  ;  ce  qui  leur  importe  surtout,  c'est,  avec  la  connais- 
sance des  résultats  essentiels,  celle  des  méthodes  générales  par  lesquelles 
!<  -  résultats  sont  obtenus  :  il  est  évidemment  nécessaire  d'avoir  réfléchi  sur 
méthodes  pour  pouvoir  appliquer  avec  sûreté  les  résultats  bruts  du 
calcul  à  des  questions  concrètes. 

C  esi  à  ce  point  de  vue  que  1  auteur  a  écrit  ces  Eléments;  il  n'a  pas  crainl 
d  insister  longuement  sur  les  problèmes  les  plus  simples,  dans  lesquels  le 
mécanisme  du  calcul  ne  dissimule  pas  la  méthode  suivie. 

Mais  vil  ;i  tenu  a  rester  élémentaire,  il  s'est  efforcé  d'éliminer  les  déve- 
loppements «h-  science  amusante.  Il  lui  a  été  ainsi  possible,  en  éliminant 
tout  le  superflu,  de  donner  les  principes  essentiels  de  la  théorie  dans  un 
ouvrage  relativement  peu  étendu. 

Dans  le  livre  I,  l'auteur  étudie  les  probabilités  discontinues,  en  insistant 
tout  particulièrement  sur  le  type  le  plus  simple:  les  problèmes  posés  par 
h-  /m  de  pile  ou  face.  La  véritable  signification  delà  loi  des  grands  nombres 

est   mise   ainsi   en  évidence  de   la   manière    a    la   fois    la    plus    claire    el     la    plus 

élémentaire. 

Le  livre  II  est  consacré  aux  probabilités  continues  ou  probabilités  géomé- 
triques; c'esl    à  cette  catégorie  de   probabilités   que   si'  rattachent  les  plus 
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importantes  théories  de  la  physique  moderne,  en  particulier  la  théorie  ciné- 
tique des  gaz,  et  le  principe  d'irréversibilité  de  ta  thermodynamique,  sur 
lequel  j'ai  donné  quelques  brèves  indications. 

Enfin,  dans  le  livre  III  se  trouvenl  groupées  les  questions  relatives  à  la 
probabilité  des  causes,  en  raison  de  l'importance  particulière  de  cette 
théorie  pour  les  applications.  C'est  à  elle  en  effel  que  se  rattachent  la 
théorie  des  erreurs  d'observation,  la  théorie  des  probabilités  statistiques  et 
les  études  biométriques. 

A.  Boulanger.  —  Hydraulique  générale,  Principes,  Problèmes  fondamen- 
taux. Problèmes  à  singularités  et  Applications.  —  2  vol.  in-18  Jésus,  car- 
tonnés toile,  700  p.;  10  IV.;  Doin  &  lils,  Paris. 

Entre  l'Hydraulique  empirique,  qui  n'emprunte  guère  à  la  Mécanique  ra- 
tionnelle que  le  théorème  des  forces  vives  et  corrige  grossièrement  ses 
résultats  par  des  coefficients  expérimentaux,  et  l'Hydrodynamique  abstraite 
des  fluides  parfaits,  qui  n'est  souvent  qu'un  prétexte  à  développements  ma- 
thématiques, il  y  a  place  pour  une  étude  du  mouvement  de  l'eau  faite  au 
point  de  vue  dune  science  concrète  soucieuse  de  rendre  compte  des  véri- 
tables phénomènes  naturels.  Les  travaux  théoriques  de  M.  Boussinesq  et 
les  recherches  expérimentales  de  M.  Bazin,  poursuivis  parallèlement  pen- 
dant quarante  ans  et  en  concordance  constante,  fournissent  cependant  tous 
les  éléments  nécessaires  pour  constituer  cette  Hydraulique  rationalisée  que 
M.  Boulanger  a  désignée  sous  le  nom  A' Hydraulique  générale.  A  la  vérité, 
dans  quelques  manuels,  ces  études  du  dernier  demi-siècle  apparaissent, 
mais  par  fragments  mal  raccordés  :  il  restait  à  faire  une  synthèse  des  mé- 
thodes de  M.  Boussinesq,  simplifiées  dans  la  mesure  nécessaire,  sous  une 
forme  propre  à  satisfaire»  les  ingénieurs  instruits. 

C'est  cette  exposition  systématique  que  présente  M.  Boulanger  dans  ces 
i\>\\\  volumes  de  Y  Encyclopédie  scientifique;  elle  rendra  de  grands  services, 
caries  mémoires  de  M.  Boussinesq,  disséminés  dans  les  publications  aca- 
démiques et  périodiques,  sont  extrêmement  nombreux,  parfois  1res  volumi- 
neux cl  d  une  lecture  peu  commode. 

Le  présent  ouvrage,  qui  n'est  le  reflet  d'aucun  de  ses  pareils,  intéressera 
les  ingénieurs  des  ponts  et  chaussées,  du  génie  maritime,  les  personnes 
chargées  de  travaux  hydrauliques,  les  élèves  des  grandes  écoles  techniques  ; 
mais  il  ne  s'adresse  pas  exclusivement  à  ces  catégories  de  lecteurs,  car  les 
problèmes  généraux  traités  appartiennent,  pour  un  bon  nombre,  au  moins 
autant  au  domaine  de  la  Philosophie  naturelle  qu'à  celui  de  l'art  de  l 'in- 
génieur. 

Benchera  Brandfokd.  —  A  Study  of  Mathematical  Education  including  the 
Teaching  of  Arithmetic.  —  1  vol.  in-8°,  XII-392  p.:  Clarendon  Press, 
Oxford. 

Le  livre  de  M.  lîrandford  sur  I  (''ducat  ion  mathématique  n  est  pas  un  ex- 
posé dogmatique  des  principes  utiles  au  maître  chargé  de  la  tâche  délicate 
et  difficile  d'initier  les  jeunes  cerveaux  aux  premières  notions  d'arithmétique 
ci  de  géométrie.  C'est  plus  et  mieux  qu'une  simple  méthodologie  mathéma- 
tique. Il  apporte  des  faits,  «les  observations  nombreuses  et  les  résultats 
d'une  longue  expérience  de  l'enseignement  aux  différents  degrés  de  la  pre- 
mière élude  des   mathématiques.  -L'auteur  fait    ressortir,  par  de  nombreux 
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exemples,  ce  qui  intéresse  l'enfant,  quels  sont  les  laits  sur  lesquels  il  con- 
vient d'insister  pour  développer  sa  pensée.  Il  montre  aussi  le  parti  que  l'on 
peut  tirer  dans  ce  but  du  développement  historique  de  la  science  qu'il  faut 
envisager  dans  l'ensemble  du  développement  tic  l'esprit  humain. 

La  Géométrie  considérée  comme  science  expérimentale  forme  le  point  de 
départ,  puis  vient  L'arithmétique.  Mais  les  notions  géométriques  doivent 
former  la  base  et  le  lien  entre  les  différentes  parties  des  mathématiques 
élémentaires.  C'est  ce  point  de  vue  qui  domine  aujourd'hui  tout  enseigne- 
ment intuitif;  l'auteur  le  développe  dans  des  chapitres  d'un  grand  intérêt 
et  dont  la  lecture  sera  d  un  réel  profit  pour  tous  les  jeunes  maîtres  du  pre- 
mier enseignement  mathématique,  à  l'école  primaire  et  au  collège. 

H.    FlCHR. 

F.  Enkiques.  —  Fragen  der  Elementargeometrie.  II.  Teil.  Die  geome- 
ti-i.se/icii  Aufgaben,  ihre  Lôsung  und  Lôsbarkeit.  Aufsiitze  von  U.  Amaldi, 

E.  Baroni,   R.    Bonola,    B.   Calô,    G.   Castelnuovo,   A.    Conti,    E.   Daniele, 

F.  Enriques,  A.  Giacomini,  A.  Guarducci,  G.  Vailati,  G.  Vitali.  (Deutsche 
Ausgabe  von  H.  Fleischer).  —  1  vol.  in-8  »,  î> 'iK  p.  ;  relié  ;  9  M.  ;  B.  G.  Teub- 
ner,  Leipzig. 

Il  est  un  fait  réjouissant  que,  durant  ces  dernières  années,  plusieurs  au- 
teurs se  sont  efforcés  d'appliquer  les  résultats  des  recherches  scientifiques 
à  l'étude  de  la  géométrie  élémentaire.  L'enseignement  de  la  géométrie  devrait 
être  influencé,  encore  plus  intensivement  qu'il  ne  l'a  été  jusqu'ici,  par  les 
résultats  des  recherches  modernes.  Lue  des  meilleures  publications  dans  ce 
sens  est  la  collection  de  mémoires  de  Baroni,  Daniele,  Giacomini.  Castel- 
nuovo, Conti,  Calo  et  Enriques.  qui  a  paru  sous  le  titre  ci-dessus.  Le  niveau 
élevé  qu'occupent  les  recherches  et  renseignement  géométriques  en  Italie, 
ressortait  déjà  des  «  Conférences  sur  la  géométrie  projective  »  d  Enriques, 
qui  sont  une  initiation  magistrale  aux  principes  de  la  géométrie  projective. 
La  présente  collection  comprend  le  domaine  entier  des  constructions  géo- 
métriques et  sert  d'une  façon  remarquable  à  orienter  les  étudiants  ainsi  que 
les  mailles  qui,  pour  leur   enseignement,    recherchent   des   idées    nouvelles. 

Un  premier  article  contient  un  groupement  des  méthodes  élémentaires 
servant  à  la  résolution  de  problèmes  géométriques,  avec  de  nombreux 
exemples.  Les  articles  suivants  montrent  les  progrès  réalisés  dans  la  so- 
lution des  constructions,  grâce  aux  conceptions  de  l'algèbre  moderne  et  de 
la  géométrie  projective  :  On  y  trouve  non  seulement  des  indications  précises 
sur  la  possibilité  de  la  résolution,  avec  des  moyens  donnés  (compas, 
règle,  etc.),  mais  aussi  l'exposé  des  méthodes  les  plus  simples  et  les  plus 
appropriées.  L'ouvrage  est  terminé  par  les  constructions  des  polygones 
réguliers1  et  les  problèmes  classiques  du  ^me  degré  (duplication  du  cube 
et  trisection  de  l'angle)  ;  puis  viennent  enfin  les  problèmes  transcendants, 
en  particulier  la  quadrature  du  cercle. 

M.  Grossmann  (Zurich). 

Dav.  Hilbert.  —  Grundlagen  der  Géométrie.  (Sammlung  «  Wissenschaft  u. 
Hypothèse»,  \IL.  ->r ,  dure  h  Zusâtze  u.  Literaturhinweise  von  neuem  ver- 
mehrte  u.  mil  sieben  Anhangen  vermehrte  Auflage.  —  1  vol.  cart.,  in-16; 
279p.;  <>  M.;  B.-E.  Teubuer,   Leipzig. 

Tous  ceux  qui  se  sont  occupés  de  travaux    récents    sur  les  fondements  de 


1   Voir  à  ce  Bujet  l'article  de  M.  Young,  L'Eus,  math,  du  15  mai  1909. 
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la  Géométrie  connaissent  le  remarquable  mémoire  de  M.  Hilbert,  dans  lequel 
il  montre  que  La  Géométrie  synthétique  peul  être  édifiée  sur  cinq  groupes 
d'axiomes.  Une  traduction  française,  duc  à  M.  Langel,  a  paru,  en  1900,  dans 

les  Annales  de  l'Ecole  normale. 

Cette  nouvelle  édition  vient  prendre  place  dans  la  collection  «  Wissen- 
schaft  u.  Hypothèse»,  dont  le  premier  volume  esl  formé  par  la  traduction 
delà  Science  et  Hypothèse  de  M.  Poincaré.  Elle  comprend  un  Appendice 
formé  de  sept  mémoires  nouveaux  sur  les  fondements  de  la  Géométrie,  de 
l'Arithmétique  et  de  la  Logique,  que  M.  Hilbert  a  publiés  depuis  1900  dans 
différentes  revues,  notamment  dans  les  Mathem.  Annalen. 

Gerh.  KowAi.KwsKi.  —  Grundzùge  der  Differential- u.  Integralrechnung.  — 

I  vol.  cari.  in-X",   i52  p.;  12  M.;    B.  (i.  Teubner,  Leipzig. 

Dans  ce  volume,  dédié  à  la  mémoire  d'Ernest  Cesàro,  M.  Kowalewki  donne 
un  exposé  concis  et  très  bien  ordonné  des  principes  du  Calcul  infinitésimal. 
Il  part  de  la  notion  de  nombre  irrationnel  d'après  Dedekind  tout  en  tenant 
compte  des  idées  de  Cantor  et  des  travaux  récents  de  Baire. 

II  ne  s'agit  pas  d'un  traité  de  calcul  infinitésimal,  mais  seulement  des 
principes  fondamentaux  concernant  la  différentiation  des  fonctions  d'une  ou 
de  plusieurs  variables,  les  séries,  les  intégrales  indéfinies,  les  intégrales 
définies  et  de  leurs  applications  géométriques.  L'auteur  s'est  limité  au  do- 
maine des  variables  réelles. 

Dans  Y  Appendice  on  trouve  quelques  notions  sur  les  déterminants,  les 
systèmes  d 'équations  linéaires  et  les  déterminants  fonctionnels. 

L'ouvrage  sera  lu  avec  profit  par  les  étudiants  de  première  année  à  1  l'ni- 
versité  ;  mais  les  professeurs  l'examineront  aussi  avec  intérêt  et  y  trouve- 
ront d'importantes  simplifications  dans  les  démonstrations. 

W.  Ostwald.  —  Grundriss  der  Naturphilosophie.  Band  1  der  Bûcher  der 
Naturwissenschaft,  herausgegeben  von  Siegm.  Gûnther.  —  I  vol.  cart.,  p. 
in-16  ,   l'<5  p.  ;  80  pf.  ;  Philipp  Reclam  jun.,  Leipzig. 

Les  petites  monographies  que  la  maison  Reclam  à  Leipzig  publie  depuis 
vingt-cinq  ans  sous  le  litre  de  Universal-Bibliothek  sont  bien  connues  dans 
le  monde  des  lettrés  ot  des  sciences.  Avec  le  présent  volume  commence  une 
série  spécialement  consacrée  aux  sciences;  elle  est  dirigée  par  le  professeur 
Siegm.  Gûnther  à  Munich.  Elle  débute  par  un  volume  de  M.  Ostwald.  le  cé- 
lèbre chimiste  qui  a  apporté  d'importantes  contributions  à  la  philosophie 
naturelle.  C'est  celte  partie  de  la  philosophie  des  sciences,  qui  s'est  dévelop- 
pée d'elle-même,  plus  particulièrement  depuis  environ  dix  ans,  en  dehors 
delà  philosophie  scolastique  enseignée  dans  les  universités.  Elle  est  basée 
sur  le  développement  de  la  science  au  cours  des  cinquante  dernières  années. 
Les  lois  de  l'éuergie  y  jouent  nécessairement  un  rôle  fondamental. 

Envisagée  à  ce  point  de  vue,  la  philosophie  des  sciences  intéresse  tout 
mathématicien,  On  lira  donc  avec  un  réel  profit  Les  pages  que  le  savant  alle- 
mand consacre  à  la  théorie  de  la  connaissance,  à  la  Logique  et  aux  mathé- 
matiques, aux  sciences  physiques  et  biologiques. 
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1 .   Sommaires  des  principaux  périodiques  : 

American  mathematical  Mor4hly  (The),  published  under  the  joint  auspices 
ut'  the  University  of  Chicago  and  the  University  of  Illinois,  edited  by 
B.  P.  Finkel,  H.'E.  Slaught  et  G.  A.  Miller.  Vol.  XVI,  1909. 

A  partir  du  seizième  volume,  cette  Revue  sera  publiée  sous  les  auspices 
des  Universités  de  Chicago  et  de  1  Illinois.  MM.  les  professeurs  G.  A.  Mil- 
i  i  R,  de  l'Université  de  I  Illinois,  et  H.  E.  Slaught,  de  l'Université  de  Chi- 
cago, assumeront  la  responsabilité  de  la  rédaction.  M.  le  professeur  B.  F. 
Finkel,  du  Drurv  Collège,  continuera  à  se  charger  delà  partie  des  problèmes 
et  de  l'administration  générale,  tandis  que  M.  le  professeur  L.  E.  Dickson, 
de  l'Université  de  Chicago,  dont  la  coopération  a  été  d'une  si  grande  valeur, 
se  retire  du  service  actif.  On  espère  que  l'union  des  deux  universités  Favo- 
risera le  développement  et  l'extension  de  l'influence  du  Mo.nthly,  dans  son 
domaine  particulier  des  mathématiques  de  collège,  distinctes  de  celles  des 
écoles  secondaires  et  de  celles  des  écoles  de  grades. 

Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  l'Université  de  Toulouse.  Deuxième 
série.  E.  Privai.  Toulouse;  Gauthier-Villars,  Paris. 

Tome  X.  1908,  fasc.  2.  —  T.  Lalesco  :  La  théorie  générale  de  Galois.  — 
J.  Drach  :  Recherches  sur  certaines  déformations  remarquables  à  réseau 
conjugué  persistant.  — A.  Korn  :  Solution  générale  du  problème  d'équilibre 
'lans  l.i  théorie  de  l'élasticité,  dans  le  cas  où  les  efforts  sont  donnés  à  la 
su  placé 

Annaes  scientificos  da  Academia  polytechnica  do  Porto,  dirigées  par  Gomes 
Tei  iceira. 

Vol.  III.  n"~  3  et  't.  —  Haton  de  la  Gotjpillière  :  Surfaces  nautiloïdes  (suile 
ei  lin).  —  II.   Bosmans  :  L'algèbre  de  Pedro  Nunez. 

Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles.  XXXIIIe  année,  1908-1909. 

Fasc.  1  et  2.  —  Lient. -colonel  Ariès  :  L'électricité  considérée  comme 
forme  de  l'énergie.  —  Haton  de  la  Goupillière  :  Potentiel  du  temps  de 
parcours.  —  R.  t>  Adhémar  :  L'Équation  de  Fredholm  et  les  Problèmes  <le 
Dirichlel  ef  de  Neumann.  —  IL  Bosmans  :  Sur  une  tentative  d'édition  des 
œuvres  c pietés  de  L.  Euler,  faite  à  Bruxelles  en   18.'}9. 

Archiv  der  Mathematik  und  Physik,  berausgegeben  von  E.  Lampe,  W. 
Meyer,  E     I mi \ k i     l 'i    Band.  —  B.  G.  Teubner,  Leipzig  und  Berlin. 

I  lei  cj  hold  :  Eine  rein  geomctrische  Konstruktîon  der  vier  Schnittpunkle 
zweier   Kegelschnitte    mil    Zirkel,    Lineal    und   einer    festen    Parabel.  —  P. 
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Ernst  :  Die  Radiale  einer  ebenen  Kurve.  —  Rich.  Gûntscue  Zur  Mal- 
fatlischen  Aufgabe.  —  S.  Joli.es  Die  synthelische  Polarentheorie  <U-r 
ebenen  kùbischen  Knrven.  —  P.  E.  B.  Jourdain  :  The  Development  of  the 
Theory  of  Transflnitc  Nurnbers.  Part.  2.  —  Weierstrass  (1840-1880).  — 
.1.  Neuberg  :  Uber  «lie  Schrœtersche  Raumkurve  viertêr  Ordnung.  —  Jaii 
Vilem  Pexider  :  Uber  Potensreste.  —  <"..  Rodenberg  :  Uber  Raurakurven, 
welclie  sich  vermôge  der  Rollbewegung  zweier  krummer  Fliichen  oder 
Polyeder  aufeînander  entsprechen,  und  mil  ihnen  verkniipfte  Fragen.  — 
L.  Saalschutz  :  Wertbestimmung  zweier  Intégrale.  —  E.  Sai.kowski  :  Zur 
Théorie  der  Polarliuien  von  Raumkurven.  —  E.  Steimtz  :  Uber  diejenigen 
konvexen  Polyeder  mil  rcGrenzfliichen,  welche  nicht  dureb  n-  \  ebene  Schnilte 
ans  einem  Tetraeder  abgeleitet  werden  kônnen.  (Uber  diejenigen  konvexen 
KÔrper,  welche  durch  keine  4  Tangentialebenen  eingeschlossen  werden. I.  — 
(t.  \\  ali.knbekg  Zur  Théorie  der  homogenen  linearen  Differenzenglei- 
chungen. 

Sitzungsberichte  fier  Berliner  matliem.  Gesellschaft. 

Biblioteca  mathematica.  Zeitschr.  t.  Geschichle  der  mathem.  Wissenschaf- 
ii  n.  herausgegeben  von  G.  Enestrôm.  3.  Folge,  Band  9.  Teubner,  Leipzig. 
N"~  1  et  2.  —  G.  Enestrôm  :  Uber  kritische  Behandluhg  der  Geschichle 
der  Mathematik.  —  H.  Vogt  :  Die  Géométrie  des  Pythagoras.  —  V.  Mortkt  : 
Le  plus  ancien  traité  français  d'algorisme.  — L.  Saalschïtz  :  Zur  Geschichte 
der  Relationen  zwischen  den  Polenzsunimen  der  Wurzeln  einer  Gleichung 
und  ihren  Koelli/.ienten.  —  Beppo  Levi  :  Osservazioni  e  eongetture  sopra 
la  geomelria  degli  indiani.  —  David-Eug.  Smith  :  The  Ganita-Sara-San- 
graha  of  Mahaviracarya.  —  IL  Suter  :  Die  Abhandlung  Qosla  heu  Luqas 
und  zwei  andere  anonyme  uber  die  Rechnuog  mit  zwei  Fehlern  und  mil  der 
angenommenen  Zahl.  —  F.  Amodeo  :  Il  trattato  délie  coniche  di  Francesco 
Maurolico.  —  Kleine  Bemerkungen  zur  letzen  Auflage  von  Canlors  «  ^  orle- 
sungen    iiber   Geschichle    <\ev   .Mathematik   »,    von  G.    Enestrôm,  A.    Stirm. 

II.     Si    1ER. 

.\  :!.  —  D.-Eug.  Smith  :  A.  Greek  multiplication  table.  —  H.  Suter  : 
Eine  iudische  Méthode  der  Berechnung  (\ev  Kugeloberflâchê.  —  G.  Enes- 
trôm :  Die  erste  Herleitong  von  Differentialen  trigonometrischer  Funktionen. 
—  (i.  Enestrôm  :  Jakob  Bernouilli  und  die  Jacobischen  Thetafunktionen.  — 
S.  Gundelfinger  :  Ans  Jacobis  A'iirlesiingen  iiber  elliptische  Funktionen.  — 
Gino  Lorla  :  Développements  relatifs  au  projet  <\W\\  o  Manuel  pour  les  re- 
cherches  sur  l'histoire  des  mathématiques     . 

Rezensionen,  —  Neu  erschienene  Schriften,  —  Wissenschaftliche  Chronik. 

Bollettino  di  Bibliografia  e  Storia  délie  Science  matematiche,  publicalo 
per  cura  di  Gino  Loria.  Anno  \.  1908    —  C.  Clausen,  Torino. 
A.  Garbasso  :  Problemi  délia  Scienza.  —  ('•■  Vailati  :    La   scoperta  délia 

condizione  d'equilibrio  d  un  grave  scorrevole  un  piano  inclinato.  —  Recen- 

sioni  ed  anuunzi. 

Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France.  T.  XXXVII. 

Fasc.  I.  —  L.  Iîe.mv  :  .Sur  le  nombre  des  intégrales  doubles  de  seconde 
espèce  de  certaines   surfaces   algébriques.  —   I..    I.i ■<  ohm-  :   Sur  L'équilibre 

d'un   système    de    plans    soumis    ;i.l  action    du    vent.   —    A.     MaLUSKI         Nue    l.i 

continuité  des    racines   d  une   équation   algébrique.   —    I..    Raffi   :    Sur  cer- 
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laines  transformations  de  contact.  —  E.  Goursat  :  Sur  les  surfaces  à  cour- 
bure constante  négative.  —  Hadamard  :  Sur  une  propriété  fonclionuelle  de 
la  fonction  (s)  de  Riemann. 

Bulletin  of  the  American  Mathematical  Society.  New- York.  Vol.  XV. 

Nos  4  à  8  (janvier-mai  1909).  —  F.  N.  Coi.e:  The  October  Meeting  of  thé 
American  Mathematical  Society.  —  G.  A.  Miller  :  On  the  Groups  Generated 
by  two  Operators  Satisfying  the  Condition  SjSa  =  s->~ 2S\~ -.  —  O.  D.  Kili.og: 
The  Second  Regular  Meeting  of  the  Southwestern  Section.  — OskarBoLZA: 
Reraarks  Concerning  the  Second  Variation  for  Isoperimetrie  Problems.  — 
R.  D.  Carmichael  :  Notes  on  the  Simplex  Theory  of  Numbers.  —  W.  I).  A. 
Westfall  :  The  Solution  of  Boûndary  Problems  ol  Linear  Differential  Equa- 
tions of  Odd  Order  —  \Y.  D.  A.  Westfall  :  A  Class  of  Functions  Having 
a  Peculiar  Disconlinuity.  —  H.  E.  Buchanan  :  On  Certain  Déterminants 
Connecled  with  a  Problem  in  Celestial  Mechanics.  —  F.  X.  Cole  :  The  Fif- 
teentb  Animal  Meeting  of  the  American  Malliematical  Society.  —  H.  E. 
Slaught  :  The  Winter  Meeting  of  the  Chicago  Section.  —  G.  A.  Miller: 
The  Sixtietb  Meeting  of  the  American  Association  for  the  Advancemenl  of 
Science.  —  Miss  Eva  M.  Smith  :  Some  Surfaces  Having  a  Family  of  Hélices 
as  one  Set  of  Lines  of  Ctirvature.  —  F.  N.  Cole  :  The  February  Meeting  <>t 
the  American  Mathematical  Society.  —  H.  S.  White  :  Bézout's  Theory  of 
Résultants  and  ils  Influence  on  Geomelry  (Presidential  Address).  —  L.  E. 
Dickson  :  On  the  Représentation  of  Numbers  by  Modular  Forms.  —  H.  S. 
White  and  Miss  K.  G.  Miller  :  Note  on  Liirolh's  Type  of  Plane  Quart'C 
Curves.  —  W.  A.  Manninï  :  The  February  Meeting  of  the  San  Francisco 
Section.  —  E.  G.  Bill  :  The  Construction  of  a  Space  Field  of  Exlremals.  — 
A.  L.  UrsDERHiLL  :  The  Second  Variation  of  a  Definite  Intégral.  —  L.  D. 
Amen  :  A  Simpler  Proof  of  Lie  s  Theorem  for  Ordinary  Differential  Equa- 
tions. 

Education  (L*),  Revue  trimestrielle  illustrée  d'Education  familiale  et  scolaire. 

Directeur:  Georges  Bertier,  lre  année.  —  Vuiberl  et  Nony,  Paris. 

Nous  signalons  celte  nouvelle  revue  à  l'attention  de  nos  lecteurs  qui  dé- 
sirent -i'  tenir  au  courant  du  mouvement  des  idées  en  éducation.  Elle  se 
propose  de  donner  une  vue  d  ensemble  des  efforts  qui  se  font  dans  les  dif- 
férents domaines  de  1  éducation  tant  en  France  que  dans  les  autres  pays. 
Bien  qu'elle  suivra  avec  un  même  intérêt  les  progrès  de  l'enseignement  dans 
les  lycées  el  les  établissements  libres;  elle  rendra  compte  des  expériences 
toujours  plus  nombreuses  que  fournil  l'éducation  dite  «  nouvelle  m.  Les  essais 
tentés  dans  les  nouveaux  types  d'Ecole  sont  de  nature  à  intéresser  tous  les 
amis  de  l'enfance,  et  sous  ce  rapport  ce  nouveau  périodique  est  appelé  à  jouer 
un  rôle  fort  utile. 

Chaque  numéro  comprendra  '■>  parties:  L  Articles  originaux  concernant 
l'éducation  avec,  pendant  ou  après  l'Ecole,  les  école  modernes,  les  grands 
éducateurs.  —  II.  Nouvelles  pédagogiques  et  correspondances.  —  III.  Biblio- 
graphie.  -—  Ce  premier  numéro  contient  lis  articles  originaux  suivants  : 

Bertier  :  Notre  programme.  —  Tourian  :  Notre  éducation  intellectuelle. 
Caustier  :  I  ne  leçon  de  géologie,  à  propos  d'un  récent  cataclysme.  —  Feyel,  : 

l.e  bilan  des  progi nés  de  1902.  — Bertier  et  Storez  :  L'enseignement  du 

dessin.  —  Malapert  :  La  morale  sexuelle  à  l'Ecole.  —  Lui/.  :  Principes  fon- 
damentaux du  Landerziehungsheim. 
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Jahrbuch  ùber  die  Fortschritte  der  Mathematik.   Herausgegeben  von  Km. 
Lampe.  Band  37.  Jahrgang  1906.  —  G.  Reimer,  Berlin,  1908. 

11.  Il  .'!.  —  Mechanik.  —  Mathem.  Physik.  —  Geodàsie,  Astronomie,  Météo- 
rologie. 

Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung,  in  Monatsheften 
herausgegeben  von  A.  Gutzmer.  Band  18,  1909. — B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

Nos  |.',  (Janvier-Avril).  —  J.  Ptaszycki  :  Sm-  un  théorème  d'Analyse  in- 
déterminée, énoncé  par  Jacobi.  —  J.  v.  Sz.  Nagy  :  Uber  ein  Theorem  von 
Jacobi  und  seine  Verallgemeinerung.  —  P.  v.  Schaewen  :  Ax3  -\-  IJ.t-y  -\- 
C.ry'2  -\-  D)s  =  c3  in  rationalen  Zahlen  zu  lôsen.  —  J.  Plemelj  Uber  Schle- 
singers  «  Beweis  »  der  Exislenz  Riemannscher  Funktionenscharen  mit  ge- 
gebener  Monodromiegruppe.  —  L.  Schlesinger  :  Bemerkungen  zum  Kon- 
tinuitâtsbeweise  fïir  die  Lôsbarkeit  des  Riemannschen  Problems.  —  H. 
Reïssner  :  Wissenschaftliche  Fragen  ans  der  Flûgtechnik.  —  R.  v.  Lilieh- 
thal  :  Uber  Kurvennetze  ohne  Umwege.  —  A.  Schoenfues  :  Zur  Slaiistik 
des  matematischen  Studiums.  —  Ad.  Kkazek  :  Zin-  Geschichte  des  Uni- 
kehrproblems  der  Intégrale.  —  Hèrmann  Minkowski:  Raum  und  Zeit.  — 
M  Wentscher  :  Weierstrass  und  Sonja  v.  Kowalewsky.  —  L.  Schlesinger  : 
Drei  Briefe  von  K.  Weierstrass  an  L.  Fuchs.  —  F.  Dingkldey  :  Zur  Er- 
zeugung  der  Kegelschnilte  nach  Braikenridge  und  Maclaurin.  — Fr.  Meyer  : 
Zur  Begrundung  der  Apolaritàt  quadratischer  und  bilinearer  Gebilde.  — 
P.  Stackel  :  Ausgezeichnete  Kreiselbewegungen.  —  F.  Klein  :  Die  Ein- 
richtungen  zur  Fôrderung  «1er  Luftschiffahrt  an  der  Umversital  Gôttingen. 
—  Ludwig  Schlesinger  :  Bericht  ùber  die  Entwickelung  der  Théorie  der 
linearen  Dififerentialgleichungen  seitl865  —  Heinr.  W.  E.  Jung  :  Der  Rie- 
mann-Rochsche  Satz  fur  algebraische  Funktionen  zweier  Verànderlichen.  — 
Mitteiluneen   u.    Nachrichten.  —  Lîterarisches. 


2.  Livres  nouveaux  : 

Eil.  Claparçde.  —  Psychologie  de  l'enfant  et  Pédagogie  expérimentale. 
Problèmes  el  méthodes;  développement  mental;. fatigue  intellectuelle.  2e  (;'li- 
tion,  revue  el  augmentée.  —  1  vol.  in-16,  282  p.;   librairie  Kundig,   Genève. 

O.  Manville.  —  Les  Découvertes  modernes  en  physique.  -c  édition 
revue  el  augmentée.  —  I  :  Electricité  et  Matière.  —  II  :  Les  Ions  et  les 
Electrons  dans  la  théorie  des  phénomènes  physiques;  la  Matière  el  l'Ether. 

—  1  vol.  in-8°,  i42  p.;  8  fr.;  A.  Hermann,  Paris. 

Otto  Mautz.  —  Ebene  Inversionsgeometrie  (Wissenschaftliche  Beilage 
z.uni  Berichl  iiben  ilas  Gymnasium,  Schuljahr  1908-1909).  I  fasc.  in-4°,62  p.; 
Kreis,  Bàle. 

René  Risses.  —  Etude  sur  l'Etablissement  des  Tables  de  Mortalité  de 
Population.  Mortalité  professionnelle.  Mortalité  dans  le  ras  de   l'invalidité. 

—  1   vol.  iu-S",    Kir,  p.  ;    L.   Dulac,    Paris. 

Taschenbuch  fur  Mathematiker  und  Physiker,  unter  Mitwirkung  vou 
Fr.  Auerbach,  O.  Knol'i.  II.  Liebmann,  E.  Wôlffinc  u.  A.,  herausgegeben 
von  Félix  Auerbach,  mil  einem  Bildnis  lord  Kelvins.  —  I  vol.  p.  in-8°  relié 
toile;  6  M.:  XLIV,  i50  p.;  I!.  G.    Teubner.  Leipzig. 
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Encyclopédie  des  Sciences  mathématiques  pures  et  appliquées.  Edition 
française  publiée  d'après  l'édition  allemande  sous  la  direction  de  J.  Molk. 
—  Tome  11  Premier  volume)  :  Fonctions  de  variables  réelles.  Fasc.  1  :  Prin- 
cipes  Fondamentaux  de  la  théorie  des  fonctions;  exposé  d'après  l'article  alle- 
mand de  A.  Pringsheim  par  J.  Molk. — Gauthier- Villars,  Paris;  B.G.Teub- 
ncr,  Leipzig. 

Km.  von  Hoir, h.  —  Elementarer  Beweis  des  Fermat'schen  Satzes.  — 
1   broch.  iii-i".  8  p.;  O.  Bœdl,  Rostock. 

F.  Bûtzbercer.  —  Lehrbuch  der  ebenen  Trigonométrie  mit  vielen  Auf- 
gaben  und  Anwendungen  fur  Gymnasien,  Seminarien  ùnd  technische  Mittel- 
schulen,  sowie  zum  Selbstunterricht.  i.  Auflage.  —  1  vol;  cartonné,  petit 
in-8-\  82  p.;  2  IV.  ;  Orell-FûssO,  Zurich. 

J.  Leotenegger.  —  Lehrbuch  der  Differential-Rechnung.  Zum  Gebrauche 
an  hôhern  Lehranstallen  sowie  zum  Selbstudium.  —  1  vol.  cartonné,  petit 
in-8°,  158  p.  :  4  fr.  ;  Francke,  Berne. 

Willielm  Lorèy.  —Die  mathematischen  Wissenschaften  und  die  Frauen 
(Bemerkungen  zur  Reform  der  hôheren  Madchenschule).  Vortrag  gehalten 
in  der  Nalurforschenden  Gesellschafl  zu  Gôrlitz  am  22.  Januar  1909.  — 
1  fasc.  gr.  in-8°;  20  p.;  60  Pf.  ;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Hermann  MinkOwski.  —  Raum  und  Zeit,  Yorlrag  gehalten  auf  der  80. 
Naturforscher-Versammlung  zu  Kôln  am  21.  Seplember  1908.  Mit  dem 
Bildnis  Hermann  Minkowskis  sowie  einem  Vorwort  von  A.  Gutzmf.r.  — 
1  fasc.  gr.  in-8°;   14  p.;  B.  G.  Teubner.  Leipzig. 

F.-Gomes  Teixeira.  —  Obras  sobre  Mathematica.  Vol.  5.  Traité  des 
courbes  spéciales  remarquables  pleines  et  gauches,  II.  Traduit  de  l'espagnol, 
revu  et  très  augmenté.  Tome  IL  —  1  vol.  gr.  in-4°,  479  p.;  Imprimerie  de 
l'Université,  1909.  Coïmbre. 

Em.  Sagerat.  —  Etude  sur  le  théorème  de  Fermât.  —  1  broch.  in-8°, 
38  p.;  Dulac,  Paris. 

R.  Suppantschitscii.  —  Grundrisz  der  Géométrie  fur  Gymnasien  u.  Real- 
gymnasien.  IL  Heft,  fur  die  III.  Klasse.  mit  153  Fig.  u.  393  Fragen  u.  Auf- 
gaben.  —   1   vol.  cari,  in-8";  88  p.;  1  M.  70;  Tempsky,  Vienne. 

G.  Nunez.  —  Système  de  Vernier  fixe  applicable  aux  appareils  de  me- 
sure. —  1  broch.  26  p.  ;  Zamora,  Espagne. 

G.  Nunez.  —  Demonstracion  del  Postulado  de  Euclides.  —  1  broch. 
32  p.;  Zamora,  Espagne. 

International  Catalogue  of  scientifique  Literature,  seventh  animal  Issue. 
A.  Mathemalics.   1  vol.  in-8°,  253  p.;  15  sh.;  Gauthier- Villars,  Paris. 

C.  Buhai.i-Forti  et  H.  Marcolongo.  —  Elementi  di  Calcolo  vettoriale 
con  numerose  applicazioni  alla  Geometria,  alla  Meccanica  e  alla  Fisica-mate- 
malica.  —   1    vol.   in-8°,  174  p.,  5  1.,  N.  Zanichclli.  Bologne. 

C.  M.  Jessos  et  T.  H.  Havelock.  —  Elementary  Mechanics.  —  1  vol. 
in-16,  relié,  277  p.,  S/6,  George  Bell  &  sons,  Londres. 

E.  Jouguet.  —  Lectures  de  Mécanique.  La  mécanique  enseignée  par  les 
auteurs  originaux.    Deuxième   partir  :    l'organisation   de    la    mécanique.    — 

I   vol.  in-8".  288  j).,  Gaulhier-Villars,  Paris. 

Edm.  Vai.iois.  —  Cours  de  géométrie  descriptive  à  l'usage  des  candidats 
à  l'école  des  Beaux-Arts.  —  1  vol.  u>8°f  304  p.,  7  fr.  50,  Gaulhier-Villars, 
Paris. 


L'ŒUVRE  ARITHMETIQUE ï  D'EULER 


Recte  faeta  referl  :  orientia   tempora  notis 
Instruit  exemplis.  Hohat. 


Far  Théorie  des  nombres,  on  entend  V Arithmétique,  qui 
classe  les  nombres  el  étudie  leurs  propriétés  générales  :  et 
Y  Analyse  indéterminée,  qui  enseigne  la  manière  de  détermi- 
ner2 les  nombres  jouissant  de  propriétés  données.  La  pre- 
mière est  pintôt  théorique  ;  la  seconde  est  une  application 
des  principes  les  plus  simples  de  la  première:  elle  demande 
moins  de  profondeur,  mais  plus  de  souplesse  d'esprit  que 
celle-ci. 

Fermât  a  excellé  dans  Tune  et  dans  L'autre-,  comme  on 
peut  en  juger  d'après  les  quelques  écrits  qui  nous  restent  de 
lui.  Mais  c'est  surtout  aux  spéculations  arithmétiques  qu'il  a 
ouvert  de  nouvelles  voies,  —  particulièrement  les  congrue  li- 
ces exponentielles,  ainsi  que  la  considération  des  formes  des 
diviseurs  numériques  et  des  nombres  premiers,  —  et  donné 
une  méthode  puissante  de  démonstration,  celle  de  la  des- 
cente infinie.  En  outre,  a  défaut  d'exposition  ou  d'application 
de  ses  théories,  on  lui  doit  d'avoir  par  ses  préceptes,  l'ait 
comprendre  la  nécessité  d'une  rigueur  qu'on  ne  connaissait 
plus  guère  depuis  les  Anciens,  en  arithmétique  surtout,  et 
de  remplacer,  par  des  raisonnements  en  règle,  les  démons- 
trations fondées  sur  l'induction3. 

Les  merveilles  révélées  au  monde  savant  parla  découverte 


1  Ce  serai)  également  une  œuvre  fort  utile  que  l'exposé  historique  de  l'analyse  indéterminée, 
particulièrement  des  nombreux  artifices,  aussi  variés  qu'ingénieux,  employés  par  Diophante, 
Fermât,  Buler  el  autres.  Mais  nous  avons  dû  nous  borner  cette  fois  à  l'arithmétique. 

2  C'est  avec  intention  que  ce  mot  est  rapproché  de  l'expression  •  analyse  indéterminée  », 
laquelTe  est  tout  à  fait  impropre  :  le  problème  de  trouver  les  racines  entières  et  positives  de 

a.r — by  =  e,  par  exemple,  est  effectivement  aussi   déterminé  qu lui  de   la  recherche  des 

racines  de  ax2  -+-  bx  +  <■  =  0. 

i  e  •  [ ■  > ■  se  déduit  par  comparaison  en  géométrie   n'est    pas  toujours  véritable...  Telle 
règle  bonne  à  quelques  cas  particuliers,  n'est  pas  universelle.   Elle  peut  être  Fort  utile,  mais 

mm  pour  fondement  de  quelque  science,  car  alors  on  ne  doit  s ntonter  de  rien  moins  que 

d'une  démonstration,  n     Lettre  à  Digby,  1657 

L'Enseignement  mathém.,  Il*  année;  1909  21 
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et  les  applications  du  calcul  infinitésimal,  —  découverte  à 
laquelle  Fermât  avait  eu  d'ailleurs  une  si  large  part,  —  ne 
permettaient  guère  Je  prendre  garde  à  une  théorie  qui  ne 
paraissait  susceptible  d'aucune  application  pratique,  et  d'ail- 
leurs vaguement  indiquée  dans  des  lettres  et  des  notes  qui 
n'étaient  pas  destinées  a  la  publicité.  Aussi  n'y  eut-il  que  de 
Billy,  Ozànam,  Leibniz,  Wolff,  Goldrach,  Jacquemet,  Pres- 
tet  et  quelques  autres,  qui  aient,  avant  Euler,  accordé  quel- 
que attention  aux  découvertes  arithmétiques  de  Fermât. 

Euler,  qui  avait  employé  ses  prodigieuses  facultés  a  per- 
fectionner, agrandir  et  enrichir  de  précieuses  découvertes, 
toutes  les  parties  de  la  science  mathématique,  ne  pouvait 
manquer  d'explorer  les  nouvelles  régions  ainsi  offertes  aux 
investigations  des  savants.  Il  s'aperçut  bientôt  de  la  beauté 
et  de  l'importance  des  théorèmes  de  Fermât,  et  s'appliqua  à 
les  démontrer,  à  les  généraliser  et  à  en  dégager  les  princi- 
pes. Ce  fut  l'origine,  et  en  grande  partie,  l'objet  de  ses  nom- 
breux travaux  sur  l'Arithmétique,  dont  l'histoire  va  nous  oc- 
cuper. 

(G1,  1732j.  —  Il  montre  l'inexactitude  d'une  proposition  de 
Fermât  E.  M.2  1907,  p.  444)  ;  donne  les  diviseurs  des  nom- 
bres 229 —  1,  243  —  1,  273  —  1  ;  exprime  le  théorème  de  Fer- 
mât sous  deux  formes  qui  reviennent  à  l'interprétation  des 
congruences. 

(1)  a?-X  —  l>p-]  =  0   ,     uP~x  -1  =  0'; 

et  donne  divers  théorèmes  (pion  peut  reproduire  ainsi  : 


J  aP     'P-ll     =     l  (|U(M]     J,*,       ; 

(3)  an  \-   L  (mod  pp'p"...)  .     (h,   p.  g.  c.  d.  de//—  1.// — 1 

—  1 


(4)  3'"  =  +  1.   selon  que  p  =  12  ±  5  ou  12  ±  1,  (m  =  P-~r-  )  , 

ainsi  que  la  forme  24  -+-  a  des  diviseurs  de  3"'  ±  2'". 

(Id.j.  —  Méthode  pour  ramener   la  solution  de  a.r'1  -j-   b.% 


1  Commentarii  Academise  Petropolitanse. 

2  Enseignement  Mathématique.  Cette  proposition  lui   avait  été  signalée  |>;h-  Goldbach,  en 

1727. 

::  Nous  sous-entendoiis  le  module  premier  indéterminé  p. 
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-(-  c  =  y'2  a  celle  de  l'équation  de  Pell,  Y2  — ■  ky2  ==  I.    Liste 
des  solutions  de  celle-ci,  jusqu'à  /»•  =  08. 

G,  1734).  La  théorie  algébrique  des  fractions  continues  et 
[eur  emploi  dans  l'analyse  indéterminée  sont  dus  à  Euler, 
qui  a  montré  leur  usage  pour  la  solution  des  équations  si- 
multanées 

.r  EE  a  (mod  k)   ,     .*■  =  h  (mod  h  . 

C,  1736).  —  Il  démontre  le  théorème  de  Fermai,  en  partant 
i\u  développement  de  1  +  df,  (E.  M.  1907,  p.  439),  et  lui 
donne  cette  forme  plus  générale 


(C,  1738Ï.  —  Il  fait  voir  ainsi,  en  appliquant  la  méthode  de 
la  descente  infinie,  l'impossibilité  de  l'équation  .r4  +  yi  =  z2. 
On  peut  supposer  r,  y ,  z  premiers  entre  eux.  On  verra  aisé- 
ment que  ces  trois  nombres  ne  peuvent  être  tous  trois  im- 
pairs et  que  z  ne  peut  être  pair  ;  d'où  il  suit  que  y  par  exem- 
ple doit  être  pair  et  .r  impair.  Puisque  les  nombres  .r2,  y-,  z 
forment  un  triangle  \  on  peut  écrire  : 

.%-  r=  «>'  —  //-  .      y'2  =  'la h    . 

a  e1  I>  étant  premiers  entre  eux;  a  et  b  sont  donc  des  car- 
rés. Or  .r,  b,  a  est  un  autre  triangle  ;  on  peut  donc  poser: 

a  =  a'2  +  h'-  ,     b  =  2a'//  . 

2b  =  ka'  b'  est  un  carié  ainsi  que  a  b'  ;  mais  a'  et  //  sont  pre- 
miers entre  eux,  donc  a'  et  b'  sont  des  carrés,  a'"2  et  b"2.  On 
peut  donc  écrire  a"A  -f  (/'*  =  a.  et  ce  dernier  est  un  carré  : 
on  a  de  la  sorte  une  égalité  semblable  à  la  proposée,  mais  en 
termes  plus  petits. 

De  la  le  théorème  et  plusieurs  autres  du  même  genre2. 

C.  L744  . —  Fermât  avait  enseigné  que  les  diviseurs  pre- 
miers de  a2  4-  b2  sont  de  la  forme  4  -+-  L,  a  et  b  étant  supposés 


1  E.  M.  1907,  p.  117. 

•  Entre  autres,  cette  proposition  dn  Fermai  :  l'aire  d'un  triangle  rectangle  ne  peut  être  repré- 
sentée par  un  carré.  Il  lanl  faire  voir  que  i.\a  —  \'-  XY  ne  peul  désigner  un  nombre  carré.  Au- 
trement,  comme  on  peut  supposer  X  et  Y  premiers  »ntre  eux,  \  el  ^    seraient  des  cari 
if-,   de  même  que  X3  —  Y*.  On   <-st  ramené  à  faire  voir  que  x*      y*  né  peut    représenter  un 
carré. 
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premiers  entre  eux1;  que  les  nombres  premiers  4  +  I  sont  de 
la  forme  x2  4-  y2;  et  quelques  autres  théorèmes  analogues. 
Euler  donne,  sans  démonstration,  les  formules  linéaires,  — 
probablement  trouvées  par  induction,  —  des  diviseurs  de 
r-  -j-  pi/'1  jusqu'à  p  =  L9;  celle  des  diviseurs  de  en'2  -f-  by2 
pour  ab  =  6,  LO,  14.  L5,  21,22,30,  33,  35;  et  d'importantes 
remarques,  dont  les  suivantes  : 

les  diviseurs  de  x2  +  py2  sont  de  l'une  des  formes  4ph  +  a, 
2pli  +  a   : 

les  formules  ax2  4-  by3  et  x2  +  aby2  ont  les  mêmes  divi- 
seurs, de  même  que  \-  -\-  ay3  et  x3  +  a. 

G,  1748  .  —  Il  présente  d'une  manière  plus  générale  sa 
démonstration  du  théorème  de  Fermât,  et  en  déduit  les  corol- 
laires suivants  : 

,6)  (a  +  b)P  —  ap  —  bp  =  0  ;       [a  +  bf  —  a  —  b  =  0  ; 

a2  +  b2  ne  peut,  avoir  de  diviseurs  premiers  de  la  forme  4  —  1. 

E.  M.  L907,  p.  31a  :    tout  diviseur  de  a4  +  b4  est  de  la  forme 

8  +  1  3  :  tout  diviseur  de  a8  +  b8  est  de  la  forme  16  +   1  ;  etc. 

De  là,  la  vérification  de  la  divisibilité  de  232  +  1  par  641. 

E.  M.  L907,  p.  444  : 

Si  ak  —  l>k  =  <>  el  que  /'soit  le  p.  g.  c.  d.  de  p  —  1  et  de  k,  af  —  f/=  0; 
Si  à1  EE  r,  r'"  =  1,  remarque  déjà  faite  par  Fermât  ; 

Si  a  =  r,  r   k    =  1;  de  là,  la  considération  des  résidus  de  degrés  supérieurs; 

Si  afk  =  //' .  a    k    =  1  ; 

pjzI        pjzI 

Si  afk  =  \>>/ .  a    *   =  b   k     ' 

llttrod.  in  anal,  inf  Lausanne,  L748).  Une  des  grandes 
découvertes  d'Euler  est  sa  méthode  de partitione  nttmerornm, 
donl  l'élude  lui  fut  proposée  par  Naudé.  Il  s'agit  de  déter- 
miner   le  nombre  de  manières  dont    un    entier   donné   peut 


1  Cette  condition  sera  toujours  sous-entendue  pour  toute  expression  de  la  forme  ac* -j- £yB. 
-  Cette  démonstration  avail  été  communiquée   à  Goldbach,  en  17V2.   (Voir    Kuss.   Corresp. 
phys.  et  math.  Pétersbourg,  1843,  t.  I.  p.  1 16). 
8  Communiqué  a  Goldbach,  en  1 T t : t .    Fuss,  op.  cit.,  p.  264). 
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être  considère  comme  somme  d'entiers  positifs.  La  solution 
d'Euler  repose  sur  celte  remarque  que  le  terme  en  xu  dans  le 
développement  du  produit 

'  T =  il  +  ,"  +  ,•-'«  +  ....)  ...  (1  -f  xc  +  ...) 


il  —  xa)(\  -  x")  ...  il  - 

a   pour   coefficient   le    nombre   des    solutions    de    l'équation 
ax  -f-  bv  +  ...  +  ez  =  n.  De  même,  les  coefficients  de  zhxk  dans 

veux  des  deux  expressions. 

(7)  il  +  a»)  il  +  a2z)(l  +  r:i 


1  —  xz\{\ 


indiquent  de  combien  de  manières  le  nombre  k  peut  être  for- 
mé par  l'addition  de  h  nombres  inférieurs  a  k.  différents  dans 
le  premier  cas,  différents  ou  égaux  dans  le  second. 

Celte  théorie,  —  première  application  des  séries  à  la  théo- 
rie des  nombres,  —  nécessiterait  en  pratique  des  calculs 
inextricables  ;  mais  elle  conduit  à  des  théorèmes  remarqua- 
bles d'un  genre  absolument  nouveau,  tels  <|iie  le  suivant  : 
le  coefficient  de  xk  dans  la  première  des  expressions 


(1  —  .ml  —  x*)  ...  il  —  .*■  i      il  —  x)  ...  il  —  x*) 

étant  le  même  que  celui  de  xh  dans  la  seconde,  il  s'ensuit  qu'il 
q  (t  autant  de  manières  de  décomposer  k  +  h  en  h  parties  que 
de  former  k  en  ajoutant  des  entiers  plus  petits  que  h.  Euler 
donne  d'ailleurs  des  tables  étendues  de  ces  décompositions. 
Elle  l'a  également  conduit  aux  remarquables  développe- 
ments en  séries  1 

k  i  k ■  +  1 , 

2  k  Je    k 


I  —  x9)  ...  il  —  xK\  I  —  a 


1  Au  moyen  du  procédé  suivant,  employé  pour  la  première  luis  par  Stîrling  [Methodus  <H/fi'- 
rentialis,  Londres  1730)  :  faisons 

l    a    p,„  +  /,,  F,,,  -f  2A]  Via  -f  3A)  ...  =  A  +  lia  +  Cû*  -f-  Do»  +  .  . 

on  déterminera  les  coefficients  A.  U.C.  ...  en  changeanl  a  en  a  +  ''•  ce  qui  donnera 

A  +  H  ta  +  A)  +  C  a  +  h\*  +  ...  =  (A  +  B«  +  Cf.1  +  ...)  F  a 

Ainsi  pour  Fia  +  A:A)  =  1  +  :a   .  <>n  a  la  première  expression    ' 


334  A  .    A  u  un  Y 

des  expressions    7  ,  ainsi  qu'aux  suivants  : 

n  (i  +  i)  =  i  +  s  i  • 
lioi  n— i-j-  =  i  +s-!j, 

/?  désignant  tous  les  nombres  premiers,  a  tous  les  entiers 
non  multiples  de  puissances,  b  les  entiers  1,  2,  3,  ...  Dans  (8) 
k  prend  les  valeurs  1,  2,  3,  ...  ;  dans  (9)  et  (10),  il  a  une  va- 
leur fixe. 

ill)  (1  "+  a)(l  +  «-')  (1  +  fl»i|l  +  a8)  ...  = 


1  —  a 

9, 


(a-1  +  1  +  a)  (a"J  +  1  +  «  )  («     +  1  +  a 

(12)  { 

|    =  1  -|_  ,„  _j_  «-  _|_  «3  +  ...)  +  (a-1  +  a-2  +  rt"3  +...), 

(3a;—  lu  (3ac+l)as 

(13)  (1  _  «)(1  —  a2)(l  —  a3)  ...  =  S(—  !)*«      2      +il— Dxrt      2      ' 

Les  formules  (11)  et  (12)  démontrent  cette  propriété  de  tout 
entier  d'être  représentable  par  les  deux  formules 

a  +  U  -f  ka +  8a  -f  ...  -,     h  +  36  +  96  -j-  27/.  +  ... 

rt  pouvant  prendre  les  valeurs!)  ou  1,  et/;,  les  valeurs —  1,0, 
ou  1.  Pour  /.  =  1,  (10)  montre  que  les  nombres  premiers  for- 
ment une  suite  illimitée. 

Ces  idées  ont  donné  lieu  de  la  pari  de  (iauss,  Legendre 
et  surtout  Jacobi,  à  d'importantes  découvertes.  Lejeune- 
Dirichlet  et  Rieman  ont  tiré  de  (10)  des  conséquences  extrê- 
mement importantes. 

Ajoutons   qu'on    doit  voir   l'origine   des   clés  algébriques 


1  Les  exposants  do  a  sont  les  nombres  pentagones.  Euler  avait  communiqué  ce  développe- 
ment i  D.  Bernouilli  en  1741,  et  à  (Joldbach  en  17'i6,  ceux  des  expressions 

Il  11  +<fir\    ,     II  11  -af)    ,    FI  1 1  -nXn)    .   ' 
Jacobi  écrit  ainsi  le  second  membre  de  (13)  : 

CSx+\)x 
1    (—  1)     a  - 
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(Gauchy  et  îles  nombres  complexes  Gauss)  dans  la  démons- 
tration élémentaire  de  la  formule  de  Moivre,  donnée  dans  le 
même  ouvrage,  démonstration  l'ondée  sur  le  développement 
du  produit  eos  a  -J-  i  sin  a  eos  b  -f-  i  sin  b  ,  dans  lequel  on 
égale  séparément  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginai- 
res. 

[Opuscula  varii  argumenti,  Berlin,  1750.  La  théorie  des 
nombres  amiables  a  été  pour  Euler  l'occasion  de  découvrir 
les  importantes  formules 

il  ii  f(ab)  =  [fa)  \fb)  , 


15)  ./>/') 


a  —  1 


N.  G.2,  1752).  Si  a  et.  h  sont  deux  sommes  de  deux  carrés, 
il  en  est  de  même  de  ab3.  //  en  est  de  même  de  b  si  ab  e/  a  sont 
des  sommes  de  deux  carrés,  et  inversement. 

Si  k  divise  a2  +  b3,  on  peut  trouver  x  et  y  tels  que  x2  +  y2 

soit  <  -  k2  4,  et  de  lu  il  suit  que  fous  les  diviseurs  de  a2  +  b2 

sont  des  sommes  de  deux  carrés*. 

La  démonstration  de  ce  théorème  de  Fermât:  tout  nombre 
premier  de  la  forme  4h  +  I  est  une  somme  de  deux  carrés 
se  ramène  à  taire  voir  qu'on  peut  toujours  trouver  x  el  y 
tels  que  la  congruenee  x2h  —  b'lh  =  0  soit  impossible"  :  car 
si  cela  a  lieu,  on  peutécrire.r2/l  +  y-h  =0,  puisque  x'ih  —  ykh=  0. 

Un  nombre  n  =  4  +  li  (/"i  ne  peut  se  décomposer  que  d'une 
seule  manière  en  une  somme  de  deux  carrés  est  premier.  En 


1  Les  Cogitata  de  Mersenne,  les  Exercit.  géom.  de  Schooten,  les  Lettres  de  Descartes  et 
VAlgebra  de  Wallis  montrent  que  Fermât  el  les  géomètres  contemporains  connaissaient  l'équi- 
valent de  ers  deux  formules.  On  voit  la  seconde  exprimée  explicitement  par  Kraft  en  1749   N.C.). 

2  Novi  Conunentarii  Academix  Petropnlitanse. 

'  Théorème  de  Fibonacci,  retrouvé  par  Fermât  et  Euler  (Voir  Fuss,  op.  cit.  |>.  313,  lettre  à 
Goldbaeh,  de  1745  . 

*  On  remplace  a  et  b  par  les  multiples  de  h  qui  se  rapprochent  le  plus  de  ces  deux  nom- 
bres. 

5  Démonstration  communiquée  à  Goldbaeh  en    \~\~  (Fuss.  op.  cit.,  p.   118),    ainsi  que  les 

suivantes. 

0  Lors  de  la  publication  de  ce  mémoire,  Euler  -.i\;iit  démontrer  cette  proposition  :  cardans 
une  lettre  à  Goldbaeh  de  1 7 '•  î>  [FuSS,  op.  cit..  p.  M6J,  il  remarque  (pie  tons  les  nombres 
2'"  —  i  .  :i'" — 2'"  ,  '»"'  —  :ï"'  .  ...  ne  sont  pas  tous  =  o,  car  leur  différence  m:  qui  est 
égale  à  m  !  n'est  pas  =  0. 
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effel   s'il  esl   composé,  il    esl  de  la  l'orme    a'  -f-  //-'  (c3  +  cl'1  . 
d'où  successivement. 

«  =  (ac  +  W)a  +  |<W  —  ftc)s  =  l<<</  -f   6c)s  +  (ac  —  &d)a 
ac  +   /'<V  =  «</  -f-  bc     OU  bien      «c  +  fV  =  «</  —  bc  ; 

ce  (|iii  donne 

a  =z  h     ou     c  =r  <2  , 

ou  bien 

/>  =  0  ,     c  =  0  . 

Dans  le  premier  cas  l'un  des  nombres  a2  -\-  b'\  ou  c2  +  cl~ 
est  pair  et  ne  peut  diviser  le  nombre  impair  n.  Dans  le  deu- 
xième cas,  //  =  (ac)2  +  (ici-  ou  ac  2  +  (bc)2  :  n  ne  serait  donc 
pas  la  somme  de  deux  carrés  premiers  entre  eux. 

Ainsi,  a  l'aide  de  calculs  faciles1,  Enler  trouve  que  le  nom- 
bre 82421  est  seulement  la  somme  des  deux  carrés  252,  2862: 
Il  est  donr  premier. 

Réciproquement,  si 


posons 
il  viendra 
don 


"  =  «■  +  fi'  =  f  +  r?~  ; 

a=:y-\-x;d  —  fi  -f- 'y   , 
2yx  -f  x2  =  2/3r  -f-  f  =  •'?'-    • 


2y  —  ->•:  —  X  ,    2p  =  .rc  —  y  .    2a  =  y-  -j-  •*'  .   2<?  =  .*t  +  r    . 

et  par  suite 

',//  =  {x*  +  r2|(l  +  --i   • 

On  trouve  ainsi  les  facteurs  de  //  :  posons 

a  =  ac  -+-  bd  ,   p  =  ad  —  l>c  ,   7  =  ad  +  bc  ,   â  —  ac  —  bd   . 
on  aura,  par  exemple. 

t~P  _  1 

a  —  8  ~    rf  ' 

On    simplifiera    la    fraction,   ce    qui    donnera    le    diviseur 


On  calcule  Les  Carrés  Successifs  il  l'aille    rie  leurs  ilillereiiees  secondes. 


/.  a  Ri  i  h  m  i:  r  i  Q  r  i:  i>  i:  u  i.  /■:  n  :;::: 

e2  +  d'2.  Soit  à  décomposer  le  nombre  1000009=    L0002  -f  32 
=  235s  +  9722  ;  on  a  : 

1000  —  972  _   2 

235  —  'A        ""  17   ' 

Le  nombre  proposé  est  clone  divisible  par  22  +   172  '. 
1752  2,  N.  G.  1754  .   Etiler  donne  ces  curieuses  formules, 
trouvées  par  induction3. 

•  xax 

(16)  S  —  S*f*   . 

1  -  «* 

(17,  /.  =  v(_  lff[m  _  l!£izil5]+  v,_^  f^^+lll "j  . 

(N.  C.  1754).  lVî  k  <  |)  —  1,  la  congruence  Axk  -f  Bxk_1 
+  ...  +  M  =  0  ne  saurait  être  satisfaite  pour  toutes  les  va- 
leurs 1,  2,  3,  ...  j)  —  I  de  x.  La  démonstration  d'Euler  utilise 
la  théorie  des  différences.  [Voir  E.  M.  1907,  p.  295).  De  là. 
il  suit  que  la  congruence  x'" —  a'"  =  0  a  toujours  des  non- 
racines,  ce  qui  complète  la  démonstration  du  théorème  de 
Fermai  rappelée  plus  haut. 

Tout  nombre  premier  p  a  m  =  -— - —  résidus4. 

Le  produits  de  deux  non-résidus  est  congru  a  un  résidu. 
Le  quotient,  s'il  est  entier,  de  deux  résidus  est  un  résidu.  Le 
produit  d'un  résidu  par  un  non-résidu  est  un  non-résidu. 

A  chaque  résidu  v  correspond  un  résidu  —  r,  si —  I  est  ré- 
sidu, ce  qui  a  lieu  uniquement  quand-  p  =  4  +  1,  et  alors  on 
peut  écrire  a2  =  i\  b2  =  —  /•,  d'où  a2  -\-  lr  =  0. 

Aucun  nombre  4  —  I .   ne  peut  diviser  a2  +  b2. 

Aucun   nombre  de  la  /orme  \\\  —  x  —  y  ne  peut  être  un 


1  Commuuiqué  à  Goldbach  en  1747  (Fuss,  op.  cit.  p.  419). 

-  La  première  date  est  celle  de  la  divulgation  .  la  seconde,  celle  de  la  publication. 
s  Les  formules  (13)  ■■!  [17]  avaient  été  communiquées  par  Buler  .i  divers  savants  dès  ITït. 
C'est  probablemenl  la  formule    16)  qui  a  donné  à  Lambert  L'idée  de  s.i  célèbre  série 

S  ~^—  =  2  8  x)  „x 
1  —  ax 

6  x    désignant  le  nombre  des  diviseurs  de  x,  j  compris  x  (1771  . 

1  Les  noms  de  résidu  (residuum    ■  ■!    de  non-résidu  (non-residuum    sont  dus  .i  Euler,  ainsi 

que  la  notion  <lu  reste  minimum  (complementum  residui)  —  a,  pour  p  —  a.  quand  p —  a  >  ^-  • 
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carré  ;  car,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  on  ne  saurait 
avoir  (4r  —  l)(4y  —  1  ■  =  z2  +  1.  Cette  remarque  fut  propo- 
sée à  Goldbaeh  par  Euler,  en  1741.  Elle  donne  lieu  à  de  nom- 
breuses conséquences.  (Voir  Fuss,  op.  cit.,  pp.    107  et  seq.). 

Si  p  =  4  —  1,  on  peut  trouver  un  résida  r  tel  que  r  +  1 
soit  non-résidu,  et  par  saite  p  divise  une  somme  de  trois  car- 
rés (E.  M.  1907,  p.  31). 

Le  produit  de  deux  sommes  de  quatre  carrés  est  une  somme 
de  quatre  carrés1 .  , 

De  ces  deux  dernières  propositions,  Euler  déduit  que  la 
démonstration  du  théorème  de  Bachet  revient  à  faire  voir  que 
les  diviseurs  d'une  somme  de  quatre  carrés  sont  eux-mêmes 
des  sommes  de  quatre  carrés,  ce  qui  a  été  démontré  plus  tard 
par  Lagrange2. 

Id.)  Euler  revient  sur  les  formules  (13)  et  (17)  et  les  dé- 
montre, la  première,  à  l'aide  de  l'identité  suivante,  commu- 
niquée à  Goldbaeh,  en  1750  (Fuss,  op.  cit.,  p.  522), 

118)     (l  +  al(l  -M)  Il  +c|  ...=  1  +«  +  b(l  +  a)-\-c[l  +  a)(i  +  /'!  +  ■•.  ; 

et  la  seconde,  en  partant  de  (16)  :  le    premier  membre  étant 

multiplié    par ,    puis    intégré,   ensuite    transformé    au 

moyen  de  (13),  enfin  différentié  et  divisé  par ,  on  trouve  : 

«+>■  -^-Ta'  +  m»  +  ... 

1  —  a  —  a'  -+-  ab  +  a1  —  «'*  —  ... 


1  Euler  a  communiqué  cette  célèbre  identité  à  (xoldbaeh  en  17i8.  (Fuss,  op.  cit.,  p.  452). 

2  Euler  s'était  approché  «le  cette  démonstration  de  Lagrange.  Dans  une  lettre  à  Goldbaeh, 
de  174'-»  iFuss.  op.  cit.,  p.  496),  il  montre  que  si  a2  +  //2  +  <2  -\-  d2  est  un  multiple  de  p,  en  po- 
sant a  =  \p  -(-  '/  ,  ...  avec  <*<[—,   ...    le  nombre  o  2  +  ...  sera  un  multiple  de  p  et  de  plus  on 

P2 
aura  a2  -(-  ...  <^  4  f-y  =  p»,  d'où,  en  posant 

H  'l2  +  ...  =  hp   , 

p2 
hp  <  'i  —  /,2  et   h  <  p  .   Euler  s'arrête  là. 

Le  reste  se  démontre  ainsi  d'après  Lagrange  :   h  divisant  «•  -f-  ....  il  divise  également 

i/3)  ia  —  \h)*+  i/3-  uh*+  ...-hj  . 

Si  on   prend  "h  ,  a  ■  ...  de  manière  cpie  chac les  nombres  a  —  X/i  soit  <  — ,  il  viendra 

j  <  h.  Or  le  produit  des  deux  égalités  (•/)  et  (^3)  en  donne  une  autre,  de  la  forme  \h</.'  8  +  ... 
=  -/'A2/>,  ou  bien  v.'*  -+-  ...  —jp,  analogue  a  («)  mais  avec  j  <  h.  Opérant  de  même,  on  trou- 
vera une  suite  décroissante  h,j  ,k,  l,  ...  qui  s'arrêtera  au  terme  1. 
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d'où  (17),  en  multipliant  par  l  —  a  —  a~  -(-  ab  -\-  ...  et  éga- 
lant  les  diverses  puissances  de  .r.  (Test  là  le  premier  exem- 
ple de  leraploi,  en  Arithmétique,  du  Calcul  infinitésimal,  qui 
devait  y  produire  lanl  de  belles  découvertes,  à  la  suite  des 
travaux  de  Jacobi  et  de  Lejeune  Dirichlet. 

L754,  N.  C.  1756).  Propositions  et  applications  analogues 
à  celles  rappelées  plus  haut  (N.  G.  1752),  aux  nombres  de  la 
forme  .r"2  +  2?/'\  avec  la  liste  de  ces  nombres  et  leur  décom- 
position jusqu'à  499,  continuée  plus  tard  par  Jacobi,  jusqu'à 
595;{. 

(Id.j  Etude  des  équations. r3  -\-  y6  -\-  z9  =  w*  et  .t3  -\-  y'à  =  c3, 
avec  la  table  des  nombres  de  la  l'orme  .r2  +  3i/2  inférieurs  à 
1000,  table  poussée  par  Jacobi  jusqu'au  nombre  12007.  On  y 
trouve  aussi  celte  remarquable  identité 

(20)  k[flu  +  gbf  +  l(kfh  —  gaf  =  [g2  +  klfi  [h2  +  M2)    . 

N.  C.  1758).  Seconde  démonstration  du  théorème  de  Fer- 
mat,  qu'il  préfère  de  beaucoup  à  la  première,  parce  qu'elle 
repose  sur  la  seule  considération  des  puissances.  Euler 
Tétend  au  cas  de  p  non  premier  1759,  N.  G.  1700  ,  telle  que 
nous  l'avons  reproduite  (E.  M.  1907,  p.  439),  ainsi  que  les 
propositions  également  signalées    E.  M.  pp.  438,  452). 

Dans  ce  mémoire,  Euler  donne  ce  que  nous  avons  appelé 
le  le  m  me  fondamental,  et  les  théorèmes  suivants  : 


21) 

P(/|  =  pk-~i  (p  - 

1) 

(22) 

f(pp'  ...)  =  {p  —  ' 

l)  1//  —    1 

(23) 

•if  i  a  1/ 1  =  y  (a)  «p  i  h  ) 

[a  el  b 

■1  ï 

,     a     m'         ,              a— 
?\p    p         ...)   —  p 

-ya'-' . 

\a  et  h  premiers  enl  re  eux.  i 

\p  —  1|  [p'  —  I)... 

1759.  N.  G.  1700.  Euler  montre  que,  de  même  que  pour 
a-  +  b2  et  a2  +  2b'1 ,  a  et  />  étant  premiers  entre  eux,  si  un 
diviseur  de  a2  +  36a  est  de  la  même  forme,  il  en  est  de 
même  du  quotient1;   —  que   ton I    nombre   premier  a'1  -f-  'Mr 


1  En   généralisant   la  démonstration   qu  Euler  donne   | ■  k  =  1  et   k  =  :!.  on  dira  que  si 

a2  -j-  kl>2  e»l  divisible  par  le  nombre  premier  u2  +  UjS2  .    le  quotient  est  de   la   même  forme.    En 
etl'et.  le  nombre 

v.ha  +  U»         «•   c/.2  -f  t^*l  =  k  u2l>*  —  «252i 

est  évidemment  divisible  par  a'  +•  k&*.  Ce  dernier  nombre  esl  premier  et  il  ne  peut  diviser  k, 
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est  en  même  temps  6  +  I  ;  —  que  pour/;  =  <>//  +  1,  on  ;\ 

i    'J  h  i  '2  h .   ,    'ih     i      _2 h  1 2 h     i      /  i  li    —   a 

[a       —  h     \  [a       -\-ii      l>       +  "     »  =•    "  i 

que  d'ailleurs  /'-  ±  fg  -\-  g2  peut  toujours  se  mettre  sous  la 
forme  .r2  +  3y2  ,  et  que  la  congruence  .r2 —  y-  =  0  a  tou- 
jours des  non-racines,  d'où  il  suit  que  tout  nombre  premier 
6  +  1  divise  un  nombre  de  forme  .r2  -f-  3y*  et  par  suite  est 
de  même  l'orme. 

L759,  X.  C.  1762.)   Le  produit  de  deux  expressions  de  la 
forme  x2  +  kv2  est  de  la  même  forme*,  car  on  a  : 

(25)  [ir  +  kb*)  tu"  +  if3)  =  [nu  ±  //>S,2  -f  k(a$  +  bu?  : 

d'où  il  suit  que  si  [x  =  a ,  y  =  b)  est  une  solution  de  l'équa- 
tion de  Pell  .r2  —  ky2  =  1,  et  [x  =  a  ,  y  =  fi)  une  solution 
de  l'équation  .r2  —  A//2  =  /,  on  en  aura  d'autres  de  cette 
dernière,  en  posant 

x  =  au  +  /7S  ,        i  =  o/S  +  ''a  • 

Euler  donne  aussi  l'identité 

(26)  (l,ir  +  lb')  (/-aa  +  /fi2i  =  {kau  ±  Ibp?  +  kl[ap  qp  fcà)8  , 

et  montre  à  trouver  une  foule  de  solutions  de  g-  _|_  hx  +  /»'.r2 
=  y2 ,   quand  on  en  connaît   une  seule  et  en  outre  une  de 


que  celui-ci  soit  positif  ou  qu'il  soit   négatif.   «2  -f-  kpa  doit  ainsi  diviser  l'un  ou  l'autre  des 
nombres  ub  -f-  «fi  et  ub  —  «S.  Appelons  »  le  quotient  et  écrivons 

ubduap  =  tt(aa+  A/S2i 
/>  =  .r  -f-  «"  >        °  =  y  —  ^P"  '• 

il  viendra  ax  dfc  S  .y  =  0  :  ce  qui,  —  à  cause  de  «  et  fi  premiers  entre  eux,  —  ne  peut  avoir 
lieu  que  si  y  =  /a  .  x  =  :p  <S  ,  d'où  il  suit 

û2  +  Ai2  =  |/2  +  fru*J  [a*  +  k&\  . 

Euler  avait  communiqué  cette  démonstration  pour  le  cas  de  k  =  1  .  à  Goldbach  en  IT'iT. 
iFuss,  <i|>.  cit.,  p.  ï  16. 

1  Goldbach  parait  avoir  remarqué  le  premier  cet  important  théorème  :  dans  une  lettre  à 

Euler,  de-  I7.",:f    Fusa,  op.  cit.,  p.  612),  il  dit  que  le  produit 

(a*  +  e/S»)  [e  +  «3i  (e  +  *■)  (e  +  <2i ... 
est  de  la  forme  A2  +  eB2 . 

On  a  su  depuis  que  les  Indiens  connaissaient  ces  belles  formules  mille  ans  auparavant. 


/. .  /  /;  /  /  //  M  E  T I  Q  V  E  l>  E  V  I.  E  li  3  '.  I 

x2  —  ky2  --  1  :  d'abord  par  récurrence,  ensuite  au  moyen 
de  formules  de  ce  genre 

x  =  [a  +  b{/T)  [a  +  pj/Âj"  +  (a  —  b\/T\  (a  —  fil/I)"  l 
y[/T~-  \a  -f-  b[/J)  |«  +  |3|/Jj"  —{a—  b[/T)  {a  —  ^|/F)" 

//  désignant  un  entier  indéterminé  et  a,  6,  «.  /3,  des  fonc- 
tions des  coefficients  de  la  proposée.  Cette  théorie  lui  sert 
dans  la  recherche  des  nombres  g  de  la  l'orme  y2  —  k.v2. 

Il  réduit  la  méthode  de  Brouncker,  pour  la  solution  de 
l'équation  de  Pell,  au  développement  de  \/~Jî  en  une  fraction 
continue,  qu'il  montre  être  symétrique  et  périodique. 

N.  C.  1762.  Aucune  fonction  entière  F  x  =  A  +  Bx 
-f-  Cx2  -j-  ...  ne  peut  représenter  exclusivement  des  nombres 
premiers.  Car,  en  changeant  x  en  LY  a  -\-  a ,  Y  x  est  divi- 
sible par  F  u ". 

Trouver  les  nombres  de  la  forme  x2  +  I  ,  qui  sont  multiples 
d'un  nombre  premier  donné,  p,  de  forme  4  +  1  .  On  pose 

x'  +  1=ki'|  /A  (f  +  ;2i   .         d'où         az  —  by  =  +  1   . 

Le  développement  de  y  ,   en  fraction    continue,   donne-  , 

et  de  là  x  =  kp  ±  (///y  +  ôz  . 

Ainsi  pour  p  =  29 ,  on  trouve  «  =  5,  £  =  2,  y  —  2  , 
2  =  1  et  .r  =  2D/,-  ±  12  2. 

De  là  une  nouvelle  méthode  (1765,  N.  C.  L768  de  re- 
cherche des  diviseurs  des  grands  nombres,  pour  L'emploi 
de  laquelle  Euler  donne  les  formules  relatives  aux  valeurs 
de  p  inférieures  à  2000,  avec  la  décomposition  de  p  —  4  A-  I 
en  une  somme  de  deux  carrés  jusqu'à  la  même  limite3,  celle 


1  A  la  île  -m.  iinli-  de  Goldbach,  Euler  (Fuss,  op.  cit.,  |>.  34),  donne  la  formule 

,.— k 

(3  -+-  I   21  k    -  (3  —    Va] 


',  i  T 

des  nombres  donl  les  carrés  sonl  e ime  temps  des  triangulaires;  ce  qui   montre  que,  dés 

1730,  il   avait  étudié  l'équation   de    Pell.  Il   (••-•.aie  même   d'étendre  la   solution  à   l'équation 
a.r!  +  bx  +  C  —  h2  ■ 

•  li, mis  uni •  lettre  à  Goldbach,  de  1743,  Euler  trouve  do  même,  par  le  moyen  île*  fractions 
continues,  que  les  nombres  de  la  forme  x'  ±-  i  divisibles  par  1381  sont  compris  dans  la  for- 
mule i:iSl/i  ±  1366. 

I  .n.-  table  h  été  poussée  par  Jacobi  jusqu'au  nombre  11981. 
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des  nombres  premiers  de  forme  .r2  -f-  L  jusqu'à  14942  +  1  , 
et  la  liste  des  diviseurs  de  x%  +  1  jusqu'à  x  =  1500. 

(Ici.)  Fermât  avait  enseigné  qu'un  nombre  4  -+-  1  est  pre- 
mier, s'il  est  une  seule  (ois  de  la  forme  x2  +  y2  .  On  avait 
ainsi  le  moyen  de  vérifier  si  le  nombre  n,  de  cette  forme, 
est  premier;  mais,  pour  peu  que  n  soit  élevé,  on  avait  à  cal- 
culer un  très  grand  nombre  de  carrés.  Euler  montre  com- 
ment on  peut  réduire  le  nombre  de  ces  opérations,  en  déter- 
minant les  formes  linéaires  de  .r  d'après  celles  de  /?.  Ainsi 
,c^8±  1  si  n  =  16  +  1  ou  16  +  5  ,  et  .x  ,=  8  ±  3  si 
il  =  16  -j-  9  ou  16  +  13  :  le  nombre  des  carrés  à  calculer 
sera  ainsi  réduit  au  quart.  Déterminons  de  même  les  formes 
de  x  correspondant  aux  formes  60  +  1  ,  60  +  7 ,  60  +  i  1  ,  ... 
de  n,  et  combinons-les  avec  les  premières,  on  connaîtra  les 
formules  de  x  dans  œ2  +  if  =  240  +  I .  ,  240  +  7  ,  ...  ;  et 
ainsi  de  suite. 

Par  exemple,  celles  qui  correspondent  à  n  =  14400/i 
+  11401  sont  : 

x  =  480  ±  75,  195  . 

x  =   1440  ±  85,  355,  445.  715  , 

x  =  2400  ±  99,  501,  651,  IH9  , 

x  =  7200  ±  149,  949,  1301.  1949,  2101,  2749,  3101,  J5297  . 

Opérant  sur  le  nombre  10091401  '  qui  correspond  à  h  =  7QQ, 
on  le  trouve  égal  à  12512 -h  2920a  et  à  nulle  autre  somme 
de  deux  carrés  :  il  est  donc  premier. 

L768,  N.  C.  17(>(J.  De  nouvelles  recherches  sur  la  partitio 
numerorum  l'amènent  à  exposer  des  idées  qui  devaient 
porter  des  fruits  plus  tard;  c'est  que  le  théorème  de  Fer- 
mai :  tout  ailier  est  la  somme  de  trois  triangulaires  ou 
de  quatre  carrés  serait  démontré  si  on  pouvait  prouver  que 
le  cube  de  la  série  1  -h  x1  +  ,i8  -j-  .r'1  -f-  .r10  +  ...  et  le  bi- 
carré   de    cette    autre    1  +  .r1   +  .r4  +   x*  +  ,r1G  +  ...    sont 


1   Legendre,  par  le  développement  de  ta  racine  carrée  de  ce  nombre  en  fraction  continue, 
a  Init  voir  que  les  diviseurs  appartiennent  aux  formes  suivantes  : 

x-  +  Ay*  .         A-  =  31.  (l,  —  07.  5.  98,  —  30,  —  16  ; 

combinant  ces  diverses  formules,  il  est  arrivé  à  prouver  que  le  nombre  proposé  ne  peut 
avoir  comme  diviseurs  que  les  uomhres  727,  1423,  2281.  Or  la  division  par  aucun  d'eux  ne 
réussit  :  il  est  donc  premier. 


/.  'A  n  i  r  il  m  e  j  i  q  v  i:  n  /■:  i  t. t:  n  343 

égaux  à  I  -f-  •*''  +  -r2  +  -<'3  +  tA  +  •••  :  ou  encore,  en  cher- 
chant le  coefficient  de  r.3  dans  la  première  et  celui  de  z* 
dans  la  seconde  des  expressions 

1  1 


(1 «)(1  —  xz)\\ —  xaz)(l —  x*z)...    '      |1  -   Cl  (1  —  xz)  il  —  .i4-|  (  1  —  X9Z)  ... 

développées  en  séries.  Ces  résultats  avaient  été  communi- 
qués à  Goldbach  en  J  748. 

Dans  son  Eînleitung  zur  Algebra  (Pétersbourg,  1770), 
Euler  a  réuni  un  gfrand  nombre  d'artifices  touchant  l'ana- 
lyse  diophantine.  Nous  citerons  les  suivants,  à  cause  de 
leurs  conséquences  ou  de  leur  généralité. 

L'introduction  de  la  considération  des  irrationnelles  et 
des  imaginaires,  pour  la  démonstration  à  priori  de  certaines 
identités;  par  exemple  celle-ci  : 

(a'  +  b*'  =  (a  -+-  bîf  \a  —  hif  =  k<2  —  lr  -\-  2abi)  io2  —  Ir  —  2abi\ 
—  („*  -  b'f  +  \-lab2 

[a*  +  b*)  (a*  +  (5a)  =  [{a  +  bi)  [a  —  fii)]  [  [a  —  bi)  («  +  (3/)] 
=  («a  +  bfl]1  -f-  (bw  —  apr  .' 

Ces  remarquables  théorèmes  :  posons  a  -j-  \/h  =  A 
+  B\/b  ,  on  a  (a  ■ —  \/b>  =  A  —  B\/b  ,  2  ce  qui  donne  une 
nouvelle  clé  algébrique,  car  de 

F, .,-:  +  /-in  t  T  =  ?[x)  +  fiy]  S/T . 
on  lire 

(27)  Y  \x\  =  v\x)         ej         /'(.ri  =  ^(.ri  . 

Le  produit  de  fadeurs  compris  sons  les  formes  k.\2  +  lv2 
et  x2  +  klv'-'  est  de  la  première  ou  de  la  seconde  forme  selon 
(jue  le  nombre  des  facteurs  de  lu  première  est  impair  ou  pair. 

Une  méthode  de  recherche  des  facteurs  de  a2  +  kb%  l'on- 


1  Herraite  a  étendu  cette  démonstration  au  cas  «In  produit  de  deux  sommes  de  quatre  carres, 
et  Catalan  a  décomposé  de  la  même  manière  un  carré  en  trois  autres  carrés.  Euler  a  généralisé 
autrement  en  opérant  de  même  sur  a2  +  kh-  au  lieu  de  a-  -\-  h2  . 

-  Ce  théorème,  déjà  employé  implicitement  par  Euler  ■•!  Lagrange,  se  démontre  aisément, 
sans  utiliser  la  formule  du  binôme.  Il  a  éi<-  l'objet  d'importantes  applications  de  Lagrange, 
de  Lejeune-Oirichlet,  de  Genocchi  et  d'Ed.   Lucas. 

L'usage  le  plus  important  c|ii 
pour  résoudre  x-  -\-  A  >,2  =  c    . 
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dée  sur  l'assimilation  de  cette  expression  au  produit  (.r2±/<7/" 

z2  ±  kw2  . 

Enfin  la  démonstration,  par  la  méthode  de  In  descente,  de 
l'impossibilité  de  l'équation  ,ra  -f-  ys  =  z3.  (Communiqué  à 
Goldbach  en  17.");!.  Voir  Fuss,  op.  cit.,  p.  618. 

1772.  N.  G.  1773.)  Euler  remarque  que,  pour  certaines 
valeurs  de  ,r,  les  restes  de  la  division  des  p  —  i  premières 
puissances  de  ,r  par  p  sont  tous  différents,  et  que  le  nombre 
de  ces  valeurs  est  y(p  —  I  .  11  les  appelle  radiées  primitives, 
et  en  donne  la  liste  jusqu'à  /;  =  37 '. 

A  signaler  encore  les  propositions  suivantes  : 
Pour  p  =  6  +  1  ,    si   f,  g,   h  sont  les    racines  de  x3  =  1  , 
on  a  : 

f  +  g  +  h  =  0  ,       fr  +  o/;  -f-  /i/1  =  0  ,        f  +  g*  +  A"  =  0  ; 

de  là,   les  formules    linéaires   de  />  donnant   3   et  —  3  pour 
résidus2.     • 

Les  diviseurs  de  a4  -|-  b4  sont  de  la  forme  8  +  L  ;  et  comme 
ce  nombre  peut  se  mettre  sous  les  deux  forme*  a'-  =F  h2  - 
±  2(aùr  .  il  s'ensuit  <|iie  2  e/  — 2  sont  résidus  de  p  =  8  -f-  1. 


On  a  identiquement  : 

(,+f  +  „,)._5(fy 


.c  —  «■' 


..     —  o'  :=      ara  + a3)    + 


et,  comme  pour  p  =  5-f-lou/;=7  +  I  .  certaines  valeurs 
de  .r:  donnent  #5  —  a5  =  0  ou  .r7  —  r<7  =  0,  il  s'ensuit  que, 
dans  les  mêmes  cas,  p  divise  ,r2  —  by2  ou  .r2  -f-  7#2 . 

M.  Ii.3  1772.  10  est  non-résidu  de  /j  =  4/e  ±  1 ,  si,  parmi 
les  diviseurs  des  nombres  A,  /(  +  2.  A  =F  (> ,  ne  se  trouve 
qu'un  seul  des  nombres  2,  ô  ;  il  est  résidu  si  ces  mêmes 
diviseurs  comprennent  les  deux  nombres  2.  5,  ou  s'ils  n'en 
comprennent  aucun  4. 


1  Ostrogradsky  a  continué  cette  liste  jusqu'à  200,  Jacobi  jusqu'à  1000  .-i  Desmarests  jus- 
qu'à ii 

-  On  peut,  avec  ii.m~s.  s'étonner  qu'Euler  n'ail  pas  démon ti-0  les  m. 'ni.—  rhosrs  pour  les 
résidus  '-  «■!  — -.  d'autant  plus  que  la  marche  ;-  suivre  était  analogue. 

3  Mémoires  de  l'Académie  de  Uerlin. 

1  i  ette  propriété  se  démontre  aisément  en  partant  d<s  formes  linéaires  des  diviseurs  de 
.r2=!=  in-,-'  . 
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Le  nombre  231 — ■  1  esl  premier.    Voir  E.  M.,  p.  443  )  ' 

Les  quarante  premières  valeurs  entières  de  se.  dans  la  fonc- 
tion .r2 —  x  -+-  VI  fournissent  des  nombres  premiers2. 

Acta  eruditorum,  177.Î.  Lagrange  avait  démontré  le  théo- 
rème de  Bachel  M.  B.  1770;  Euler  simplifie  sa  démonslra- 
lion  du  lemme  déjà  énoncé  plus  haut:  les  diviseurs  d'une 
somme  de  quatre  carres  sont  eux-mêmes  des  sommes  de  quatre 
carrés. 

kl.  Euler  aborde  la  recherche  du  minimum  de  la  fonc- 
tion A.r2  -)-  W.vjj  +  C//2  ,  en  vue  de  la  résolution  des  (Minu- 
tions indéterminées  du  second  degré,  question  reprise  plus 
lard  par  Lae-canoe. 

(N.  C.  1774.)  Euler  généralise  la  méthode  de  calcul  des 
tables  de  nombres  premiers  appelée  crible  arithmétique,  en 
parlant  de  cette  remarque  que  les  nombres  premiers  sont 
de  l'une  des  formes  30h  -f-  /" ,  /'  désignant  l'un  des  nombres 
1.7.  11.  13,  17,  19.  23,  29.  Or,  par  exemple,  les  valeurs  de  // 
qui  rendent  3()h  +  I  divisible  par  7.  sont  les  termes  de  la 
suite  -f  3.  10.  17.  24  ...  ,  ce  qui  se  vérifie  en  remarquant  que 

2k  -f-   I 
de  30/î  +  1  =  7g,  on  tire  g=^th  -{-  —y—  .  Il  opère  de  même. 

pour  déterminer  les  valeurs  de  h  qui  rendent  multiples  de  7, 
les  formules  30/*  -f-  7  ,  30A  +  11,  ...  ;  ensuite  celles  qui 
rendent  multiples  de  11,  les  formules  M)1i  +  /.*  ;  multiples 
de  13,  les  mêmes  formules,  etc.  (Massant  tous  ces  résultats 
en  une  table  à  double  entrée  ayant  pour  argument  les  va- 
leurs h  =  1,  2,  3,  4,  ...  et  pour  tètes  de  colonnes  les  nom- 
bres /•,  les  cases  pleines  contenant  les  valeurs  de  30/i  -f-  /• , 
qu'on  vient  de  définir;  les  cases  vides  désigneront  les 
nombres  premiers3. 


1  Landry  .i  donné  de  ce  fail  une  antre  démonstration  très  intéressante,  comprenant  la  solu- 
tion de  l'équation  a  =  [n  +  x)    »       y\  ■  >>  désignanl  l'entier  le  plus  voisin  de 

-  Lcgcndre  cl  M.  Bscotl  ont  donné  plusieurs  antres  formules  do  ce  genre  Voir  Int.  math.. 
ls:is.  pp.  114  ,i  184,  el  1899,  p.  10.)  Le  premier  qui  s'en  esl  avisé  ''-.i  Goldbach;  dans  une 
lettre  .1    Euler,  de    1742,  il    lui   en  annonce   plusieurs,   entre  autres  19,   laquelle 

donne  des  nombres  premiers,  pour  les  quarante-sepl  premières  valeurs  entières  de  r,  saul 
quatre.  On  peul  vérifler  que  ces  quatre  valeurs  sonl  x  =  19,  25,  36  el  38;  les  quarante-trois 
.1 1 1 1  !•■■>.  donnent  des  nombres  premiers.  (Voir  Fuss,  op.  cil  ,  |>p.  257  el  262. 

3  Les  Tables  de  Wega,  de  Burkardt,  de  Lebesguc,  etc  .  sonl  fondées  sur  les  principes  ana- 
logues Seulement  la  formule  30A  -f-  r  esl  reraplai par  210A  4-  r  on  300A  -f  r r  dési- 
gnanl alors  tous  les  nombres  premiers  inférieurs  à  210  ou  à  300.  \  oii  les  /  ■■■  de  Lebesguc 
1864  .  celles  de  Le  bon  el  de  l'arry    1906). 

r.'F.naciffiinnienl  mathém.,  IIe  année;  1909  -'- 
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li  cherche  <l<'  même  les  formules  des  nombres  de  la  forme 
30//  —  /'  <|ui  sont  en  même  temps  multiples  île  30//  ±  I  '. 
.K><7  --  7  .  30û  ±  11  i  •••  el  en  déduit  une  autre  table  avant 
mêmes  têtes  de  colonnes,  et  pour  arguments,  les  nombres 
premiers,  chaque  case  contenant  la  valeur  de  //  telle  que 
I  argument  soit  le  plus  petit  diviseur  de  30/j  -f-  r  .  Il  tire  de 
là  une  méthode  de  construire  une  table  des  nombres  pre- 
miers supérieurs  à  une  limite  donnée. 

M.  B.  I77<>.)  Euler  parle  pour  la  première  l'ois  de  ses  la- 
ineux numeri  idonei,  I.  2,  3,  4,  5,  6,  8,  9,  10,  12,  13,  15,  16, 
18,  21,  22.  24,  25,  28,  30,  33,  ...  1365,  L8482,  qu'il  caractérise 
par  celte  propriété  qu'un  nombre  premier  quelconque  ne 
peut  être  représenté  que  d'une  seule  manière  par  la  forme 
x2  -f  ky2  ,  si  I,  esl  un  numerus  idoneus;  et  il  les  détermine 
par  la  règle  suivante  :  k  est  un  numerus  idoneus  si,  x  étant 
premier  avec  k,  Ions  les  nombres  de  forme  x2  -j-  k  et  moindres 
que  1k  sont,  ou  premiers,  ou  des  carrés  de  premiers,  ou  des 
puissances  de  2. 

1775,  A.3  1780).  Euler  traite  la  série  I  —x  —  x2  +  x* 
-r  x1  --  ...  -      I  X    (I  —  X')  (1  —  x'6)  ...  ,    en    décomposant 

chaque  facteur  du  second  membre  en  ses  facteurs  imagi- 
naires, et  en  tire  diverses  conséquences  intéressantes  au 
point  de  vue  de  la  théorie  des  équations. 

[d.  Entre  0  et  I,  combien  y  a-t-il  de  fractions  réduites 
dont  les  termes  sont  inférieurs  au  nombre  donné  n?  Ce 
nombre  est,  pour  //  =  10,  .'51  :  pour  n  =  100,  3043;  ... 

On  a,   p.  (|.  ...  désignant  les  facteurs  premiers  de  x, 

/  l  a, ...  |  a*      da  =  1  -1 '■ 

P'I  ■■ 


28) 


[d.  La  question  de  la  possibilité  de  décomposer  un 
nombre  donné  en  une  somme  de  trois  triangulaires  revient 
a  faire  voir  que  tout  nombre  8a  +  3  est  la  somme  de  trois 
carrés  impairs,  car  de  a  ^  — .,—  ,  on  lire  :  Sa  -\-  .'! 
=  2(2z-  +    I  ".     f'uss,   op.   cit.,   lettre  a  (ioldbaeh,   de   1730.) 


1  I);uis  ce  cas,  h  r^  'la  \\ba  --  m  A-  l.    %a       l    el  r  =        2«  —  1  . 

-  Gaussa  retrouvé  ces  soixantc-cioq  nombres  dans  ses  recherches  sur  différents  modes  de 
classiGcatioa  des  formes  quadratiques  binaires. 
[cta  Aeadctniu  l'ctmpoUtante. 


L'A  RI  I  II  M  Eli  0  /   I.    h  I.  i ■  I.  E  II 


34 


177.1.  Opuscula  analytica,  17s:;.  Euler  revient  sur  la 
thérie  <!•'>  résidus.  Il  montre  que  les  résidus  sonl  associés 
deux  à  deux,  et  donne  le  théorème  suivant,  dont  il  souhaite 
connaître  la  démonstration. 

0  Existente  s  numéro  quocunque  primo,  dividantur  tantum 
quadraia  imparia  l,  9.  25,  i9,  etc.,  per  divisorem  1s.  noten- 
turque residua,  quae  omnia  erunt formée  4q  +  L, quorum  ijuod- 
\'is  lillera  a  indicetur,  reliquorum  autem  numerorum,  formas 
\ij  ■-  I.  qui  inter  residua  non  occurrunt,  quiùibel  littera  31 
indicetur,  quo  facto  si  fuerit. 


divisor  nuinerus 
priants  formœ 

'm-  —  a 
ins  —  a 
'.us  -f  3J 

ius  -  -    Jl 


4-  s  residuum  et  —  s  residuum 

—  -  residuum  et  —  s  non-residuum 

—  s  non-residuum  et  —  s  non-residuum 

—  -  non-residuum  et  —  s  residuum.  » 


< '.  est,  sous  une  forme  rudimentaire,  la  célèbre  loi  de  réci- 
procité. 

(Id.  11  donne,  pour  reconnaître  la  possibilité  de  l'équation 
/ 1  -  -  gy3  =  hz°  ,  une  méthode  qui  manque  de  rigueur: 
Legendre  et  Gauss  ont  repris  la  question  et  l'ont  complèle- 
menl  résolue. 

(Id.)  Euler  indique  une  méthode  pour  déterminer  x  tel 
que  ax  =  f,  et  qu'on  saisira  suffisamment  par  l'exemple  sui- 
vant. Soient  a  =  2  ,  /*=  i  ,  p  —  23  ;  on  a 


2  .  :;  =  1    .       —  22.5  =  3   .       -   : 
d'où,  en  multipliant. 


IIIim]    23 


id. 


Id.)  11  démontre  le  théorème  de  Wilson1  en  se  basant  sur 
l'existence  d'une  racine  primitive  E.M.,  1907,  p.  i59),  exis- 
tence qu'il  admel  sans  la  démontrer. 

1771.  Opuscula  analytica,  II.  L785).  La  démonstration  de 

l'égalité  d'un   entier  quelconque   à    une   somme   2- — - 


de 


1  Dont  Lagrangc  venait  de  trouver  deux  démonstrations  rappelées,  K.   M..   1907,  pp    - 
«41. 
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cinq  pentagones  se  ramène  à  celle  de  l'équation  2V/  -+-  f* 
=  2(&Ca —  1    ',  ou  a  celle  de  la  relation 

l    4_  .,-  +  .,5  _|_  xiî  _|_       )5  _  j  +  _,.  _u  ,,i'  _|_  x»  +  ^  _!_•... 

A  cette  occasion,  il  montre  comment  on  peut  obtenir  le 
développement  de  la  kme  puissance,  S*  =  T  =  1  -f  A.c 
+  B.r2  +  ...  ,  de  la  série  S  =  1  +  .*"  -f-  xb  +  ...  ,  au  moyen 
de  la  relation 

jSattTT  _  ATxdS 
d.r  dx 

d'après  la  méthode  de  Jacques  Bernoulli. 

(Id.)  Il  somme  la  série  2  ±  — -,  ,  où  le  signe  +  a  lieu  quand 

p  est  4  +  I  .  et  le  signe  —  quand  p  =  A —  1  ,  à  laide  des 
considérations  déjà  utilisées  dans  X Anal,  in  iiif'.,  en  partant 
des  formules  de  Wallis  et  de  Leibniz,  donnant  la  valeur  i\u 
nombre 7T.  (Fuss,  op.  cit.,  lettre  à  Goldbach,  de  1752.) 

Id.  Il  montre  à  résoudre  l'équation  (a2  +  kbi)x  =  y2  +  kz2, 
à  l'aide  de  la  formule  (27);  ou  encore  à  l'aide  de  la  formule 
de  Moivre,  en  posant  a  -f  b\/ —  k  ■-=  #(ços  y  -\-  tsin  y  . 

1778,  N.  A.2,  L792.)  Tout  nombre  qui  est,  de  deux  manières 
différentes,    la    somme    cle    deux  carrés,    est    composé.    Soit 

a2  -\-  62  =  a8  +  jS2;    soit  de  plus  -  la    valeur  simplifiée  de  la 

fraction 

(I   -\-   a         s  —  Il 
a  —  « 

//',  ,5  +  b  —  kg  .   a  —  a+=  Ig  , 

ou         a    -f-  ft    = ; . 

soit  //  =  1000"-'  -j-  39  et  posons  n  =  x'2  -\-  y*  .  Le  nombre 
L000009  —  x*    ne    peut    être   un   carré    (pie    s'il    esl    divisible 


/3  +  /> 

Posons  a 

+ 

y. 

= 

*/\ 

/3—  6 

on  a 

«  + 

lg 

h 

_** 

•> 

1  En   général,  le  cas  du  ri se  réduit  à  i.i  décompositi le  l'expression  Sna  +  (»  +  2) 

»  —  2)'  .'n  une  somme  de  »  carrés  de  la  forme  [2nx  +  2  —  >n2  .  (Logendi-e.J 

2  Nova  .ii  ta. 

3  Fess,  toc.  <"■.  Lettre  à  Goldbach,  de  1744. 
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par  5,  et  par  suite  par  25.  Ecrivons  «loue  x  =  25z  +•>:  le 
nombre  L000000  —  150s  —  (25z)a  doit  être  un  carré,  de  même 
que  40000  — 62  —  25<z *  .  Pour  :  =  A — 1,  celle  expression 
a  la  tonne  8  —  •'{  ,  non  représentative  d'un  carré.  Pour 
r.  =  4u-+  I  .  il  viendra  la  formule  39969  —  224w  —  (20w)2  ; 
ou,  faisant  w .=  0,  1,  2,  3,  4,  ...  ,  —1  ,  —2,  —3,  ...  ,  et 
saidant  de  la  différence  seconde,  qui  est  =800,  on  trouve 
pour  w  =  10,   le  carré  2209,   d'où  z  =  —  39  etx=  —  972. 

I  )u  a  ainsi  : 

1235        969        19 
n  —  1000"  +  o-  =  K722  4-  23Ô2  .        d'où         —r  =  —  =  —  . 

9/0  /bo         lo 

II  est  donc  divisible  par  192  -j-  152  . 

L'étude  de  3  pair  conduit  à  la  même  conséquence. 
I77S.  X.  A.  1795.)   Si  11  =  af2  +  b--  =  «F2  +  bG2 ,  a  et  b 
désignant    des    entiers    positifs,    lune    des    deux    quantités 
fGzhgF  est   divisible   par  //.  ainsi   que    Tune  des  suivantes 
af¥  ±  bgG  :  car  on  a  : 

n(G"  —  g2i  —  «l/3G2  —  H-2,       et       >i{aG*  —  bf*)  =  (afYf  —  (bgG?  . 

De  plus, 

n  —  ,/,2  -+-  abP)  l«;2  +  /m2i    . 
relation   où  /•  et  s  sont  les   termes   de   la  traction  — 


re- 


G  ' 

cl  n  î  te  à  sa  plus  simple  expression,  et  où  /  -j-  F  =  kr ,  g"  +  G 
=  /rs  ,  /' —  F  =  bis  ,  G  —  g"  =  air  . 

1778,  N.  A.  1797.)  On  peut,  de  celte  manière,  trouver  de 
grands  nombres  premiers.  Considérons  le  numerus  ido- 
neus  232.  Tout  nombre  qui  pourra  se  mettre  sous  les  deux 
formes  232.*'  +  y-  et  232z2  +  1  sera  composé.  On  aura  ainsi, 
en  changeant  y  en  58te  ±  I  , 

-J  —  .î2  =  £(29«v  ±  li. 

Le  premier  membre,  et  par  suite  le  second,  représentent  un 
nombre  composé  rs.   Posons  z-}-.r  =  /',  z  —  X  —  s  ,  d  où 

-  _■'•  +  -s 
z  •> 
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r  et  s  sont  de  même  parité.  Soit  w  =  13  :  on  aura  : 
rs  =  13.4.  \~  ou  23  .  L3 .7  ,  d'où 

;■  =  94,  351,  273,  189,  L17,  91,  63  ; 

s  =  26,       7.       9,     13,     21,  27.  39  ; 
z  =  60.  179,  141,  101,     69,  59,  :>l    . 

Euler  donne  la  table  des  valeurs  de  z  correspondant  a 
w=  I.  2,  3,  4,  ...  78,  valeurs  qu'il  trouve  être  4,  8,  11,  14, 
1!>.  21.  23,  25,  29,  ...  295,  296,  21)8.  Il  conclut  que  les  autres 
valeurs  z  =  1,  2,  3,  5,  6,  7,  9,  10,  12,  13,  15,  ...  294,  297.  299 
mises  dans  la  formule  232za  +  1  ,  donnent  des  nombres  pre- 
miers '. 

Id.  Euler  montre  ainsi  comment  on  peut  trouver  les  divi- 
seurs d'un  nombre  n  qu'on  a  pu  mettre  sous  la  forme 
cr  -|-  kb*  .  Supposons  n  -=  cr  +  kir  =  x*  +  ky'2  .  En  appelant 

la  fraction^ réduite  à  sa  plus  simple  expression,  et  po- 

sant 

i«l       a  -}-  x  =  kft  ,     y  —  h  =  fu  ,     y  -f-  b  =.  tg  ,     a  —  .*■  =  ug  , 

il  viendra 

»  =  !(««+  H>)  (*2  +  hf)  , 

soit  n  =  10003=  100-  +  3  .  L9  et  posons  n  =  x*  +  Zy*  ;  n  étant 
impair,  x  et  y  sont  de  parité  différente  ;  de  plus  //  étant  8  +  3, 
on  doit  avoir  x-  =  8  et  y'1  =  8  +  1  ,  d'où  x==  4/  et  y  =  2//  +  I , 
et  de  là 

W  +  \W  +  3a  =  2500  , 


ce  qui  lait  voir  que  //  est  de  la  forme  de  4c,  ce  qui  donne 

625  —  12/  —  %v  —  e  . 

v  ne  peut  être  pair,  car  f>25  étant  8+1,  v  serait  8:   or  les 
valeurs  v  =  8,   L6,  ...  rendraient  /-  négatif. 


1  Ces  ingénieuses  méthodes  d'exclusions  90nl  d'excellents  exemples  des  procédés  indirects 
par  Lesquels  peuvent  être  attaquées  les  démonstrations  arithmétiques,  quand  les  méthodes 
directes  ne   réussissent   pas.  L'habileté  de  l'arithméticien,  dans  les  questions  de  ce  genre, 

doit  porter  sur  Ii'  groupement  des  exclusions,  de  manière  a  réduire  le  nombre  des  cas  a  exa- 
miner, •-ans  trop  les  compliquer. 
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v  ne  peut  être  4  -r  I  car  /~  serait  4  4-  -•  (,<'  (|"'  rsl   impos- 
sible. 
l'usons  r -=  'uj  —  I  ,  il  viendra 

't 


loi  —    i«S<y2  -{-   l\(f 

la  valeur  g  = '2.  répond  seule  à  la  question  el  donne  c  =  7  , 
y  =  57  ,  .r  —  16  .   Ainsi 

10003  =  1002  +  :i  .  J2  —  16S  +  3  .  572  . 

Appliquant  les   formules    a),   avec   />'  =  3  ,   a  =  100  ,   />  =  i  , 

.r  s=  16  ,  y  —  57  ,  il  vient 

?/_  111?  _  -    2 
-  58  3 

d'où  f'=2,  g=3;  le  nombre  3/r2-f-£2  =  2i  est  donc  divi- 
seur de  ii . 

Euler  remarque  que,  même  pour  k  premier,  il  ne  s'ensuit 
pas  nécessairement  que  n  soit  premier  s'il  est,  d'une  seule 
manière,  de  la  forme  x~  -\-  k//'1  .  car  15  =  2"  -j-  il.  L2  est  dans 
ce  cas  :  il  faut  en  outre  que  k  soit  un  numerus  idoneus. 
Mais,  quels  que  soient  /.■  el  /,  //  est  composé  s'il  est,  de  plu- 
sieurs manières,  de  la  forme  k.v~  +  h/1  . 

Il  traite  ainsi  les  nombres  de  la  l'orme  ka1  -f-  llr  .  kl  dési- 
gnant un  numerus  idoneus.  Ses  procédés  sont  analogues  à 
ceux  qu'on  a  exposés  tout  à  l'heure;  mais  il  les  perfectionne 
à  mesure  que  se  présentent  de  nouvelles  difficultés.  Malgré 
leur  intérêt,  nous  ne  pouvons  songer  à  donner  de  nouveaux 
exemples;  nous  nous  contenterons  de  signaler  la  formule 
L848r2 -f  L972 ,  qui  lui  donne  de  1res  grands  nombres  pre- 
miers,   dont   ceux    qu'on   obtient    en    faisant   ,r  —  -3,   5,6,  7.  S, 

L3,  ...  70.  80,  l.0(). 

Jusqu'à  présent,  nous  n'avons  parle  que  des  travaux 
d'Euler  publiés  ou  au  moins  divulgués  de  son  vivant.  La 
précieuse  Correspondance  éditée  par  Fuss,  celle  surtout 
qui  eut  lieu  entre  Euler  et  Goldbach  et  que  nous  avons  citée 
plusieurs  l'ois  pour  fixer  la  date  de  certaines  découvertes 
d'Euler,   —  contient   de  celui-ci   beaucoup  d'essais  sur  1rs- 
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quels  il  n  est  pas  revenu  el  (|iii  paraissent  pourtant  digues 
d'être  notés.  Nous  indiquerons  les  plus  remarquables.  En 
outre,  il  semble,  —  et  c'est  l'avis  de  Fuss,  —  qu'Euler  doit 
à  Goldbach  L'impulsion  cjui  lui  a  t'ait  entreprendre  ses  re- 
cherches arithmétiques  :  non  seulement  ce  dernier  a  signalé 
à  son  attention  les  principaux  théorèmes  cle  Fermât,  mais  il 
lui  a  proposé  un  grand  nombre  tle  théorèmes  el  d'aperçus 
qui  ont  certainement  averti  Euler  de  l'intérêt  qui  s'attachait 
à  cette  science  nouvelle  qu'il  a  tant  illustrée.  Nous  mention- 
nerons également  quelques-uns  de  ceux-ci. 

L730.)  Goldbach  remarque  un  cycle  qu'on  peut  rendre  par 
les  relations  suivantes  : 


a"  =  h 


I," 


Il   J  ,-> 

c  ,     c     =  a  , ....  j 


et  qui  ne  peut  avoir  plus  de  p  —  1  termes. 

(kl.)  Euler  donne,  pour  le  nombre  des  diviseurs  de  A,  la 
curieuse  formule 


129] 


:;  +  (-D'  +  1  +  (-  1)    +  1  4-  (—1)   + 


où  B  est  le  Ae  terme  de  la  série  l,  1,  4,  7.  13,  22,  ...  do.it 
chaque  ternie  est  égal  aux  deux  précédents  plus  2;  C  le  Ae 
de  la  série  I.  I,  I,  6,  11,  21,  41,  ...  dont  chaque  terme  égale 
la  somme  des  trois  précédents,  plus  3;  1),  le  Ac  de  la  série 
I.  I.  L,  1,  8.  15.  2'.'.  57,  ...  dont  chaque  terme  égale  la  somme 
d^s  quatre  précédents  plus  4;  el  ainsi  de  suite. 

fd.  Goldbach  annonce  qu'u/j  triangulaire  ne  pcul  être  un 
bicarré. 

1739.    Il  propose  à  Euler  l'élude  de  la  série 

S  x) 

_(— "Il 


l/'i2.  Il  énonce  son  laineux  théorème,  qu'on  n'a  encore 
ni  démontré  ni  i  m  prouvé  :  un  nombre  entier  quelconque  est 
lu  somme  de  deux  nombres  premiers1. 


1  t  ...  jedc  Zahl,  ;ms  zweyen  numeris  prlmis  ziizammengcsetz  ist,  ...  »  Waring  [Médit.  Al;;. 
i  .mt.ili  iTsj  .  le  donne  également  presque  dans  1rs  mômes  termes  :  »  Omni»  par  numerus 
constat  ii  duobus  primis  numeris...  » 

1  e  théorème  .1  été  généralisé  par  Deboves  et  Sylvester. 
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ld.)  Il  annonce1  avoir  remarqué  que  le  nombre  4a*  4-  I  n'est 
jamais  premier;  à  quoi  Enler  répond  t|u  en  effet  on  a  l'iden- 
tité 

■j.  ',«*  +  1  =  \-2<r  +  2a  +   li  i2o2  —  -lu  +  1)   .  ' 

[cl.  Il  propose  a  Euler  ce  théorème  et  le  suivant  :  ////  terme 
quelconque  de  la  série  2,  4,  (i,  LO,  I  i,  16,  20,  24,  ...  r/e.ç  nombres 
\  /(7.ç  ^y//r  \-  -(-  l  soit  premier,  est  la  somme  de  deux  termes 
de  la  série. 

L743.)  Si  4n  ±  1  es/  ////  nombre  premier,  n  r.v/,  suivant  les 
cas,  ht  somme  d'un  carré  et  de  deux  triangulaires  ou  de  deux 
carrés  et  d'un  triangulaire. 

Ici.  Il  propose  L'étude  des  nombres  décimaux  de  la  forme 
0,ltf  Vaa  Yaaa  \aaaa  \a  ... 

1746.    Euler  donne  les  suites 

1  —  a"    ,    il  —-a")  U  -  a'1-1) 

1 i ï 

1  —  a  I  —  a 

(i_a«,(i_fl»-i,  (1  — a"-2, 

H i h  •  ■  •  =  "  . 

1  —  a 

(31)  1  —  a"-1  +  «2"-3  —  rt;!"-(1  +  a4"-10  —  ...  —  0  . 

L747.)  Goldbach  remarque  que,  dans  la  série  1,  3,  7,  17, 
41,99,  ...  soumise  à  la  loi  un+\  =  'lu,,  -\-utt-i,  les  ternies 
de  rang  pair  sont  de  la  forme  .r'-'  ±  l  ,  et  qu'aucun  terme  de 
rang  impair  n'est  un  carré.  Euler  démontre  ces  propositions. 

1748.)  Il  donne  plusieurs  solutions2  de  légalité  a-  -f-  ^ 
-f  c'1  -—  x~  -\-  (f1  -\-  z'2  ;  propose  «le  démontrer  que  8a  -f-  3  esl 
la  somme  de  trois  carrés  .r'",  //',  z'\  en  posant 

x=  1  -f  /a  +  ^2  +  /^rt3  +  ... 
r  r  1  -f  fa  —  gri?  -\-  lur  —  ... 


1  Leibniz  avait  déjà  indiqué  [Acta  erud.,  ITl'.d  celle-ci 
fi  a*  +  b*  =  (as  +|7a*+  6»)  tu*  —   t/"âni  +  A»,  . 

Sophie  Germain  ;i  remarqué  qu'aucun  nombrt  de  la  forme  v1  +  ''  saufb  n'est  premier  (lettre 
,'i  Gauss,  <  1 11  11  mai  1909  .  ce  qui  se  déi tre  en  changeant  a  en  —  dans  a  .  chose  évidem- 
ment possible,  puisque  celte  relation  a  1  ï  •  -  «  »  identiquement. 

Le  Lasseùr  a  retrouvé  un  cas  particulier  remarquable  de  [a  ,  celui  où  «  =  -".  Antérieure- 
ment, Catalan  avait  découverl  cette  génération  de    S 


V  u*  +  •■>*<,>  +  ,J  =  (c-  +  c  t  2  [/— *l  +  /     a»  —  c,    2|J—  A/  -(-  /]  . 

-  Continuées  plus  tard  1  ar  lui  '■!  par  Buler. 


:;;,',  A      AU  BU  Y 

d'où 


-i  _   |     :    8a  —  if  —  -/"«2  -  -S*"'  ~  '*ëh<*  —    • 

el  énonfe  plusieurs  théorèmes,  dont  les  suivants  :  tout  nombre 
pair  est  la  somme  de  trois  carrés-  tout  entier  est  la  somme 
d'un  triangulaire,  du  double  d'un  autre  triangulaire  et  du 
quadruple  d'un  troisième. 

L749.  Euler  démontre  les  théorèmes  suivants  :  si  8a  -j-  \ 
est  la  somme  de  quatre  carrés  impairs,  4a  +  2  et  2a  +  1  sont 
également  des  sommes  de  quatre  carrés  assignables1. 

Si  3a  est  une  somme  de  quatre  carrés  il  en  est  de  même 
de  a  2  De  même  pour  5a.3  De  même  pour  7a. 

L752.)  Goldhaeh  observe  que  toute  somme  de  trois  carres 
peut  se  mettre  sous  la  forme 


Euler  donne  la  solution4  et  généralise  la  question. 

Id.  Euler  énonce  les  théorèmes  empiriques  suivants  :  si  -a 
n'est  pas  la  somme:  1°  d'un  carré  et  du  double  d'un  trian- 
gulaire, 2"  d'un  carré  et  d'un  triangulaire,  3°  d'un  triangu- 
laire et  du  double  d'un  autre  triangulaire,  4a  +  1  dans  le 
premier  cas,  8a  -f  1  dans  le  second  et  8a  4-  3  dans  le  troi- 
sième sont  composés. 

Tout  nombre  4  +  2  est  la  somme  de  deux  nombres  pre- 
miers 4  +  1 .5 


1  C'est  une  conséquence  de  l'identité 

(.'«  +  1)2  +  (26  +  I)2  =  2 (a  +  b  +  l)=  -f  2(«  -  b? 

et  de  ce  que  'ta  -f  ■>  ne  peut  être  composé  que  de  deux  carrés  pairs  et  de  deux  carrés  impairs. 

2  Euler  considère  deux  cas  qu'on  retrouvera  facilement  à  l'aide  des  résultats  que  voici  : 

a  =  (x  +  y  +  zf  +  (x  -  y  +  wf  +•  (x  —  s  -  »')2  +  (.'/  -  :  +  »f  i 
a=  (1  +  x  +  y  +  «)*  +  (a:  --  y  +  --  +  (x  —  z  —  n-)s  +  (y  -  z  +  iv)s  . 

3  Trois  cas  a  considérer  dont  il  suffira  de  donner  les  résultats  : 

a  :  :  (2x   I-  y?  +  [îy  -  x)-  +  (2z  +  wf  +  (2w  -  :)*  ; 

«  =  (t  +  x  +  -i.»/,2  +  (2x  -  ,/)2  +  tas  +  «■;*  +  (*  -  U>f  : 

a  =  (1  +  x  +  •-',/.»  +  (2x  —y)»  +  (l  +  z  +  2iv)«  +  1*3  -  .if  . 

•  .#•  =  la  +  b —  <• .  y  =  a  —  b -\- c  ,  z  =  b  +  c.  Jacobi  a  démontré  que  les  nombres  x*--\-  2ji* 
-+-  :îc2  -f-  i'H-  sont  des  sommes  de  quatre  carrés;  Liouville  a  également  donné  des  relations 
de  ce  genre. 

'■  Lagrange  a  donné  des  théorèmes  analogues. 


/  AJtiT  ii  m  i:  r  iqu  /•;  i>  /■:  i  '  /.  /■:  i:  ::;,;, 

I  753.    Enler  résoul  les  équations 

.»-  -f-  j>  =  z2  +  2«r2   '       el       .*2  +  hy  =  z*  +  o«>   .- 

I  7."S.~>  .  Il  suppose  que  le  théorème  non  démontré  de  Fer- 
mal  :  l'équation  \"  -j-  y"  —  7."  es/  impossible  pour  n  >  2,  cloil 
être  remplacé  par  celui-ci  :  w«  cwèe  c.s7  e'^r//  à  /«7  somme  de 
trois  cubes  ;  un  bicarré,  à  celle  de  quatre  bicarrés,  etc. 

ld.)  Enfin  divers  essais  de  solution  de  L'équation  .v~  -f-  //- 
=  j>   —  4  4"  1,  solution  découverte  par  Gauss  et  Jacobi. 

Les  Commentation.es Arithmeticse  (Péters bourg,  L849  ,  seule 
partie  publiée  d'un  ensemble  qui  devait  comprendre  tous 
les  mémoires  détachés  d'Euler,  contiennent  ceux  d<'  ses  Ira- 
vaux  relatifs  à  la  théorie  des  nombres,  sauf  ceux  qui  se  trou- 
vent dans  YIntrod.  in  anal.  inf.  et  dans  son  Algebra ;  el  en 
outre  divers  travaux  posthumes,  dont  nous  citerons  son  Trac- 
tatus  de  numerorum  doctrinœ,  le  premier  qu'on  ait  écrit  sur 
l'arithmétique.  On  y  voit  un  expose  des  propriétés  des  nom- 
bres premiers,  des  diviseurs  numériques,  des  restes  des 
fonctions  ax,  ax ,  x" .  des  Cormes  des  diviseurs  de  ax  -f  bx, 
des  résidus  quadratiques  el  même  des  résidus  cubiques,  bi- 
quadratiques  et  quintuples.  On  y  voit  ébauchés  des  théo- 
rèmes retrouvés  et  démontrés  par  (iauss  et  Jacobi  sur  les 
caractères  cubiques  et  biquadratiqu.es  du  nombre  2. 

En  somme,  Euler  a  largement  ouvert  la  voie  que  Fermai 
avait  simplement  indiquée:  à  la  vérité  il  n'a  pas  entièrement 
élucidé  toutes  les  questions  constituant  le  fondement  de  la 
nouvelle  arithmétique  ;  et  même  son  Tractatus,  d'ailleurs 
inachevé,  ne  peut  guère  être  considéré  que  comme  un  essai. 
Néanmoins  le  court  résumé  de  ses  découvertes,  qui  va  nous 
servir  de  conclusion,  témoignera  de  l'importance  de  l'œuvre 
de  l'illustre  analyste. 

Démonstrations  du  théorème  de  Fermât  :  de  l'impossibilité 
des  équations  x3  q-  y3  =  r.3 .  x*  +  //'  =  -'•  ■  ''//  ■'"'       //"   =  ~'2; 

'    r  =  a-  —  h*  .  ,,  =  ,-  :•   2ab  .  ;  =  a*  +.  /<»  —  c>  .  w  =  (a 

-  aa*      bB*  +  y2  .  y  =  2Ôy  .  s  —  att.*  --  bB'      7-  .  w  =  -'«7  , 
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de  la  divisibilité  de  a-  -\-  If  par  .< J  -f  y*  et  autres  Lhéorèmes 
analogues  :    utilisation   de  ces  théorèmes  dans  la  recherche 

des  diviseurs  des  nombres  :  tout  cela  dû  en  principe  à  Fer- 
mat,  mais  démontré  el  grandement  perfectionné  par  Enler. 
On   lui   doit   en    propre  :    la  théorie  de  partitione  numere- 

ritm  ;  de  curieuses  formules  et  séries  sur  les  nombres  pre- 
miers et  les  diviseurs  des  nombres;  la  considération  des 
racines  des  congruences,  de  leur  nombre  possible,  des  raci- 
nes primitives  :  l'extension  du  crible  arithmétique  ;  l'emploi 
des  lia  tions  continues  dans  la  théorie  des  nombres;  un 
grand  nombre  d'identités  des  plus  utiles  ;  des  vues  variées 
et  ingénieuses  sur  l'analyse  indéterminée,  qu'ila  enrichie  de 
méthodes  et  de  questions  nouvelles  ;  enfin  de  nombreuses 
tables  dont  il  souhaitait  l'extension,  pour  favoriser  la  décou- 
verte des  propriétés  des  nombres. 

A.  Aubry  (Dijon). 


LE  POLYGONE  INSCRIT 
EN  GÉOMÉTRIE  NON-EUCLIDIENNE 


L'article  publié  par  M.  A.  Padoa  dans  YEhs.  math,  du 
15  mars  1900,  attire  de  nouveau  l'attention  sur  l'intéressant 
problème  de  l'inscription  dans  un  cercle  d'un  polygone  de 
côtés  donnés  dans  leur  ordre  de  succession  et  leur  gran- 
deur. Ce  problème  de  Géométrie  élémentaire  peut  être  ré- 
solu d'une  manière  rigoureuse  seulement  par  des  équations 
algébriques  de  degré  élevé,  mais  le  recours  à  un  postulat 
tel  que  celui  invoqué  par  M.  Padoa  me  paraît  plutôt  com- 
pliquer les  choses  que  les  faciliter.  En  effet,  quand  on  étudie 
le  maximum  ou  le  minimum  de  la  surface  d'un  polygone  arti- 
culé, la  possibilité  de  l'inscription  dans  un  cercle  n'est  qu'un 
premier  pas  vers  la  solution  du  problème.  De  plus  il  en  va 
ici  comme  toutes  les  fois  qu'on  s'appuie  sur  une  propriété 
de  maximum  pour  établir  un  théorème  d'existence  :  à  sup- 
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poser   même   le  procédé  exact,  et  évidenl   le  maximum,   on 

n'a  < ■  1 1 <-< > i* t-  aucun   moyen  pour  calculer  les  inconnues  de   la 

question,  dans   le  cas  actuel,  les  angles  du   polygone  ou   le 

rayon  du  cercle  circonscrit. 

Le  problème  de  l'inscription  peut  se  poser  «ui  Géométrie 

sphérique  ou  riemannienne.   Il  se   ramène  alors  de  suite  au    * 

cas  du  plan  ordinaire,  car  si  un  polygone  sphérique  à  côtes 

a .  h,  ...  I  est  inscrit  dans  un  cercle,  il  en  est  de  même  pour 

le    polygone    plan    formé   avec    les    cordes    du    premier,    ou 

a        .     b  .     I  .         ,  ,  , 

sin  s  ,  sm  -  ,  ...  sin  -  ;  ce  sont,  au  contraire,  deux  problèmes 

distincts  que  ceux  du  maximum  des  polygones  plan  ou  sphé- 
rique. En  Géométrie  de  Lobatchewski,  les  deux  questions 
sont  nouvelles  et  présentent  quelques  particularités  qu'on 
ne  rencontre  pas  dans  les  deux  autres  cas.  C'est  ce  qui 
m  engage  à  les  traiter  ici  avec  quelques  détails,  sinon  com- 
plètement; nous  ne  nous  occuperons  en  eil'et  que  de  l'hypo- 
thèse de  beaucoup  la  plus  simple,  celle  de  polygones  non- 
étoilés  et  même  convexes.  La  méthode  est  du  reste  générale; 
on  retombera,  par  exemple,  sur  le  cas  du  plan  euclidien  en 
prenant  égal  à  l'infini  lé  module  k  de  la  Géométrie  de  Lo- 
batchewski. 

Pour  alléger  l'écriture,  désignons   par  f  x  ,   qp(.r  .    J,   c    le 
cosinus,  le  sinus  et  la  tangente  hyperboliques, 


„*    i 
e    -+■  e 
f(x)  = ,        f(x) 


Inscription  dans  un  cercle.  Soient  2a,  .  'la-,  ,  ...  2a„  les 
côtés  d'un  polygone  fermé,  2a„  b'  plus  grand  d'entre  eux, 
p  le  rayon  inconnu  du  cercle  circonscrit,  2a,.  2a,,  ...  2a„  les 
angles  au  centre  correspondant  à  ces  côtés.  On  doit  avoir 

-m  y.  :     -r  [at    ,  (i  =  1  ,  2  ,  ...  n) 

ou   bien 


en  faisant  pour  abréger  m(p  '=  —  ,  et  <p(«  .  '  m  voit  que 
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l'inconnue  ■>'  ne  peul  être  négative  ni  dépasser  la  plus  petite 
des  quantités  l>.  ou  bH  ;  tous  les  angles  a  seront  comptés 
aigus  el  se  trouvent  exprimés  par  l'écj nation  il)  en  fonction 
de  l'indéterminée  v.  Le  polygone  étanl  fermé,  il  faul  de  plus 
qu'on  ail 

F  (xi  =  at  +  aa+  ...    +  a„  —  n    .  (2) 

si  le  ("entre  est  intérieur  au  polygone,  el 

*(x)  =  al  +.aa  +  ...   +  a„  .,  -  a„  =  0   ,  (3) 

si  ce  contre  est  en    dehors  dû    polygone.   Les  équations    I 
e1    2  ,  ou  (1)  et  (3)  seront  ainsi,  suivant  le  cas,  celles  du  pro- 
blème à  résoudre. 

Faisons  varier  x  de  0  à  b„  ,  tous  les  angles  a  augmentent 

en   même   temps,  a(  jusqu'à  are  sin  j  ,   «n  jusqu'à  2  •   Ainsi 

i 

F(.r)  augmente  constamment  de  zéro  jusqu'à 


arc  sin  —  -\-  arc  sin 1- 


+  ô 


()n  aura  donc  une  solution,  et  une  seule,  de  l'équation    2 
à  condition  que  Tin  égalité 

.      r"7                      .      ?(*J      .                             .      ?'"»-!'   ^  t. 
arc  sin    -     —  -f-  arc  Sin    -f-   ..     -|-  arc  sin   =S  —  ,  |i) 


soil  satisfaite. 

En  second  lieu,  la  fonction  $(a?)  admet  pour  dérivée 

il  il 


&lx] 


■f 


\//,*  _  ^       \///  _  a 


+  ...  + 


VC-*1    v/*. 


el  celle-ci  ne  peut  pas  s'annuler  plus  dune  fois  comme  on  le 
voit  en  écrivant 


l/V    —  .r2  <!»'.. 


\ 


H-  •••  + 


V? 


—  l 


équation  dont  tous  les  termes  variables  au  second  membre 
sont  décroissants.  Supposons  que  le  côté  ci,,  ne  soil  égal  à 
aucun  des  autres,  seul  cas  où  l'équation  (3)  puisse  être  véri- 
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fiée,  <l>'  x  fini!  alors  avec  une  valeur  négative  pour  x  =  ba  . 
Ainsi  <!>.<■  sera  ou  toujours  décroissante,  ou  d'abord  crois- 
sante [mis  décroissante,  suivant  que  <!>'  0    ou 

r"7   +  r'"J  +  ■   ■   "i-  ?(<V_i)  -  ï   ", 

est  négatif  ou  positif.  Dans  le  premier  cas  il  n'y  a  aucune 
solution  <le  <I>  r  =  0  sauf  la  solution  inopérante  x  =  0  ;  dans 
le  second,  il  n'y  a  de  solution  que  si  la  valeur  finale  de  $  .r 
est  négative.  En  résumé,  nous  trouverons  une  solution  et 
une  seule  de  ['équation  (3),  sous  la  double  condition 

?K)  +  ?(«s)  +  -  +  ?(«,t_i)  -  ?K)  >  °  •  (5) 

tp(rt.)  ep(rt;j     ,1 

pifl 


rc  sin   -  -  ...   -4-  arc  sin  161 

--  //    i  ■> 


Inscription  (hais  une  équidistante  de  droite.  Remarquons 
que  si  des  angles  aigus  BL ,  0,.  ...  &,„  ont  une  somme  égale  à 
un  droit,  ou  plus  grande,  la  somme  de  leurs  sinus  est  supé- 
rieure à  l'unité.  En  effet  on  a 

siniO,  -)-  0SI  =z  sin  0,  eus  G2  -)-  sin  0a  COS  0j  <<  sin  8,  -}-  sin  0S    . 

d'où  Ton  lire  immédiatement 

sin  0,   -1-  sin  0,   -r    ■   ■    -r   sin  0,„    >  sini^  -)-  0S  -+-   ...  0m)  >    l    . 

si  la  somme  des  angles  est  égale  à  90°.  A  fortiori,  la  même 
inégalité  a  lieu  quand  celle  somme  est  >  90°,  chaque  sinus 
augmentant  quand  on  l'ail  croître  l'angle  correspondant. 

Ainsi  l'inégalité  A  qu'on  rencontre  en  traitant  le  premier 
cas  examiné  plus  haut  entraîne  comme  conséquence 

r"V   +   r'"J   +   •••    +  =  '"„    A  -  r"V  >  °    •  <5' 

obtenue  aussi  dans  le  second  cas.  (  m  voit  que  celle  inégalité 
5  est  une  condition  nécessaire  el  suffisante  pour  l'inscrip- 
tion du  polygone  dans  un  cercle,  le  problème  admettant 
alors  une  seule  solution,  laquelle  nuire  dans  le  premier 
ou  le  second  type  selon  qu'esl  satisfaite  l'inégalité  5  ou  sa 
contraire  6).  *  >n  peut  remarquer  aussi  que  le  rayon  du  cercle 
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circonscrit  ne  dépend  pas  de  l'ordre  de  succession  des  entes 
mais  seulement  de  leur  grandeur. 

Si  l'inégalité  de  condition  5)  n'a  pas  lieu,  le  polygone  ne 
peut  être  inscriptible  dans  un  cercle:  nous  allons  voir  qu'il 
esl  inscriptible  dans  une  équidistante  de  droite. 

Nommons p  l'équidistance  inconnue  et  2ai  la  projection  du 
côté  la .  sur  la  droite  donnée,  nous  avons 


f(p)  ç.-x.i   .  ou  ç(ot.)  = 


en  posant  cette  ibis  .v -=  - —  quantité  positive  et   intérieure  a 
1  f{  p  M  l 

l'unité.  Le  polygone  devant  être  fermé,  il  faut  en  outre  que 

'!',    t)  =  \  +  \  +  -••  +  =V_t  —  *„  =  °  • 

du  moins  quand  il  n'y  a  pas  d'angle  rentrant.  On  a 

,    ,                  l  l  l  1 

■■=  —  H .—  +•••  + 


et  comme  le  second  membre  ne  peut  s'annuler  plus  d'une 
fois,  l'équation  <I\ '.ri  =  0  possédera,  en  dehors  de  la  solution 
banale  a,  =  a,—  ...  a„  =  0,    une  seule  solution,  ou  aucune. 

On   a    évidemment   <!>'  x     =  -,T- ~  >  0;    'a    condition    pour 

l'existence  d'une  solution  esl  contenue  dans  les  deux  inéga- 
lités (!>'  0  <()  .  <P,  I   >»).  ou  comme  on  voit  de  suite 

--  ",'  -r  ?  "2>  +  •••  +  r^,,-!1  —  r1",,)  <  °    ■ 
ffj  4-  as  +  ...  +■  «„_,  -  a„  >  0  . 

La  dernière  est  nécessaire  pour  qu'on  puisse  construire 
un  pol\  gone  fermé  avec  les  côtés  donnés  et  si  elle  ne  se  pré- 
sentait pas  pour  l'inscription  dans  le  cercle,  c'est  qu'elle 
était  déjà  impliquée  par  l'inégalité  5  .  comme  on  peut  aisé- 
ment  le  faire  voir. 

Quand  la  différence 

-r  ",    -r  ?"Y   +   ••■   +   r'",,-,1  —  ï 
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tend  vers  zéro  par  les  valeurs  positives  ou  négatives,  les  in- 
connues 3  ou  p  deviennenl  infinies  et  les  lieux  correspon- 
dants dégénèrent  en  horicvcles. 

Inscription   dans   un    horicycle.    Il    est   en    effel    facile    de 
reconnaître  directement  que  si 


-   r<"2>   +    •••   +   ï   tln 


r   «J   =  0   , 


le  polygone  est  inscriptible,  dune  seule  manière,  dans  un 
horicycle. 

Rapportons  cette  courbe  à  deux  axes  coordonnés,  dont 
l'un  OX  lui  soit  normal  et  l'autre  OY  tangenl  en  O;  son 
équation  esi 

f(y)  =  e1   . 

les  ordonnées  y  étant,  bien  entendu,  mesurées  perpendicu- 
lairement sur  OX.  La  distance  2a  de  deux  points  de  l'hori- 
cvcle  P„  r, ,  y0    el   P,  .r,  ,  yi    est  donnée  par  la  formule 


2o(a) 


cirj  —  ?  v, 


quand  yt  >  y0  .  Soient  alors,  dans  Tordre  de  grandeur  crois- 
sante, y0 ,  i/,  ...  y,,—i  les  ordonnées  des  //  sommets  de  noire 
polygone  inscrit  :  on  a 


=  1 


n  —  l 


L'addition  de  ces  //  équations  fournil  la  formule  7  <|in  esl 
ainsi  une  condition  nécessaire  de  l'inscription.  Réciproque- 
ment, si  elle  est  satisfaite,  on  déterminera  les  sommets  par 
les  relations 

s  vt\  =  2<siat\  -f  s 

.      .    v  i  l  2 


s(v      .)  =  2o(<  --  a               z>{-\ 

La  quantité  //,  reste  arbitraire,  mais  comme  il  n'existe,  aux 

déplacements    près,    qu'un    seul  horicycle,    il    esl  clair  que 
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notre  problème  se  trouve  résolu  d'une  unique  manière,  le 
changement  de  la  quantité  y0  équivalant  a  déplacer  le  poly- 
gone Le  long  de  V  ho  ri  cycle. 

Propriétés  des  Cycles.  Rappelons  que  les  points  du  plan 
de  Lobatchewski  se  déterminent  à  l'aide  de  trois  coordon- 
nées £,  n,  'Ç.  dont  la  première  est  positive,  et  assujetties  à  la 
condition  £-  —  y}2  —  'Ç'2  —  1-  Une  droite  a  pour  équation  une 
relation  linéaire  homogène  entre  les  coordonnées,  tandis 
qu'une  équation  non  homogène  du  premier  degré 

flÇ  _|_  bi\  +  cX=  d  .  (8) 

représente  un  cercle,  une  équidislante  de  droite,  ou  un  ho- 
ricycle,  selon  que  la  quantité  cr  —  b2  —  c2  est  positive,  né- 
gative, ou  nulle.  Sans  distinguer  les  trois  cas,  appelons  cycle 
le  lieu  représenté  par  la  formule  précédente.  Voici  alors  les 
propositions  dont  nous  avons  besoin. 

Coupons  un  cycle  par  deux  cordes  AH,  CD;  alors 
1"  Si  ces   cordes  sont   concourantes   en  O,  comptons  sur 
chaque   droite,    à    partir  de  ce  point   de   rencontre,  les   abs- 
cisses OA  =  a  ,  OB  =  /5  .  OC  ==  y  ,  OD  =  r);  on  aura 


/' 


pfi 


r("-¥)    ih 


2"  Si  ces  cordes  sont  non-sécantes,  comptons  sur  chacune. 
dans  le  même;  sens,  à  partir  des  pieds  O  et  0'  de  la  perpen- 
diculaire commune  les  abscisses  OA  =  y.  ,  OB  =  /3  ,  O'C  =  y  . 
01)  =  à  ;  on  aura 


n-J\    A^ 


'J-  +  r'j\      „/T  +J 

2 


Kl, 


3°  Si  ces  cordes  sont  parallèles,  comptons  les  abscisses 
sur  chacune  de  ces  droites  du  côté  où  elles  s'éloignent  Tune 
de  l'autre  et  à  partir  de  deux  points  0  <'l  O1  dont  la  ligne  de 
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jonction  soit  également  inclinée  sur  les  deux  droites:  on 
aura 

e        +  e        =  e        -f-  e  i  I  1 1 

4"  Les  réciproques  des  trois  propositions  précédentes  sont 
exactes;  autrement  dit,  si  les  équations  9  ,  (10  ou  II  sont 
satisfaites  respectivement  dans  les  hypothèses  de  la  con- 
vergence, de  la  non-intersection,  ou  du  parallélisme  des 
cordes  AB,  CD,  les  quatre  points  A,  B,  G,  D  sont  sur  un 
même  cycle. 

Pour  démontrer  les  théorèmes  énoncés,  rappelons  qu'une 
droite  issue  d'un  point  P0(£0,  /?„«  Çj  perpendiculairement  à  la 
droite  de  coordonnées  u ,  c(i .  w  ,  passant  en  P0,  a  pour 
équations  paramétriques 

?  =  Ê„fl*)    -    "or''s>    • 
',  =  »],/(«)    +    »o?(s)    • 

C  =  !fof(*)  +  ,V«?(*J  ' 

le  paramètre  s  '  étant  précisément  le  segment  rectiligne 
compté  de  Py  .  Les  valeurs  de  celte  abscisse  s  correspondant 
aux  points  d'intersection  du  rayon  avec  le  cycle  (8)  vérifienl 
donc  la  condition 

R/l.s-i   +   Sf(s)=d   : 

on  a  posé 

K  =  flÇ0  -f  lnl0  +  CÇ0  .  et  S  =  —  au0  +  /m-0  -f  cii-0  . 

Dans  le  premier  des  cas  énumérés  ci-dessus,  faisons  coïn- 
cider lJo  avec  O,  et  remarquons  qu'en  changeant  la  direction 
du  rayon  OAB,  la  quantité  S  changera,  mais  non  pas  R.  (  >n  a 

1!/- -.         So[a)  =  d,  el  R/IP)  +  S?(p)  =  d ','       (12) 

(roù,  en  éliminant  S 

Rç   x  -  P)  =  rf(ç(o]   -   ç   Si)   ; 

par  suite  de  l'observation  précédente 

9  y.  —  (2 1  ç  I  y  —  o 1 

'-     ''  7      ','  7     Y 

équation  qui  diffère  de  (9  seulement  par  l'écriture. 


;;.;' 


caill  i:  i: 


Dans  le  second  cas,  prêtions  la  perpendiculaire  commune 

pour  la  (I  roi  le  u0 ,  vQ ,  W0,  el  P(|  tantôt  en  ().  tantôt  en  0'  sui- 
vant que  nous  voulons  considérer  une  corde  ou  l'autre.  Dans 
les  deux  suppositions  S  est  le  même,  Il  est  di lièrent;  ce 
sera  donc  R  qu'il  convient  d'éliminer  entre  les  relations  12  , 
qui  donnent 

Scia  —  P)  =  d  i/'tai   —  /';-    |    . 


ou  Dien 


s  La 


r'Y 


fW  —  f(P)       ftv  -  fl8) 

Cela  est  identique  à  l'équation  (10  . 

On  passe  au  cas  du  parallélisme  en  remplaçant  dans  9) 
OU  10),  les  quantités  a.  /3,  y.  3  par  «  -\-  p  *  /5  +  p  i  /  +  c  - 
o  +  :  .  puis  en  rendant  l'auxiliaire  p  infinie  ;  mais  il  est  aussi 
facile  de  démontrer  directement  l'équation  (II  relative  à  ce 
cas.  Ecrivons  à  cet  effet  les  équations  dune  parallèle  à 
Taxe  des  x  sous  la  forme 


/ 1  r)e    —  -. — 

■        m 


f'y 


L  —  ç>( vi« 


//  est  le  segment  détaché  par  celte  parallèle  sur  Taxe  OY  et 
change  de  signe  quand  on  remplace  cette  parallèle  par  sa 
symétrique,  s  est  le  segment  rectiligne  compté  à  partir  du 
même  axe  OY.  En  substituant  les  valeurs  précédentes  dans 
l'équation  du  cycle,  on  aura,  pour  déterminer  les  rayons  vec- 
teurs des  points  d'interseotion,  l'équation  du  second  degré 


J       îdf\y)    -Je 

e 


0 


a  —  h 
el  si  elle  admet  deux  racines  «,  /S  on  aura 


e       +  e      =  + 


2  df(y) 
«  —  fc  ' 


mais  comme  le  second  membre  ne  dépend  pas  du  signe  de  //. 
la   relation    I  I    se  trouve  établie. 

Pour  éviter   des   longueurs   inutiles,   nous   ne   démontré- 
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rons  la  réciproque  < j 1 1 «■  dans  le  premier  cas,  les  deux  autres 
se  traitant  dune  manière  entièrement  analogue. 

Soient  comme  ci-dessus  I'  £  .  r,  .  t  le  point  de  concours 
des  cordes  AH.  CD;  ai  -f-  bq  -f  i%^=d  le  cycle  qui  passe 
par  les  trois  points  A,  B,  C;  u  ,  e  .  «■   'es  coordonnées  de 

I  I  0  0  1  0 

la   droite    l'AB.    //' .   v  ,    ic'   celles  de    la   droite  P,C1)  :   enfin 

0  0  0  °  , 

R  ==  r/çd  +  ùr,0  +  cÇ0  ,    S  =  —  «tf0  +    &C0  +   CW0  ,    S'  :       —  tf«| 
+  6p'  -f  cw'  .  L'hypothèse  est  résumée  dans  les  équations 

R/'<7    -  s'r  Y1  =  d  • 
II.   a  —  y  =  <7|<p(a)  —  (£)), 
et  en  tin  (9  .  ou 

o  (a  -  o  i  y  —  S 

p  (  a    —  s  |  |î  ip  |  Yl  —  ?  (  8 

d'où  l'on  tire  l'équation 

Rf(8    -f  S'?(8    =  rf  , 

laquelle  établit  que  le  rayon  P.C  recoupe  le  cycle  en  D. 

Maximum  d'un  polygone  de  côtés  donnés.  Soit  un  rayon 
mobile  tournant  autour  d'un  point  O,  si  l'autre  extrémité  M 
se  déplace  de  M  en  M',  tandis  que  le  rayon  tourne  de 
l'angle  da,  l'aire  balayée  vaut 

du  =  /-[/.OM,  —  \\d-j.  —  2*V|  —    )da  . 

Désignons  d'autre  part  par  du  le  déplacement  du  poini    M. 
estimé  perpendiculairement  à  OM,  on  a  encore 


T^y 


«I  ou 

/OM 


"■  )  dn 


Traitons  d'abord  le  problème  pour  un  quadrilatère  ABCD. 
Déformons-le  sans  bouger  les  points  A  et  C.  Alors  si  dn  et 
du'  sont  les  déplacements  des  points  B  et  D,  normaux  sur  les 
côtés  AB  et  CD  et  comptés  positifs  a  gauche  <!«•  ces  côtés, 


:;»>»» 


C .     (AILLE  It 

ai:  i 


CD 


les  aires  balayées  sont  kipi  '---'  )d/i  ,   foM-s-  )(///'.  d'où  résulte 
un  accroissement  île  Taire  du  polygone 

ds'  =  kll(^)dn  -  ^[^  )d,A.    (13) 

L'aire  balayée  par  le  côté  BD  =  x  s'ob- 
tient en  laissant  immobile  successivement 
C    Tune  ou  l'autre  des  deux  extrémités;  on  a 
donc   pour  l'accroissement  correspondant 


du   quadrilatère 


ds"  —  /.■:(  X-  )     cos  Bdn  —  cos  Bdn' 


il  il 


où  B  et  D  représentent  les  angles  extérieurs  marqués  sur  la 
ligure.  Quant  à  la  différentielle  ds  de  l'aire  du  polygone, 
elle  est  donnée  par  l'équation  ds  —  ds'  +  ds" .  et  la  condi- 
tion du  maximum  est  ds'  -\-  ds"  =  0.  Les  valeurs  précé- 
dentes (13  et  (14  peuvent  être  simplifiées,  mais  nous  devons 
de  nouveau  distinguer  différents  cas  suivant  que  les  rayons 
AB  et  CD  sont  concourants,  non-sécants  ou  parallèles.  Dans 
tous  ces  cas  la  distance  BD  devant  rester  invariable  pendant 
le  mouvement,  on  doit  avoir  aussi 


du 

in  1) 


sinB  : 


c'est  seulement  la  mise  en  œuvre  de  cette  condition  qui  varie 
suivant  les  diverses  hypothèses. 

En  premier  lieu  si  les  rayons  AB,  CD  concourent  en  0, 
ce  point  servira  d'origine  aux  segments  rectilignes  OA  =  a  . 
OB  =  /3  ,  etc.  ;  on  a  par  la  Trigonométrie 


!  151 


(lll 


puis  encore 


sin  D 

sin  B 

~~  Pi8) 

dn  : 

=  '"•'-'?     ■ 

dn'  —  c, 

pi8) 

; 

fo     = 

!  (3  f(x)  - 

çi/S    ç'.r 

cos 

B 

fifr  = 

:  fl8)f(x)     - 

-   ';    -    ' 

cos 

I) 

116) 
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el ,  par  soustracl ion, 

m    A|    cos    B   —    0|^J    rus    I)   =    |/-.Sl  -A«J||   l  — 

ri  .  ,/    ,  i       .^[x] 


36' 


i: 


En  portant  dans  </.v'  et  ds"  les  valeurs    l(>    et     17,   la  condi- 
tion du  maximum  devient 


?  M 


P 


+    /  l  ;5  i    ~    ip  (  0 1 


''-—')  i  w. 


ce  qui  est  une  autre  l'orme  de  l'équation  (9  . 

En  second  lieu,  si  les  rayons  Ali,  CD  sont  non-sécants, 
soient  0  et  O'  les  pieds  de  la  perpendiculaire  commune 
servant  d'origine  respectivement  aux  segments  OA  =  y  . 
OH  =  fi  ,  O'G  =  y  ,  O'D  =  *  .  La  ligure  BDOO'  e.,t  un  tra- 
pèze rectangle  en  O  et  ()';  on  a  alors,  comme  on  sait, 

sin  D  _  /  5 

sin  B  ~~   /  '] 


puis 


dn  —  o/'i.S     .        du'    =  ufiâ] 
y    S     =  f(x)  7    p)    —   y  l.n  /"|A|    COS    B 

y  S      -  f(x)  yo<    —  f(x\  f{â   cos  I) 


et  en  procédant  comme  dans  le  premier  cas, 

\f\P\  cos  B  —  f[S\  cos  D]y(  '-  )  —  ?  S    - 


119) 


En  substituant  les  valeurs    18    el     lî>    dans  ds,  on  obtient 
après  suppression  du  facteur  &j 

/■■j3.*(~7-;5)  +  ri3'  =  /''>  *('■ -o-  I  •  v;  ■ 

équation  identi(|ue  à  (10). 

Si  enfin  les  droites  Ali,  CD  sont  parallèles,  on  a,   par  un 
calcul    analogue,   en    comptant    les    segments    y.    5.    y.   d  de 
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deux  points  (.)  et  0'  tels  que  leur  ligne  de  jonction  coupe 
ces  parallèles  sons  le  même  angle, 

p  1 

du  =  &>(''    .        du'  rr  we     .  (20 


j)dis 


f(x)  —  <f(x)  cos  B  =  e     A" 
/'i.n  —  y  (x)  cos  D  =  e     * 


el  par  suite 


re         f     î 

|_e'   cos  B  —  eh  cos  DJ 


fi  o 

■p  (  '-  )  =  eA  —  e*  . 


Les  valeurs   précédentes  (20)  et  (21)  introduites   dans  <ls'  el 
<7.v"  donnent  pour  condition  du  maximum 

ce  qui  est  conforme  à  l'équation  (11). 

En  résumé,  dans  tous  les  cas,  la  condition  du  maximum 
se  réduit  à  ce  que  le  quadrilatère  doit  être  inscriplible  dans 
un  cycle.  Si  au  lieu  d'un  quadrilatère  on  considère  un  poly- 
gone quelconque,  la  condition  reste  la  même.  C'est  ce  qu'on 
verra  en  prenant  comme  variables  les  diagonales  issues  d'un 
même  sommet  A;  en  faisant  varier  une  seule  de  ces  lignes. 
on  voit  qu'un  cycle  doit  passer  par  A  et  les  trois  sommets  con- 
ligus  du  polygone;  ce  dernier  est  donc  inscrit  dans  le  cycle. 

Les  calculs  qui  précèdent  n'achèvent  pas  le  problème  du 
maximum,  car  s'il  est  vrai  que  la  condition  obtenue  soit  né- 
cessaire, il  ne  s'ensuit  pas  qu'elle  soit  suffisante.  En  la  sup- 
posant telle,  il  faut  encore  s'assurer  que  le  polygone  trouvé 
est  maximum  et  non  minimum,  et  reconnaître  enfin  s'il 
existe  d'autres  maxima  ou  minima  répondant  aux  valeurs 
extrêmes  des  diagonales  qui  sont  ici  limitées  par  l'obligation 
où  Ton  est  de  construire  avec  elles  un  polygone  de  côtes 
donnés,  Si  on  astreint  le  polygone  à  rester  convexe  dans 
ses   diverses  configurations,  on   démontre  aisément  que  le 
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polygone  inscrit  fournit  un  maximum  de   la  surface  et  qu'il 
ii  y  en   a  pas  d'autres;   des   minima  sont  obtenus  quand   un 

ou  plusieurs  côtés  se  placent  en  ligne  droite. 

Ces  conclusions  ne  sont  pas  modifiées  si  on  autorise  des 
dispositions  concaves;  mais  dans  le  cas  des  formes  éloilées, 
—  qui  exige  la  généralisation  de  la  notion  de  surface,  —  on 
aura  des  niaxima  et  minima  correspondant  aux  divers  eus 
d'inscription.  La  description  et  le  classement  de  tous  les 
résultats  est  un  problème  sans  doute  fort  difficile  et  qui  sort 
du  cadre  de  cet  article 

C.  Cailler    ( ienève  . 


UNE  LEÇON  DE  GEOMETRIE  DESCRIPTIVE 
SUR    L'EMPLOI    DES    OUANTITÉS    IMAGINAIRES 


Problème.  On.  donne  dans  le  plan  horizontal  un  cercle  c 
dont  le  centre  M  se  trouve  sur  la  ligne  de  terre  LT  et  une 
droite  d  perpendiculaire  à  LT.  Par  le  point  A  de  c,  situé 
sur  LT,  on  mène  un  plan  quelconque  a  normal  au  plan  hori- 
zontal, coupant  c  pour  la  seconde  fois  en  R  et  d  en  C;  puis 
on  s'imagine  en  a  le  cercle  cu  dont  BC  est  un  diamètre. 
Construire  en  un  point  quelconque  P  de  cu  le  plan  tangent  - 
à  la  surface  S,  lieu  de  ca  quand  ?.  tourne  autour  de  la  droite  a 
du  plan  vertical,  normale  en  A  à  LT. 

1.  On  trouve  le  plan  cherché  -  à  l'aide  de  la  tangente  /  en 
P  à  ca  et  la  tangente  en  P  à  une  autre  courbe  plane  de  S  pas- 
sant par  P.  Dans  la  première  et  la  seconde  des  trois  solu- 
tions qui  suivent,  nous  choisissons  pour  le  plan  de  cette 
seconde  courbe  successivement  le  plan  de  front  par  P  et  1<- 
plan  par  P  et  d.  Il  sera  alors  facile  de  déterminer  celle  tan- 
gente dans  les  deux  cas  indiqués,  dès  qu'on  connaît  l'ordre 
de  S  et  la  nature  de  sa  section  avec  le  plan  2X  à  L'infini. 
Enfin  la  nature  particulière  de  la  surface  S  nous  suggérera 
une  troisième  solution,  la  plus  simple  de  toutes. 

2.  Ordre  de  la  surface  S.  — ■  Le  plan  horizontal  ne  contient 
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de  la  surface  S  que  le  cercle  c  et  la  droite  <Y  ;  donc  S  est 
une  surface  cubique. 

Section  de  S  avec  xx.  - —  La  surfaee  S  doit  contenir  le 
cercle  imaginaire  à  l'infini  cm  commun  à  toutes  les  sphères, 
car  un  plan  quelconque  a  par  a  contient  un  cercle  cœ  et  donc 
les  deux  points  d'intersection  avec  cx.  Ainsi  la  section  cu- 
bique de  S  avec  aœ  se  décompose  en  cx  et  une  droite  f/x, 
évidemment  la  droite  à  l'infini  du  plan  de  Iront  par  A  com- 
plétant l'axe  a  du  faisceau  de  plans  a  a  un  cercle. 

.'>.  Première  solution.  —  La  section  cubique  de  S  avec  le 
plan  de  Iront  par  P  se  décompose  en  dx  et  une  conique. 
Comme  les  deux  plans  de  projection  sont  des  plans  de  symé- 
trie de  S,  celte  conique  a  pour  centre  et  pour  axes  les  traces 
du  plan  de  front  par  P  avec  LT  et  les  deux  plans  de  projec- 
tion. Cette  conique  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  le 
troisième  plan  de  projection  que  nous  supposons  normal 
à  LT  en  A  ;  de  cette  projection  A  est  donc  le  centre,  tandis 
fine  a  et  LT  en  forment  les  axes.  Nous  déterminons  les  lon- 
gueurs de  ces  axes.  Le  plan  vertical  contient  de  S  la  droite  a 
et  le  cercle  c' ;  le  point  d'intersection  D0  de  c  avec  le  plan 
de  front  par  P  détermine  Taxe  AD  sur  a.  Les  points  d'inter- 
section du  plan  de  front  par  P  avec  le  cercle  c  dans  le  plan 
horizontal  étant  imaginaires,  la  conique  en  question  est  une 
hyperbole  dont  Taxe  imaginaire  est  égal  à  la  tangente  /;0E0 
a  c.  multipliée  par  {/ — 1  .  En  portant  sur  LT  de  part  et 
d'autre  de  A  les  segments  EA  =  AE' =/>0E0  et  en  construi- 
sant les  diagonales  q,  q  des  rectangles  sur  AD,  AE  et  AD,  AE' 
on  obtient  les  asymptotes  de  l'hyperbole.  Le  segment  de  la 
tangente  «à  l'hyperbole  mené  par  la  projection  p3  de  P  et  com- 
pris entre  ces  asymptotes  ayant  />:î  pour  point  milieu,  on 
détermine  cette  tangente  de  la  manière  suivante.  Menons 
par  p3  une  parallèle  à  q  coupant  q  en  qs  et  prenons  sur  q 
q3F  =  Aqa\  alors  p»F  est  la  tangente  cherchée.  Les  points 
d'intersection  G  et  11  de  cette  tangente  avec  LT  et  a  l'ont 
connaître  les  points  ('/  et  11'  des  traces  horizontale  et  verti- 
cale de  -.  A  l'aide  du  point  d'intersection  I  de  /  avec  le 
plan  horizontal  on  trouve  donc,  d'abord  la  trace  horizontale 
(i'I  =  tttt.,  et  ensuite  la  trace  verticale  7rH'  =  7T7r.  ■ 


^ 


^ 
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\.   Seconde  solution .  — -Le  plan  ,;.  mené  par  P  et  la  droite  d , 

coupe  S  en  une  cubique  se  décomposant  en  d  et  une  conique 

qui  doit  être  un  cercle,  parce  qu'elle  doit  contenir  les  deux 

points  d'intersection  de  /S  avec  (\x  .  Ce  cercle  doit  admettre  l\.\ 

comme  diamètre,  le  plan  vertical  étant  un   plan  de  symétrie 

de   S;    nous   l'avons4 rabattu   comme   ca  sur  le   plan   vertical 

P 
avec  le  point  P  en   P'.  Le  plan  r.  est  donc  déterminé   par  la 

tangente  /  —  PI  en  P  à  ca  et  la  tangente  /'  =  P'Q  en  P'  à  cfi  . 
A  l'aide  du  point  R  où  t'  rencontre  d  on  détermine  la  trace 
horizontale  IR2  =  7r2îr;  alors  on  trouve  la  trace  verticale 
-i  )  r=  -7^  à  l'aide  du  point  Q. 

5.  Remarques.  —  I.  La  seconde  solution  a  révélé  une  se- 
conde génération  de  la  surface  S  semblable  à  la  première. 
Si  l'on  suppose  que  dans  le  pian  vertical  on  donne  le  cercle  c' 
et  la  droite  a,  et  qu'en  chaque  plan  /3,  normal  au  plan  ver- 
tical passant  par  le  point  U  de  c  situé  en  LT,  on  construit 
le  cercle  cr  dont  KN  est  un  diamètre,  on  retrouve  la  surface  S. 

II.  Dans  le  cas  représenté  par  la  figure  le  plan  de  front 
mené  par  P  coupe  c  en  des  points  imaginaires,  c  en  des 
points  réels,  pQ  étant  à  droite  du  point  Y  commun  à  c  et  c'. 
Si  p0  est  à  gauche  de  V,  les  axes  de  l'hyperbole  de  la  pre- 
mière solution  intervertissent  leurs  caractères  de  réalité 
Si  p0  coïncide  avec  V,  l'hyperbole,  dans  le  plan  de'  front. 
dégénère  en  ses  deux  asymptotes. 

III.  Il  est  évident  que  les  cercles  ca  dont  S  est  le  lieu. 
coupent  la  droite  a  aux  mêmes  deux  points  imaginaires.  Car 
on  a  Ali  .  AC  —  AU  .  AY  =  constante,  ce  qui  prouve  que 
tous  les  cercles  ca  passent  aux  points  de  a  situés  de  part  et 
d'autre  de  A  à  la  distance  égale  à  /\/AU  .  AV,  où  i  =  \/ —  I. 
D'ailleurs,  si  les  points  d'intersection  de  ca  avec  a  variaient 
avec  l'inclinaison  du  plan  a  sur  le  plan  vertical,  la  surface  S 
devrait  contenir  a  pour  deux  raisons  différentes,  d'abord 
parce  que  a  fait  partie  de  ca ,  si  l'on  suppose  cpie  le  plan  a 
par  a  est  normal  au  plan  vertical,  et  ensuite  parce  que  les 
cercles  ca  engendrent  cette  droite  par  leurs  couples  de  points 
d'intersection,  ce  qui  exigerait  que  l'ordre  du  lieu  S  surpasse 
trois,  contraire  a  ce  que  nous  avons  trouve  au  début.  Sem- 
blablement  les  cercles  cfl  coupent  la  droite  d  aux  i\e\\x  mêmes 
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points  imaginaires,  situés  de  part  el  d  autre  <lu  poinl  l  à  la 
distance  i\V\ .  l'A  .  Donc  S  ;i  quatre  points  doubles  imagi- 
naires, ce  qui  nous  permet  de  rendre  compte  de  la  position 
des  vingt-sepl   droites  de   S.    Parmi  ces  vingt-sept   droites, 

les  six  arêtes  du  tétraèdre,  dont  les  quatre,  points  doubles 
sont  les  sommets,  comptent  quatre  Ibis,  et  les  trois  droites 
restantes  sont  eoplanaires.  Os  trois  droites  sont  dK  et  les 
deux  droites  situées  dans  le  plan  de  front  passant  par  V. 

IV.  Si  tous  les  cercles  ca  coupent  a  aux  mêmes  points, 
deux  de  ces  cercles  se  trouvent  sur  une  même  sphère.  En 
appliquant  cette  remarque  aux  couples  de  cercles  cH  infini- 
ment voisins,  on  trouve  que  la  surface  S  est  touchée  dans 
tous  les  points  d'un  même  cercle  ca  par  une  même  sphère, 
ce  qui  explique  que  ces  cercles  crjL  sont  des  lignes  de  cour- 
bure. De  la   même  manière  on  démontre  que  les  cercles  c, 

P 
forment   la  seconde  série   des  lignes  de  courbure.  Donc  les 

droites  L  et  /'  doivent  être  normales  lune  à  l'autre;   nous  en 

omettons  la  vérification. 

V.  Si  la  surface  S  est  touchée  suivant  le  cercle  cu  par  une 
sphère,  les  plans  tangents  de  S  aux  points  P  de  ca  enve- 
loppent un  cône  de  révolution  et  passent  donc  par  le  som- 
met de  ce  cône.  Celle  remarque  mène  à  la  solution  la  plus 
simple  du  problème  qui  nous  occupe. 

6.  Troisième  solution.  —  Les  plans  tangents  à  S  aux  points 
1$  et  G  du  plan  horizontal  sont  perpendiculaires  à  ce  plan 
suivant  la  tangente  en  H  à  ca  et  suivant  d  ;  le  point  commun 
à  ces  deux  droites  est  le  sommet  du  cône  enveloppé  par  les 
plans  tangents  de  S  aux  points  de  Ca  .  Comme  ce  sommet  se 
trouve  dans  le  plan  tangent  -,  il  doit  coïncider  avec  le  point 
If.  trouvé  dans  la  seconde  solution.  En  remplaçant  les  cercles 
ca  par  les  cercles  cfl ,  on  trouve  fie  la  même  manière  que  le 

point  d'intersection  \Y,  de  a  avec  la  tangente  eu  N  a  c,  coïn- 
cidant avec  le  point  J  commun  à  /  et  <t.  est  un  point  de  la 
trace  verticale;  de  r,.  Donc  -  est  le  plan  \Y,  PR2  et  les  traces  se 
retrouvent  en  menant  par  I'  une  droite  parallèle  à  \Y,  R2  .  etc. 

7.  Conclusion.  —  Inutile  d'ajouter  que  celle  petite  élude 
ne  poursuit  qu'un  bul  pédagogique.  En  effet,  la  surface  S 
esl   la  evelide  cubique   de   Dupin   qu'on    obtient    en   translbr- 
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jiianl  le  tore  à  points  douilles  imaginaires  par  l'inversion,  le 
centre  d'inversion  étant  un  point  de  la  surface  du  tore.  Ainsi 
les  deux  groupes  de  cercles  du  tore  situés  dans  les  plans 
par  l'axe  et  dans  les  plans  perpendiculaires  à  l'axe  se  trans- 
forment dans  les  deux  groupes  des  cercles  cu  et  cr  . 

Pour  plus  de  développements  concernant  les  cyclides,  nous 
renvoyons  aux   livres  magistraux  de   MM.  Darboux  et  Reye. 

P. -H.  Schoute  (Gronin«iie). 


SUR  UNE 
INTRODUCTION  PREMIÈRE  DES   LOGARITHMES 


l.  —  Dans  un  ouvrage  récent,  M.  Klein1  suggère  une 
première  introduction  des  Logarithmes  qui  se  rapproche  du 
procédé  employé  depuis  longtemps  dans  la  théorie  des  ibne- 
tions.  Cette  idée,  déjà  signalée  d'ailleurs  par  M.  J.  Tannery2. 
me  semble  avoir  un  intérêt  tout  particulier,  car  elle  permet 
d'éviter  les  nombreuses  inexactitudes  qui  se  trouvent  dans 
l'exposition  dite  élémentaire  de  la  théorie  des  logarithmes. 

En  outre,  il  sera  souvent  nécessaire  d'introduire  les  loga- 
rithmes bien  avant  de  donner  quelques  notions  des  inté- 
grales définies,  sans  avoir  toujours  recours  au  théorème  du 
changement  des  variables  dans  toute  sa  généralité  et  plus 
particulièrement  du  théorème  que  voici  : 


.(',=. C 


Je  veux  donc  indiquer  ici  une  marche  que  l'on  peut  suivre 
dans  cette  partie  de  l'enseignement. 

2.  -  -   Considérons    l'hyperbole   K   (fig.   I      dont   L'équation 

est  : 

x\  ==  I    , 


1  i-ih-nn  niui  imttln  miitik  vont  hShereu  StanttpiaiAte  atts.  [.Cours  nutogrnphié;  Leipzig,  1908. 
-  Notions  de  mathématiques.  Paris*  1903. 


I)  E  s    l.  O  G  Al:  I  T  II  M  E  s 


:;: 


et  le  point  A  des  coordonnées  I  .   I  .  Menons  I  ordonnée  l>ll 
du  point    B,  soit  Ofi/  =  .r.  Prenons     v 
ensuite  les  points  G,  d'abscisse  c,  el 

I  )  tels  qne 


<*,=        ,-,, 


Nous  allons  démontrer  que  l'aire 
comprise  entre  les  ordonnées  de  A 
et  B  est  égale   à   Taire  comprise   entre   les  ordonnées   de   C 

et  I). 

Subdivisons  chacun  des  intervalles  AB  et  CD  en  p  inter- 
valles égaux.  Il  est  clair  que  les  intervalles  de  CD  seront 
plus  grands  que  les  intervalles  de  AB.  Désignons  par  //  l'in- 
tervalle de  AB.  Les  intervalles  de  CD  ont  alors  les  lon- 
gueurs A,  : 

h%  =  ch   . 

Aux  intervalles  h  et  //,  correspondent  les  rectangles  qui 
donnent  par  des  valeurs  approchées  par  excès  et  par  défaut 
les  aires  considérées  plus  haut:  la  subdivision  est  d'ailleurs 
quelconque. 

A  chaque  rectangle  de  la  première  aire  I  correspond  un 
rectangle  de  la  seconde  (Il    qui  lui  est  égal. 

Considérons  en  ett'et,  pour  lixer  les  idées,  les  //"""  rec- 
tangles de  I  qui  sont  : 


I 


l 


.  // 


"        1  +  (n  —  l,/i  _«  —  1  _j_  nh 

Les  rectangles  correspondants  de  11  sont  alors  : 
l  ...  i 


n 


On  a  donc  : 


I  h 


ch 


_J1        c  | 1  -r  n  /' 


El  en  prenant  la  limite  de  leur  somme 

I  —  Il  . 
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Ou  peut  supposer  qu'on  a  fait  glisser  l'aire  I  en  la  défor- 
mant, sous  l'hyperbole,  vers  II. 

Désignons  maintenant  les  abscisses  des  points  H,  G,  D,  res- 
pectivement par  x  .  .\\  .  xt .  L'équation    I)  donne  alors  : 

"„  —  *y  =  -y*'  ~~  [) 
ou  : 

x  =  - 

a" 

,  i 

Nous  avons  Jonc  le  Théorème  :   L'aire  de  l'hyperbole  com- 
prise entre  (leur  ordonnées  quelconques  aux  abscisses  \,  et  x, 
N=  >  *i  >  l)  esl  égale  à  l'aire  comprise  entre  les  ordonnées 

X 

des  points  A  et  lî  a  in-  abscisses  I  e/  -  respectivement. 

i 

On  démontre  facilement  le  même  théorème  pour  :  0  <  .n 
<.r,  <   I. 

.'*>.  —  Nous  désignons  l'aire  I  par  S.,,  el  l'aire  II  par  S.,,  : 
il  est  alors  : 

s_   _  =  s 


Considérons  maintenant,  en  partant  du  point  A,  deux  aires 
S,  et  S,-  .  Tour  trouver  leur  somme  faisons  glisser  la  se- 
conde  jusqu'à  ce  qu'elle  devienne  adjacente  à  Sx>  ■ 

Elle  est  alors  égale  h  l'aire  S.,  .  ,<    ,•  et  nous  avons  : 

S*  +  Sx,  =  S,, ,x„  .  (S| 

Nous  appelons   l'aire  S.r  qui  correspond  à  l'abscisse,  x  le 

.v  zz:    Iog  •»'    . 


logarithme  de  x:  soit 


Nous  avons  alors  : 

Iog  x'  -j-  log  x"  --  Iog  x'  .  x"  .  (3| 

On  montre  ici  l'avantage  qu'il  y  a  à  employer  mu1  table  de 
logarithmes  <'n  se  servant  aussi  des  formules  correspondant 
à    3    pour  les  quotients  el  les  puissances. 
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En  considérant  la  somme  des  surfaces  adjacentes  lune  à 
l'autre  : 

-      ;"    S3*,X*    "+"    •    ■    +    Sx"  -'..r"    =    V'    —    n    ■  SX 

on  prouve  que   le   logarithme  d'un   nombre  x  dépasse   tout 
nombre  assignable  lorsque  x  croîl  indéfiniment. 

On  peut  déjà  dessiner  provisoirement  la  courbe  qui  repré- 
sente la  fonction  :  5  =  log  x. 

4.  —  Considérons  deux  valeurs  S 
(fig.  2  correspondant  aux  abscisses 
X  et  Xt  :   soient 

>        l>>u   i    .  s±—-  '°S  ■*' 

(  lalculons  la  différence  : 

S      —    .V   =Z    lou-  .»'     log   X     . 


0  A'  *  X      X, 


Luire   entre  xt  el   .r  est  exprimée  par  des  valeurs   appro- 
chées, par  défaut  ou  par  excès,  au  moyen  des  rectangles 


On  a  donc 


el 


|.r    -    .>•)  -    . 


î 

< 


Si  nous  Ibisons  rapprocher  .\\  de  .< .  nous  obtenons  finale 
nient   la  dérivée  : 


ds 
dx 


Il  est  à  peine  nécessaire  de  remarquer  que  l'aire  comprise 

i 
entre  x  et  .r,  est  égale  à  l'aire  entre  A  et    '  .  <  >n  peut  aussi  en 

déduire  l'équation    5). 

Il  est  aise  de  montrer  ici  le  développement  des  logarithmes 

L'Enseignemcnl  mathem  .  Il*  année:  1909.  ■  i\ 
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en  série,  en  supposant  toutefois  que  l'on  a  déjà  donné  aupa- 
ravant quelques  notions  sm  les  séries  convergentes. 

5.  —  Nous  avons  considéré  ,v  comme  l'onction  de  x  appe- 
log  x.  Nous  pouvons  aussi  considérera  comme  une  fonc- 
tion de  s  (|ue  nous  désignerons  par  E  s  .  On  le  voit  plus 
clairement  encore  en  dessinant  la  courbe  log  x  mentionnée 
plus  haut. 

Nous  obtenons  la  dérivée  E'  s  —  E  (.v  en  écrivant  l'équa- 
tion  4    [en  supposant  toujours  .x:  >  1]  : 

i .  s       i  :  s 
i:  s    >       '     >  E(«) 

1  s    —  s 

î 

el  Gnalement  on  en  conclut  le  développement  de  E  s  : 

s 

Els)=  '  +  n  +  2i  +  - 

en  particulier 

E(i)  =  è=  l  +  T1!  +  ri +  ■•• 

On  appelle  par  délinition  EiV)  la  s""'  puissance  de  e 

E  [s]  =  es 

el  on  doit  encore  montre!-  que  le  mot  puissance,  pour  les 
exposants  réels,  a  la  même  signification  que  la  puissance 
élémentaire. 

Je  me  permets  de  rappeler  ici  le  procédé  bien  connu  de 
celte  démonstration. 

On  a  : 

.s  =  log  .*'    ,  x  =  c"    ■ 


Donc  : 

et 

finalement 


log  é  —  s  .         eloga:  =  x 

Jog  xi   xa    __  glogXj  -f  loga-, 
x    .  r    —  Jogarj  +  lo 

1  2    '  * 

,/l    _    gSt    —    e\  +  X2     . 

11.  Suppantschitsch  (Vienne 
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A  propos  d'un  article  de  M.  Bioche  sur  un  cas  de  discontinuité. 

Dans  V Enseignement  mathématique  du  15  mai  (p.  L84-186),  M. 
Bioche  a  présenté  quelques  remarques  au  sujel  desquelles  un 
grand  nombre  de  lecteurs  ont  dû  faire  les  réflexions  que  je  m'ex- 
cuse d'apporter  ici. 

11  donne  des  exemples  «  de  fonctions  discontinues  ayant  une 
dérivée  continue  »,  de  «  fonctions  ayant  une  dérivée  continue  et 
s'annulanl  pour  x  ^=  </,  x  =  b,  sans  que  la  dérivée  s'annule  entre 
a  et  /;  »,  et  il  en  déduit  (|ue  dans  l'énoncé  du  théorème  de  Rolle, 
il  faul  faire  expressément  l'hypothèse  que  la  fonction  est  conti- 
nue, l'existence  de  la  dérivée  étant  insuffisante. 

D'abord,  au  sujet  des  exemples  donnés,  on  peut  remarquer 
qu'ils  sont  inutilement  compliqués  :  Prenons  une  droite  z'z  dans 
le  plan  xOy  ;  faisons  sur  la  portion  AjS  une  translation  parallèle  à 
()//  qui  l'amène  en  13/ :  la  courbe  composée  des  deux  demi-droites 
z'A  et  Bt  est  représentée  par  une  fonction  y  x  discontinue  en 
A,  B  et  qui  d'après  M.  Bioche  possède  une  dérivée  continue 
constante  .  Les  exemples  de  M.  Bioche  sont  tous  de  ce  genre-là. 

Pour  lui,  la  dérivée  parait  définie  ainsi  :  on  constate  qu'une 
expression  algébrique  coïncide  en  général  avec  la  dérivée  d'une' 
fonction  donnée,  nous  dirons  qu'elle  est  la  dérivée  de  cette  fonc- 
tion toutes  les  fois  qu'elle  a  un  sens:  c'est  ainsi  que  dans  l'exem- 
ple précédent  la  constante  coefficient  angulaire  de  la  droite  a  été 
appelée  la  dériyée  de  la  fonction  pour  la. valeur  de  x  qui  corres- 
pond au  point  A. 

Il  est  ('vident  qu'en  adoptant  celle  définition,  on  ne  peut  pas 
dire  «pie  les  exemples  de  M.  Bioche  et  ses  conclusions  soient  à 
reprendre.  On  peut  simplement  observer  qu'il  est  loin  d'être 
d'accord  avec  la  définition  adoptée  en  général  pour  la  dérivée. 

On  dit  qu'une  fonction  /' \.r  a  une  dérivée  pour  x  =  a,  si,  1"  la 
fonction  est  définie  pour  x  =  a  el  dans  son  voisinage...  ;  el  par 
définie  on  entend  «  n'a  qu'une  valeur  pour  x  =  a»,  sinon  que  peul 
bien  représenter  le  symbole  f  (a  qu'on  met  dans  le  numérateur  de 
l'expression 

f\a  +  h)  -  f[a)  ., 
h 

Avec  cette  définition,   les  objections  de  M.  Bioche  aux  énoncés 
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habituels,    notammenl   du   théorème   de   Rolle,   tombenl  d'elles- 
mêmes. 

Qu'on  me  permette  d'en  tirer  cette  conséquence  que.  même 
dans  renseignement  (sauf,  évidemment,  en  élémentaires  où  il  n'\ 
a  pas  question  de  transcendantes  .  il  n'esl  guère  possible  d'éluder 
la  distinction  entre  les  mots  de  «fonction  >•  et  d'«  expression  algé- 
brique»; et  que.  s'occuper  exclusivement  des  fonctions  qui  sont 
représentées  par  des  combinaisons  de  symboles  de  l'algèbre, 
n'apporte  pas  toujours  une  simplification. 

\j.  Zoretti   Grenoble  . 


A  propos  d'une  lettre  de  M.  Martinetti  sur  le  caractère 
d'orthogonalité  et  de  parallélisme  de  lignes  droites  et  de  plans. 

L'Enseignement  mathématique  du  15  novembre  L908  contient 
l'extrait  d'une  lettre  du  professeur  Y.  Martinetti  au  professeur  G. 
I.oiia.  sur  la  condition  d'orthogonalité  de  deux  droites  dans  le 
système  de  Monge.  Il  en  est  même  l'ail  mention  dans  une  noie 
que  l'on  trouve  dans  les  lies  récentes  «  Méthodes  de  Géométrie 
descriptive  .  de  M.  Loria  collection  lia-pli.  Milan).  Je  crois 
devoir  y  revenir,  non  pas  pour  une  question  de  priorité,  qui  du 
reste  n'en  vaul  la  peine,  d'autanl  plus  qu'aucun  des  auteurs  sus- 
mentionnés n'avait  des  raisons  d'être  au  courant  de  mes  travaux, 
mais  plutôt  pour  faire  connaîtrez/ne  observation  analogue  relative 
au. r  plans,  .le  désire  rappeler  ici  —  et  mes  nombreux  élèves  ainsi 
(pie  les  livraisons  lithographiées  de  mes  cours  en  l'ont  foi  —  (pie. 
depuis  plus  de  dix  ans,  j'indique  dans  mes  leçons,  à  l'Université 
de  Palerme,  celte  vérification  facile  de  l'orthogon alité  de  deux 
(boites  qui  se  fonde  sur  la  possibilité  de  mener  par  chacune 
d'elles  le  plan  perpendiculaire  a  l'autre,  en  ajoutanl  toutefois  que 
«  si  deux  plans  sont  orthogonaux,  il  esl  alors  seulement  possible 
de  considérer  dans  l'un  d'eux,  n'importe  lequel,  des  lignes  droi- 
tes <|ui  soient  perpendiculaires  à  l'autre  plan  ».  Par  conséquent 
si  la  projection  horizontale  ou  verticale  d'une  de  ces  droites  esl 
normale  a  la  trace  de  même  nom  du  second  plan,  cette  projection 
verticale  ou  horizontale  sera  pareillement  perpendiculaire  à  l'au- 
tre i race. 

Il  \  a  donc  la  une  vérification  de  l'orthogonalité  de  deux  plans, 
indépendante  de  la  section  droite  de  leur  angle  dièdre. 

Pour  ce  qui  esl  du  parallélisme  entre  droites  cl  plans,  je  fais 
observer  que  lorsque  une  droite  el  un  plan  sont  parallèles,  et 
dans  ce  cas  seulement,  on  peut  conduire  par  la  droite  un  plan  pa- 
rallèle au  plan  donné;  d'où  il  résulte,  comme  vérification,  que 
les  droites  parallèles  que  l'on  mené  par  les  traces  d'une  droite  a 
celle  d'un  plan  qui  lui  est  parallèle,  doivent  se  rencontrer  en  un 
même  point  de  la  ligne  de  terre.  I'.-P.  PatERNÔ    Païenne  . 
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Notations  rationnelles  pour  le  système  vectoriel. 

A   propos  du  système  propose1  par  MM.  Burali-Forti 
et   MaRCOLONGO. 

(i.  —  Opinion  de  M.  CarVALLO    Paris  . 

Mon  cher  Monsieur  Fehr, 

.le  nie  suis  beaucoup  servi  du  calcul  vectoriel  et  je  m'en  sers 
toujours.  Pourtant  je  n'ai  pas  d'opinion  dans  la  question  que  vous 
me  posez  et  ma  notation  n'est  même  pas  constante.  Je  change 
suivant  la  nature  de  mon  sujet.  J'estime  l'effort  des  auteurs  ita- 
liens, mais  il  me  serait  impossible  de  me  plier  à  leurs  exigences 
et  j'approuve  beaucoup  les  observations  de  M.  Wilson.  Si  une  loi 
inéluctable  m'imposait  une  notation,  j'adopterais  celle  de  Grass- 
mann,  parce  que  cet  auteur  me  paraît  avoir  compris  le  premier 
toute  l'étendue  du  domaine  de  son  calcul.  Je  ne  suis  donc  pas 
partisan  d'un  système  minimum  qu'il  faut  abandonner  quand  on 
s'élève  dans  la  généralité. 

E.  Carvallo  (Paris  . 

7.  —  Opinion  de  M.  E.  Jahxke    Berlin  . 

M.  Ë.  Jahnke  a  exprimé  son  avis  à  l'occasion  d'une  conférence 
qu'il  a  consacrée  à  Y Ausdehnungslehre  de  Grassmann  et  que  nous 
reproduirons  dans  un  prochain  numéro.  Il  estime  cpie  la  lenteur 
avec  laquelle  l'analyse  vectorielle  s'est  répandue  dans  le  monde 
mathématique  doit  être  attribuée  aux  «  notations  vectorielles  qui 
changent  d'auteur  à  auteur,  de  sorte  que  l'on  peut,  ajuste  raison, 
parler  d'anarchie  à  cet  égard.  Sans  doute  V  Encyclopàdie  der  ma- 
thematischen  Wisseitschaften  a  justement  proposé  des  notations 
que  les  physiciens  et  les  techniciens  ont  adoptées.  Je  considère 
cela  comme  exclusif  et  je  pense  qu'il  serait  nécessaire  que  les  ma- 
thématiciens se  missent  d'accord  sur  ce  point.  Il  me  semble  pos- 
sible et  désirable  avec  MM.  Burali-Forti  et  Marcolongo  que, 
sans  avoir  égard  aux  applications  de  la  physique  et  de  la  tech- 
nique, les  mathématiciens  se  mettent  d'accord  sur  la  notation,  en 
vue  seulement  des  applications  de  la  géométrie  et  de  la  méca- 
nique. 


1  Voir   l'Sni.  Math.,  XI<  année,  n°  du  15  janvier  11 p.  '<  I  —  '» r>  ;  n»  du  15  mars,  p.  124-134 

iv  du  15  mai,  p.  21  1-jit. 
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Commission  internationale  de  l'enseignement  mathématique. 

Allemagne.  M.    F.  Pietzkbr   s'étanl    retiré,    pour    raison 

d'âge,  de  la  présidence  «le  l'Association  pour  l'Avancement  de 
l'enseignement  .des  sciences  mathématiques  et  naturelles  (\  ereîn 
zur  Fôrderung  des  mathem.  u.  natunv.  Unterrichts),  le  nouveau 
président,  M.  le  prof.  Tii.v.ii.  Directeur  de  l'Ecole  réale  supérieure 
de  Holstentore,  Hambourg,  le  remplace,  en  cette  qualité,  dans  la 
sous-Commission  allemande. 

Nous  pouvons  ajouter  que  la  rédaction  des  rapports  prépara- 
toires est  très  avancée  ;  plusieurs  rapports  sont  près  d'être  ter- 
minés. 

France.  —  M.  I*.  Appell,  membre  de  l'Institut  doyen  de  la 
Faculté  des  Sciences  de  Paris,  a  été  désigné  comme  président 
d'honneur  de  la  sous-Commission  française.  Ses  nombreuses  oc- 
cupations ne  lui  ont  pas  permis  d'accepter  l'invitation  (\u  Comité 
central  de  faire  partie  de  la  délégation,  mais  il  a  bien  voulu  pro- 
mettre son  appui  à  la  sous-Commission  dont  voici  la  composi- 
tion actuelle  : 

M.  I*.  Appell,  président  d'honneur;  MM.  les  délégués  A.  de 
Saint-Germain,  président  ;  C.  Bourlet,  vice-président  et  trésorier  ; 
M.  C.-A.  Laisant,  secrétaire,  M.  Ch.  Bioche  prend  les  fonctions 
de  secrétaire-adjoint;  M"  "Amieux;  M.  Désiré  André;  M""  B  u  m  <  i  : 
MM.  Bertier  :  Blutel  :  Borel  ;  Carvallo  ;  Goursat  :  Kœnigs  : 
Marotte;   Th.    Rousseai  ;  .1.  Tannery ;  Vessiot  ;  Vogt  ;   II.    Vui- 

BERT  :    M.    \\  EILL. 

Des  SOUS-Commissions  spéciales  ont  été  constituées  en  vue 
d'élaborer  une  série  de  rapports  préparatoires. 

Italie.  Sur  le  préavis  de  la  Société  italienne  di-  mathéma- 
tiques Mathesis,  le  Comité  central  a  désigné  comme  délégué  ita- 
lien, en  remplacement  de  M.  ('..  Vailati,  décède.  M.  (1.  Scorza, 
professeur  à  l'Institut  technique  de  Païenne. 

La  sons-'Commission  italienne  a  été  composée  comme  suit  : 

MM.  les  délégués  Castelnuovo  Home,  Enriques  Bologne), 
Scorza    Palerme  : 

MM.  d'Ovmio  Turin  .  Pincherle  Bologne),  Severi  Padoue), 
Somiglina  Turin  .  Veronese  Padoue.  en  qualité  de  représen- 
tants de  l'enseignement  supérieur  : 
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MM.  Conti    Ecole  normale.  Rome  .  Fazzari    Lycée  de  Pal er . 

Lazzeri    Académie  navale  <le    Livourne),   Scarpis     Lycée  de   l><>- 
logne  .  en  qualité  de  représentants  de  l'enseignemenl  moyen. 


Publication  des  œuvres  d'Euler. , 

La  Société  helvétique  des  Sciences  naturelles  vient  de  prendre 
une  importante  décision,  qui  sera  bien  accueillie  dans  le  monde 
mathématique.  Dans  sa  92rae  réunion  annuelle,  tenue  a  Lausanne, 
du  5-8  septembre  L909,  elle  a  décidé  d'entreprendre  la  publication 
des  œuvres  de  Léonard  Kuler.  (le  vote  lui  t'ait  grand  honneur. 

On  sait  que,  dans  sa  dernière  session .  a  (  '.  la  ris.  la  Société  helvé- 
tique s'esl  déclarée  disposée  a  donner  son  appui  à  la  publication 
des  œuvres  d'Euler,  a  la  condition  que  celte  entreprise  soit  dû- 
ment soutenue  par  les  autorités  et  par  les  institutions  scienti- 
fiques de  la  Suisse  et  de  l'étranger  et  que  Ton  puisse  y  intéresser 
un  nombre  suffisant  de  collaborateurs  scientifiques  pour  assurer 
l'exécution  de  ce  travail  considérable.  Une  commission  spéciale 
et  le  Comité  central  furent  chargés  des  travaux  préliminaires,  a 
là  conclusion  desquels  la  Société  se  réservait  de  prendre  une  solu- 
l  ion  définitive. 

Grâce  à  l'activité  extraordinaire  déployée  par  .M.  lîi  dio,  prési- 
dent de  la  Commission,  les  travaux  préparatoires  ont  donne  des 
résultats  satisfaisants.  Les  souscriptions  au  Fonds  Luler  et  aux 
œuvres  complètes  sont  en  bonne  voie1.  Déjà  au  mois  de  janvier  L909 
l'Académie  des  Sciences  de  Paris  a  souscrit  à  40  exemplaires  des 
œuvres;    cet    exemple    a    été    bientôt    suivi    par    l'Académie    des 

Sciences    de    S1- 1 'et  e  rsl  mu  r<|.    qui.    en     outre,    a    verse    5000    ft\     au 

l'omis  Luler.  puis  par  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin.  Au  com- 
mencement de  septembre  le  nombre  des  exemplaires  souscrits 
était  de  275. 

Devant  ces  précieuses  preuves  de  l'intérêl  que  prennent  les  dif- 
férentes nations  à  la  publication  des  œuvres  d'un  savant  né  il  y  a 
plus  de  deux  siècles,  la  Société  helvétique  a  estime  que  le  mo- 
ment était  venu  de  prendre  une  décision  définitive,  et.  dans  sa 
séance  générale  du  ti  septembre,  après  discussion,  elle  a  adopte. 
a  l'unanimité,  les  résolutions  qui  lui  étaient  proposées  par  le  Lo- 
in i  le  cent  rai  : 

I  La  Société  helvétique  'les  sciences  culturelles  décide  de  publier  !«•- 
oeuvres  complètes   '!<■   Léonard    Euler  dans   la  langue  originale.    Elle  prend 


1  Rappelons  411.'  les  souscriptions  sonl    reçues  auprès  de   M.  le   Prof.   F.  Runio,   Dolder- 

slr.iss.   III.    Zurich.    —    Pour   les   souscripteur.'.-   aux    œuvres   complètes,    le    prix    du    volume   «'M 

d'environ  25  fr.  On  ne  saurait  assez  encourager  les  sociétés  savantes,  universités  >■!  écoles 
supérieures,  bibiiothèqui  s,  etc.,  ■>  souscrire  sans  retard. 
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cette  résolution  avec  la  conviction  qu'elle  rend  un  service  à  La  science.  Elle 
présente  ses  très  sincères  remerciements  à  ions  w\i\  qui,  en  Suisse  ou  à 
l'étranger,  on(  contribué  au  progrès  de  cette  œuvre,  à  la  Commission  des 
œuvres  d'Euler  et  loul  particulièrement  à  sou  présidenl .  M .  Ferdinand  Radio, 
pour  le  grand  dévouement  dont  il  a  fait  preuve. 

'-'  La  Société  nomme  une  commission,  dite  Commission  d'Euler,  qu'elle 
charge  de  la  publication  des  œuvres  de  Léonard  Euler.  Cette  commission 
est  composée  de  MM.  les  prof.  Rudio,  Zurich;  II.  Amstein,  Lausanne; 
Ch.  Cailler,  Genève;  R.  Fueter,  Bàle  ;  R.  Gautier,  Genève;  J.-ll.  Grajf, 
Berne;  Chr.  Moser,  Berne;  K .  Von  der  Miih.i.,  Bàle.  —  La  Commission 
<l  Euler  constitue  elle-même  soti  bureau. 

.'!•'  La  Société  charge  la  Commission  d'Euler  de  constituer,  avec  l'aide  du 
Comité  central,  un  Comité  de  rédaction  et  une  Commission  des  finances 
du  Fonds  Euler.  La  Commission  d'Euler  élaborera,  de  concert  avec  le  Co- 
mité central,  un  règlement  destiné  à  fixer  les  limites  de  la  compétence  de  la 
Commission  d'Euler  et  du  Comité  de  rédaction,  el  établira  des  règles  pour 
la  gestion  du  Fonds  Euler. 

Pour  ce  qui  est  de  la  publication  même  <les  œuvres,  la  Commis- 
sion estime,  dans  sou  rapport  préparatoire,  qu'il  y  a  Lieu  de  grou- 
per les  mémoires  par  ordre  de  matières  et  de  les  publier  dans  la 
langue  originale.  Grâce  au  travail  exécuté  par  M.  le  prof.  St/fxkki. 
Carlsruhe  ,  ou  possède  maintenant  une  table  détaillée  des  43  vo- 
lume in-4"  que  comprendront  les  œuvres  complètes  d'Euler.  Les 
annotations  seront  réduites  au  minimum. 

La  publication  des  différents  volumes  sera  confiée  à  différents 
savants;  une  vingtaine  de  mathématiciens  se  sont  déjà  déclarés 
disposés  à  entreprendre  la  direction  d'un  volume  pu  d'une  série 
de  volumes.  Un  comité  de  rédaction  composé  de  3  membres  au 
plus  sera  chargé  de  diriger  la  publication. 

II.  Fbhb. 


Les  travaux  de  la  Section 

de  Mathématiques  et  d'Astronomie  de  l'Association  Française 

pour  l'Avancement  des  Sciences1. 

Congrès  de  Lille,  2-7  août   1909  *. 

I.  —  Le  Congres.  —  Conférence  de  M.  II.  Poincaré. 

Le  Congrès  de  l'Association  française  pour  l'avancement  des 
Sciences,  tenu  à  Lille  du  2  au  7  août,  a  été  particulièrement  bril- 
lant. 11  était  présidé  par  M.  le  Professeur  Landouzy,  doyen  de  la 
Faculté  de  médecine  de  Paris. 


1  Nous  devons  ces  notes  ■<  l'obligeance  ilit  MM.  Ciiapiîlon.  A..  GiîrahdiN  et  E.  Hùhicbari 
Nous  tenons  .1  leur  exprimer  ici  nos  vifs  remerciements.  La  Rédaction. 
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La  Grande  médaille  d'or  de  l'Association,  qui  a  été  créée  en  L908 
sur  la  proposition  de  M.  I'.  Appell,  président,  a  été  décernée  cette 
année  a  M.  Henri  Poincaré,  membre  de  l'Académie  des  Sciences 
et  de  l'Académie  française. 

M.  Poincaré  a  l'ail  une  belle  conférence,  le  mardi  .'!  août,  sur  la 
Mécanique  nouvelle;  en  voici  quelques  passages; 

»  Si  quelque  partie  «le  la  scieuce  paraissait  solidement  établie,  c'était  cer- 
tainement 1; Vainque  newtonienne  ;  on  s'appuyait  sur  elle   avec  confiance 

et  il  ne  semblait  pas  qu'elle  pût  jamais  être  ébranlée.  Mais  1rs  théories 
scientifiques  sont  comme  les  empires,  et  si  Bossuet  était  ici.  il  trouverait 
sans  doute  des  accents  éloquents  pour  en  dénoncer  la  fragilité.  Toujours 
est-il  que  la  Mécanique  newlonienne  commence  à  rencontrer  des  sceptiques, 
et  qu'on  nous  annonce  déjà  que  son  temps  esl  fini.  Je  voudrais  vous  faire 
connaître  quelles  sont  les  raisons  de  ces  hérétiques  et  il  faut  avouer  que 
quelques-unes  d'entre  elles  ne  sont  pas  sans  valeur;  et  je  voudrais  surtout 
vous  expliquer  en  quoi  consiste  la  mécanique  nouvelle  qu'on  se  propose  de 
mettre  à  la  place  de  l'ancienne. 

«  Le  principe  fondamental  de  la  dynamique  de  Newton,  c'était  celui  qui 
is  enseigne  «pie  les  effets  d'une  force  sur  un  corps  mobile  sont  indépen- 
dants «le  la  vitesse  antérieurement  acquise  parce  mobile  Un  corps  part  du 
repos,  une  force  agit  sur  lui  pendant  une  seconde,  et  elle  lui  communique 
une  vitesse  v  ;  si  on  fait  agir  la  même  force  pendant  une  deuxième  seconde, 
elle  communiipiera  au  corps  un  nouvel  accroissement  de  vitesse  égal  an 
premier,  c'est-à-dire  à  v  el  la  vitesse  deviendra  2v  ;  si  elle  agit  encore  pen- 
dant une  troisième  seconde,  la  vitesse  deviendra  3f,  et  ainsi  de  suite.  De 
sorte  qu'en  continuant  l'action  de  cette  même  force  pendant  des  temps  suffi- 
samment longs,  ou  pourra  obtenir  des  \il«sses  aussi  grandes  «pie  Ion 
voudra. 

Eh  bien,  c'est  précisément  ce  principe  qui  es!  révoqué  en  doute.  On  dit 
maintenant  que  si  la  force  agit  pendant  une  deuxième  seconde,  son  effet  sera 
moindre  «pie  celui  qu'elle  a  produit  pendant  la  première;  qu'il  sera  moindre 
encore  pendant  la  troisième  seconde,  et  en  général  qu'il  sera  d'autant  plus 
petit  «pie  la  vitesse  déjà  acquise  par  le  corps  sera  plus  grande.  Et  comme 
ces  accroissements  successifs  de  la  vitesse  son!  «le  plus  en  plus  petits. 
comme  la  vitesse  augmente  «le  plus  en  plus  lentement,  il  y  aura  une  limite 
qu  «die  ne  pourra  jamais  dépasser,  quelque  longtemps  «pie  l'on  prolonge 
l'action  de  la  force  accélératrice  el  cette  limite,  ««st  la  vitesse  de  la  lumière. 
L'inertie  de  la  matière  parait  ainsi  d'autant  plus  grande  «pie  cette  matière 
«■si  animée  d'un  mouvement  plus  rapide;  en  d'autres  termes,  la  masse  .lue 
Corps  matériel  n'est  pas  constante,  elle  augmente  avec  la  vitesse  (le  ce  corps. 
Et  ce  n'<'st  pas  tout:  une  force  peut  agir  dans  le  sens  de  la  vite--.'  .lu 
mobile,  ou  perpendiculairement  à  celle  vitesse;  dans  le  premier  cas.  elle 
tend  à  accélérer  le  mouvement,  ou  au  contraire  à  le  ralentir  si  elle  esl  de 
sens  contraire  à  ce  mouvement  ;  mais  la  trajectoire  reste  rectiligne  ;  dans  le 
second  cas.  «Ile  tend  à  dévier  le  mobile  de  son  chemin  el  par  conséquent  a 
courber  sa  trajectoire.  D'après  l'ancienne  mécanique,  l'accélération  produite 

par  une   même   force   sur  un   même   corps   sciait    la     même    dans    le-    deux   cas 

Cela  ne  serait  plus  vrai,  d'après  les  idées  nouvelles  qu'on  cherche  «  faire 
prévaloir.  In  corps  mobile,  par  suite  «le  son   inertie,  opposerait  une  résis 
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tance  soii  à  la  cause  qui  leud  à  accélérer  son  mouvement,  soit  à  celle  qui 
tend  à  en  changer  la  direction;  mais  si  la  vitesse  esl  grande,  cette  résis- 
tance ne  serait  pas  la  même  dans  les  deux  cas.  » 

Après  avoir  rappelé  les  vitesses  connues  jusqu  à  ces  derniers  temps,  I  il- 
lustre conférencier  montre  combien  elles  étaienl  peu  considérables  compa- 
rées à  celles  actuellement  connues.  <>n  constate  que  I  inertie  croit  avec  la 
vitesse,  ce  qui  esl  conforme  aux  principes  de  la  Mécanique  nouvelle, 

Parmi  les  preuves  qu  il  examine,  il  y  ;i  celles  qui  soûl  empruntées  à  des 
considérations  se  rattachant  au  principe  de  relativité.  Dans  la  nouvelle  mé- 
canique,  ce  principe   n  admet    aucune  restriction:  il   a   une  valeur  absolue. 

i  Pour  conclure,  il  serait  prématuré,  je  crois,  malgré  la  grande  valeur 
des    arguments   et    des  faits   érigés   contre   elle,   de   regarder   la    mécanique 

classique   cou •   définitivement    condamnée.   Quoi   qu'il   en   soit,    d'ailleurs, 

elle  restera  la  mécanique  des  vitesses  très  petites  par  rapport  à  la  vitesse 
de  la  lumière,  la  mécanique  donc  de  notre  vie  pratique  et  de  noire  technique 
terrestre.  Si  cependant,  dans  quelques  ! ées  sa  rivale  triomphe,  je  me  per- 
mettrai de  vous  signaler  un  écueil  pédagogique  que  n'éviteront  pas  nombre 
de  maîtres,  en  France,  tout  au  moins.  Ces  maîtres  n'auront  rien  dé  plus 
pressé,  en  enseignant  la  mécanique  élémentaire  à  leurs  élèves,  que  de  leur 
apprendre  que  cette  mécanique-là  a  l'ait  son  temps,  qu'une  mécanique  nou- 
velle. OÙ  les  notions  de  niasse  et  le  temps  ont  une  toute  autre  valeur,  la 
remplace;    ils   regarderont    de    haut    cette    mécanique   périmée    que   les   pro- 

gra ies   les  toréent  à  enseigner  et   feront    sentir  à   leurs  élèves  ie  mépris 

qu'ils  lui  portent. 

Je  crois  bien  cependant  que  celte  mécanique  classique  dédaignée  sera 
aussi  nécessaire  que  maintenant  et  que  celui  qui  ne  la  connaîtra  pas  à  fond 
ne   pourra    comprendre   la    mécanique   nouvelle.  » 

II.  —  Lu  Section  de  Mathématiques  et  d'Astronomie. 

Les  travaux  de  lu  Section  de  Mathématiques  et  d'Astronomie  du 
Congrès  de  Lille  oui  été  organisés  par  le  Présidenl  M.  Ern.  Lebon, 
agrégé  de  l'Université,  Lauréal  de  l'Académie  française.  MM. 
A.  Gérardin  el  Chapelon  fonctionnaient  comme  secrétaires.  Les 
nombreuses  communications  fu"ren1  réparties  sut-  six  séances. 

A  lu  première  séance,  sut'  lu  proposition  de  M.  Lebon,  lurent 
proclamés  présidents  d'honneur  MM.  Appell  el  Henri  Poincaré, 

(|lli   u   Lien  VOUlu   présider  nue  séance. 

1. —  M.  Lebon,  en  présentant  son  Opuscule  intitule  Savants  >/// 
four:  lien ti  Poincaré,  Biograqhie;  Bibliographie  <!<■*  Ecrits*,  s'ex- 
prime ainsi  : 

J'ai  cru  qu  il  serait  attrayant  de  reproduire  la  partie  biographique  'lu 
spirituel  discours  prononce''  par  un  profond  historien  en  recevant  M.  Henri 
Poincaré  a  l'Académie  française. 

Afin  de  donner  une  idée  nette  des  profondes  et  multiples  recherches  de  ce 

penseur,  j'ai,   d'une   part,    présenté   les  jugements   portés  en   Science,  avec  une 


1  Un  volume  in-8n  (28-18)  de  vm-80  pages;  papier  do  Hollande,  avec  un  portrait   en  hélio- 
gravure. Paris,  GAUTHIBR-Vlia  mis.   I"  Juillet   1909. 
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haute  compétence,  par  deux  émiuents  >^\.ihn  donl  le  devoir  a  été  d'eu  ré- 
sumer, devant  un  public  d'élite,  les  principales  directions  el  les  nombreuses 
conséquences;  d'autre  part,  inséré,  sur  son  récenl  ouvrage  relatif  à  la  Phi- 
losophie scientifique,  une  fine  analyse  spécialement  composée  par  l'un  de 
ses  collègues  à  la  Sorboune  el  à  1  Académie  française. 

En  taisant  précéder  chacune  des  cinq  principales  sections  de  mon  Lravail 
d'appréciations  dues  à  des  hommes  illustres,  il  me  sem'ble  que  j  y  ai  intro- 
duit des  éléments  qui  fout  oublier  la  sécheresse  inévitable  de  suites  analy- 
tiques d'énumérations  de  titres  d'écrits,  bien  que  les  litres  vagues  soienl 
accompagnés  de  sobres  explications. 

C 'est  pourquoi  j'ose  me  flalter  <l  être  parvenu  à  composer  nu  ouvrage  qui 
soit  à  la  t'ois  intéressant  pour  les  personnes  qui  désirent  connaître,  seule- 
ment dans  son  ensemble,  1  Œuvre  de  M.  Henri  Poincaré,  très  utile  à  celles 
c|ui  se  livrent  à  d'ardues  recherches  dans  quelqu  nue  des  larges  et  nombreu- 
ses  voies  qu'il   a   ouvertes. 

'1.  La  Section  discute  ensuite  la  question  de  V enseignement 
des  mathématiques  dans  les  lycées.  Le  président  lit  et  commente 
le  résumé  suivant  envoyé  par  M.  C.-A.  La  ï  sa NT  : 

Le  Congrès  des  mathématiciens,  tenu  à  Rome  en  1908,  a  déride  qu'une 
Commission  internationale  serait  chargée  de  faire  un  rapport  sur  l'état  et 
les  progrès  de  Penseignemenl  mathématique  dans  les  divers  paysdu  monde, 
et  que  ce  rapport  sera  présenté  au  Congrès  de  Cambridge,  en   L912. 

t  ii  Comité,  compose  de  MM.  Klein  (Gœttingue),  Greenhill  (Londres)  et 
I  chr  (Genève),  a  reçu  mission  de  désigner  les  membres  des  délégations  na- 
tionales qui,  dans  leur  ensemble,  formeront  la  Commission  internationale. 
Chaque  délégation  doit  former  une  Sous-Commission  nationale,  et  les  nom- 
breux rapports  préparatoires  seront  l'œuvre  des  membres  de  ces  Sons- 
<  lommissions. 

En  ce  qui  concerne  la  France,  la  délégation  comprend  MM.  A  de  Saint- 
Germain,  ("..  Bourlct  cl  C  -A.  Laisant.  La  sous-Commission  française  a  pour 
président  d'honneur  M.  P.  Appcll.  Elle  comprend  déjà  un  assez  grand  nom- 
bre de  membres,  parmi  lesquels  nous  pouvons  citer  MM.  Désiré  André, 
Berlin.  Bioche,  Blutel.  Borel,  Carvallo,  Kœnigs,  Marotte,  Th.  Rousseau, 
Tanncry,  Vessiot,  Vogt,  Vuibert,  Weill.  La  sotfs-Commission  doit  -.M 
joindre  encore  d'autres  membres,  et  (die  a  commencé  la  préparation  de  ses 
travaux 

Ou  attend  toujours  la  ratification  du  choix  des  délégués,  qui  a  été  deman- 
dée au  Gouvernement  français.  Aussi  n'y  a-i-il  pas  lieu  de  s'étonner  si 
l'avancement  des  travaux  préparatoires  est  beaucoup  plus  grand  dans  d  autres 
pays,  comme  l'Allemagne  ci  les  Etats-Unis.  Mais  nous  avons  le  ferme  es- 
poir- que  la  France  saura  regagner  le  temps  perdu  et  prendra  la  place  qui 
lui  appartient  dans  cette  vaste  enquête,  donl  I  importance  n  échappe  a  per- 
sonne et  dont  les  conséquences  heureuses  peuvent  être  considérables. 

3.  —  A  ce  propos  .M.  Chapelon  résume  un  mémoire  sur  la  repré- 
sentation géométrique,  envoyé  par  M.  Lynch,  mathématicien  an- 
glais, qui  n'a  pu  se  joindre  au  congrès.  M.  Lynch  désirerail  que 
bon  insistai  davantage  sur  la  réalité  physique  de  la  géométrie.  Il 
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souhaite  que  l'on  introduise  systématiquement  dans  les  lycées 
des  modèles  représentant  les  divers  corps  de  la  géométrie  avec 
leurs  propriétés  caractéristiques.  M.  Lebon  fait  remarquer  quelles 
tendances  déplorables  ont  certains  professeurs  de  géométrie  des- 
criptive qui  refusent  ii  leurs  élèves  le  droit  de  «  voir  dans  l'es- 
pace .  alors  (pie  le  principal  objet  de  cette  science  est  de  donner 
aux  élèves  une  vision  lucide  de  l'espace,  et  M.  Chapelox  termine 
la  discussion  en  rappelant  l'heureuse  influence  de  M.  Carlo  Bouit- 
i.ei.  a  qui  l'on  doit  l'introduction  dans  l'enseignement  d'une 
tonne  très  physique  el  très  palpable  du  célèbre  postnlatum  d'Eu- 

ÇLIDE. 

4.  —  M.  11.  PoiNCARÉ  expose  ses  recherches  sur  l'équation  de 
Fredholm.  Devant  un  brillant  auditoire,  le  célèbre  académicien 
fait  un  magistral  exposé  de  cette  importante  équation,  il  précise 
les  difficultés  qui  se  rencontrent  dans  son  application,  et  avec  une 
virtuosité  qui  enthousiasme  son  auditoire,  en  fait  sur  l'heure  des 
applications  aux  ondes  hertziennes,  à  la  télégraphie  sans  fil  et 
aux  marées.  Nous  sommes  heureux  de  pouvoir  donner  de  cette 
communication  le  résumé  rédigé  par  l'auteur  lui-même  : 

L'équation  intégrale  de  Fredholm 

-_  [x]  —  À  fK{x,  ri  9  fv)  dy  -f  ■!>  i.r) 

peut  s'intégrer  aisément  par  la  méthode  classique  quand  K  reste  Uni  :  par 
la  méthode  de  réitération,  Fredholm  a  montré  qu'on  pouvait  l'intégrer,  quand 
K  devient  infini  d'ordre  <[  1  pour  x  =z  y.  En  voulant  appliquer  cette  mé- 
thode à  la  théorie  des  marées,  j'ai  été  amené  à  envisager  le  cas  où  K  est 
une  fonction  analytique  présentant  pour  unique  singularité  un  pôle  pour 
v. 

Dans  ce  cas  on  doit  envisager  la  valeur  principale  de  I  intégrale;  et  la  mé- 
thode de  réitération  devient  applicable. 

D'autres  difficultés  que  Ion  rencontre  dans  la  même  théorie  peuvent  être 
surmontées  en  remplaçant  les  contours  d  intégration  réels  par  des  contours 
imaginaires. 

Les  mêmes  méthodes  peuvent  être  appliquées  à  l'élude  des  ondes  hert- 
ziennes. 

On  obtient  ainsi  la  Formule  suivante  pour  La  diffraction  de  ces  ondes. 

Par  une  sphère,  par  exemple  par  !e  système  terrestre,  on  trouve  : 

_  nin  +  1)  (2u  +  li  [«(coD)  _ 

U.  =  S  —  —  3      2-  -; P,i    COS  <J> 

a  est  l<-  champ  en  un  point  M  de  la  surface  de  la  sphère  diffringente. 

p  est  le  rayon  d<-  cette  sphère  ;  D  est  la  distance  de  l'excitateur  S  au  cen- 

2n 
tre  0  de  la  sphère  :  ~  esl  1  angle  SOM  :        est   la  période  de  vibration  ;  P« 

'■> 

est  le  polynôme  de  Legendre. 
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-t  cille  des  intégrales  de 
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qui  esl  sensiblement  égale  à  e     -   pour  ;  très  grand;  I     •]  csl  sa  dérivée. 

5.  —  Gaston  I  \i:iiv  termine  cette  féconde  journée  en  exposant. 
ses  idées  sur  la  géométrie  modulaire  qui  ramène,  pour  ainsi  dire 
les  arides  questions  de  la  théorie  des  nombres,  à  de  faciles  com- 
binaisons géométriques  e1  les  résume  ainsi  : 

Les  considérations  auxquelles  supplique  ce  petit  mémoire  oui  été  étudiées 
par  M.  G.  Arnoux,  qui  publiera  à  ce  sujet  un  volume,  actuellement  en  pré- 
paration, sous  le  titre  :    Essai  de  géométrie  analytique  modulaire  à  deux 

(/intrusions. 

I>       ,  .... 

I  oui  quotient        .  I>  el   n  étaul    îles  entiers   inférieurs   à    un    module   pre- 

a 

inier  m,  peut  être  considéré  comme  la  pente,  ou  la  tangente  d'inclinaison 
cl  une  direction  de  I  espace  modulaire'  correspondant;  ce  quotienl  est  lui- 
même  un  nombre  inférieur  à  m.  De  lit  une  théorie  des  angles  modulaires, 
créée  par  M.  Arnoux,  el  dont  je  développe  simplement  un  paragraphe. 

Ce  travail  n'aurait  pu  trouver  place  sous  forme  de  noie,  dan-  l'ouvrage 
précité,  sans  constituer  un  hors-d'œuvre  inutile.  Mais  l'idée  ne  m'en  serait 
jamais  venue  sans  l'aimable  communication  que  l'auteur  a  bien  voulu  me 
taire  du  plan  de  son  volume  prochain.  Je  liens  à  l'en  remercier,  el  à  rendre 
un  hommage  mérité  à  sou  remarquable  esprit  d'invention. 

Mon  but  a  été  de  donner  une  démonstration  mathématique  rigoureuse  de 
l'existence  des  angles  primitifs.  Je  démontre  d'abord  le  théorème  suivant. 
qui  offre  une  grande  ressemblance  avec  celui  de  Fermai  : 

lang  \qx  =  (t  .  (mod  m  =  kq  +  1)  , 

quel  que  soit  l'entier  a  mis  à  la  place  de  .< ,  à  I  exception  des  deux  valeurs 
de  X   satisfaisant    à    la    congruenre    i  I,    dans    le    cas    où    m    esl    de    la 

forme   i<y  +  I . 

Cette  exception  est  due  à  ce  que  pour  l'une  quelconque  c'  de  ces  deux 
valeurs,  ou  a  toujours  tang  nx'  =  tang  .»■'.  quel  que  soit  l'entier  //.  Ces 
tangentes  correspondent  à  des  angles  modulaires  que  j'appelle  isotropes, 
parce  quils  possèdent  toute-  les  propriétés,  si  étranges  d'apparence,  des 
angles  isotropes  de  la  géométrie  analytique.  Il  esl  très  intéressant  de  cons- 
tater qu'en  géométrie  modulaire  les  droites  isotropes  se  présentent  sous 
îles  tonnes  réelles. 

Si    Te    nom!. l-e    il    esl    tel    que    les    \(j    valeurs 

tang  "  .      lang  la  'ang  '"/" 

soient  toutes  différentes   par  rapport   au   module   m  =  \q  +  I  .   je   dis   que 

tang  a  esl  une  tangente  primitive,   par   analogie  avec  les   racines   primitives 

.  "'    > 

de  la  congruence  X  —  I  =  ••  . 

Enfin  je  démontre  le  théorème. suivant  :  Pour  tout  module  premier  m        \q 

~t—  1  .  le  nombre  des  tangentes  primitive  \  >l  à  I  indicateur  de  iq. 
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6,  7  et  8.  —  MM.  1rs  secrétaires  résumenl  les  mémoires  de  MM. 
E.-A.  Cazes,  Sur  certaines  propriétés  des  contrôleurs  additifs; 
Lëbeuf,  Sur  des  chronomètres;  Fr.  Michel,  Représentation  plane 
des  paraboloïdes. 

9.  -  M.  A.  Géraroin  expose  ensuite  ses  recherches  sur  le  théo- 
rème de  Fermât,  donl  voici  le  résumé  : 

I  Résolution  en  en  lins  positifs  de  x"  +  y"  -f-  z."  =  un  -f-  yn-  —  Fermât 
écrivait  à  Mehsenne  le  mardi  -  septembre  1636  :  r,  qu'un  nombre  com- 

posé de  trois  carrés  seulement  en  nombres  entiers  ne  puisse  jamais  être 
divise  en  deux  carrés,  non  pas  même  en  fractions,  personne  ne  1  a  jamais 
encore  démontré,  et  c'est  à  quoi  je  travaille  et  crois  que  j'en  viendrai  à 
bout  ». 

Lu.   Lucas  a  donné  une  solution  du  problème.  En  voici  une  : 

[mx  -      urr  -\-  '//.)■  -\-  \'inyr  —  (mx  -j-  nyr  -f-  \nxf  -(-  (2mr)s   , 

qui  donne  une  solution  générale  de  :  a2  -j-  b2  =  c2   . 

On  trouve  facilement  des  identités  vraies  en  même  temps  au  premier  et 
au  deuxième  degré  (1),  ou  bien  au  premier  et  au  troisième  (2).  Ainsi  : 

I       |  /.»■)  -f  (/y)  -f  (xy  -j-  Ix  +  ly  +  /-i  =  i/-  +  Ix  +  /vi  +  |.ry  +  lx  +  />  |  . 

Exemple  :     avec     /ml,     y  —  2  ,     ar  =  3  . 

i 'i/>-  —  :\mj)i  -f-  (3ma  -+■  i/np  —  ip2j 

—  {6m-  —  3/;//>i  -j-  t  — />"  -f-  imp  —  6m2)  -j-  (3/«2  —  2//-    . 

Exemple  .     avec     />  =±  3     /»  —  1    . 

Le  problème  est  possible  aussi  au  quatrième  degré.  Il  conduit  à  la  dé- 
monstration du  dernier  théorème  de  Fermât. 

-'  Décomposition  </<'■■>  grands  nombres.  —  lui  mettant  le  nombre  N  squs 
la  l'orme 

N  —  1202  .  A  +   L20  .  15  +  K  . 

le  nombre  K  étant  impair  el  premier  avec  •!  et  5,  on  pourra  trouver  pour  K 
32  valeurs  dont  les  plus  intéressantes  simt   1  et  19. 

On  met  aussi  N  sous  la  forme  N  —  (120d!  +  fl)  (120y  -f-  h)  . 

Les  valeurs  de  a  el  l>  se  troùveul  en  général  plus  facilement  pour  K  =r  1 
ou  19.  Exemple     N        L38  58?  129  569  .  A  =9  623  502  ,   B  =  6  .  K  =  19  . 

Après  quelques  essais,  indiqués  par  nus  tables,  on  arrive  à  a  —  b  —  7  . 
d'où  x  f  y  =  120,7  +  18  ,  xy  =  9  <Y2'A  501  —  la  . 

Or  on  a  toujou  rs 

x  +  y  >  2  j/.rr  , 

«I  où  approximativement  "  ">•  52  :   suit  donc  a  —  52  -)-  .s  . 

L'inconnue  s,  donnée  par  la  condition  quadratique,  a  la  valeur  16. 

Les  facteurs  premiers  sont  alors  171  oiiT  et  810  367. 

:;  Décomposition  des  grands  nombres:  application  aux  notables  de  .)/«•/- 
senne.  Les  nombres  de  Mersenne  ^<>nt  de  la  forme  N  =  2"  —  'I  avec  a 
premier  et  inférieur  à  '!'',. 
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.Nous  mettons  N  sous   les  deux   formes    I202  .   A  -f    120  .  I!  -|-  '^   (l 
il'Jn.r        a    (120y    :    h)  et  appliquons  le  théorème  de  Fermât. 

Le  nombre  K  n'a  actuellement  que  neuf  formes  possibles,  au  lieu  des 
32  théoriques. 

Nous  donnons  une  loi  empirique,  vérifiée  actuelli  ment  onze  luis  sur  «j u;< - 
torze.  Elle  pourra  servir  à  chercher  les  facteurs  inconnus  des  nombres  de 
Mersenne,  el  même,  si  elle  admet  des  exceptions,  elle  fournira  la  1res  grande 
majorité  des  diviseurs. 

Si  n  —  I2\  -J-  II.  le  plus  petit  diviseur  de  N  =  2"  --  I  doit  être  de  lu 
forme  24y        23 

Nous  avons  actuellement  32  vérifications  pour  //  inférieur  à  2.000,  Les 
valeurs  suivantes  de  //  doivent  probablement  donner  N  composé 

89,   101,  103,  107,  109,  137,  L39,   149,  157,  167, 
L73,  181,   L93,   199,  227.  229,  2'.  I. 

Le  nombre  2?:    -  1  vient    il  être  déc posé  par   M.  Allan  Cunningham.  Il 

répond  ;mssi  à  notre  loi  et  admet,  comme  nous  l'avions  indiqué  en  novembre 
1908,  parmi  les  facteurs  possibles,  le  nombre  228479. 

L0.  —  M.  E.  Belot  conduil  ensuite  ses  auditeurs  dans  les  plus 
hautes  régions  de  la  pensée  humaine  en  étudianl  la  formation  de 
la  Terre  et  de  la  Lune  d'après  la  Cosmogonie  tourbillonnaire.  Dans 
une  seconde  communication  il  apporte  une  intéressante  contribu- 
tion à  ['étude  des  nébuleuses  spirales: 

l"  Formation  de  ta  Terre  et  de  la  Lune  d'après  lu  Cosmogonie  tourbil- 
lonnaire. —  L'hypothèse  dualiste  el  tourbillonnaire  (Comptes  rendus  «lu 
Congrès  <le  Clermont  p.  55]  restitue  leur  importance,  capitale  en  cosmogo- 
nie, aux  translations  n'intervenant  pas  dans  le  système  de  la  nébuleuse 
unique  de  Laplace.  Il  en  résulte  que  la  cosmogonie  devient  comme  un  cha- 
pitre de  la  balistique,  et  que  tout  astre  en  formation  doit  être  considéré 
rumine  an  projectile  allongé  (tube  tourbillon)  se  déplaçant  dans  un  milieu 
résistant  (nébuleuse  amorphe). 

Par  suite,  la  Terre  doil  être  renflée  vers  l'avant  de   sa  trajectoire  el   efli 
lée  vers  l'arrière  (déformation  piriforme  substituée  à  I  hypothèse   tétraédri- 
que      en  outre,  la  rotation  déforme   vers   l'ouest   les  continents   de   I  liéinis- 
phère  sud. 

La  Lune  a  une  formation  analogue,  avec,  en  moins,  les  phénomènes  dus  à 
la  rotation  :  ses  hémisphères  nord  et  sud  sonl  et  doivent  être  dissemblables 
comme  ceux  de  la  Terre,  l'hémisphère  sud  ayant  reçu  la  presque  totalité  de 
la  condensation  aqueuse. 

2°  Contribution  à  l'étude  des  nébuleuses  spirales.  L'essai  de  cosmo- 
gonie tourbillonnaire  que  j'ai  présenté  au  Congrès  de  Clermont  eu  1908 
[Comptes  rendus,  pages  I  el  55)  substitue  an  monisme  du  système  de  La 
place,  un  dualisme  original;  connue  tous  les  êtres  organisés,  le  système 
solaire  aurait  en  à  sa  naissance  deux  entités  cosmiques  venues  en  contact 
par  un  choc  semblable  à  celui  d  une  Nova. 

Il  était  intéressant  de  rechercher  si  cette  même  hypothèse  pouvait  expli- 
quer aussi  la  formation  des  nébules  spirales  par  le  choc  «I  un  tourbillon  ga- 
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zeux  sur  une  nébuleuse  amorphe.  Le  calcul  répond  affirmativement,  permet 
d'obtenir  l'équation  générale  îles  spirales  ainsi  obtenues  et,  au  moyen  il  hy- 
pothèses secondaires,  d'expliquer  comment  la  matière  a  pu  s'accumuler  sur 
certaines  spires  des  nébuleuses  spirales,  comme  celle  des  Chiens  de  chasse. 
Cette  démonstration,  si  elle  correspond  à  la  réalité,  Fait  ressortir  l'unité 
des  moyens  employés  par  la  Nature,  puisqu'un  système  à  planètes,  comme 
le  nôtre,  et  «ne  nébuleuse  spirale  se  forment  dans  des  conditions  identiques 
à  l'origine  et  exprimées  par  les  mêmes  équations. 

11.  —  M.  E.  Traynart  développe  ses  idées  sur  les  surfaces  hy- 
perelliptiques.  Apres  un  rappel  des  principales  propriétés  do  ces 
intéressantes  surfaces,  il  présente  a  son  auditoire  un  remarqua- 
ble modèle  représentant  les  trente-deux  droites  situées  sur  l'une 
d'elles. 

12.  —  M.  Chapelon  expose  ensuite  les  recherches  qu'il  fît,  avec 
l'aide  de  sa  mère,  sur  les  corps  mous  : 

11  s'agit,  étant  donnés  des  corps  mous  de  forme  identique,  disposés  d'une 
façon  régulière  et  soumis  à  certaines  pressions,  de  manière  à  leur  faire 
remplir  tout  l'espace,  de  savoir  la  forme  qu'ils  prennent.  En  particulier,  si 
l'on  prend  des  sphères  rangées  en  piles  de  boulets  triangulaires  ou  carrées, 
on  obtient  des  dodécaèdres  rhomboïdaux  qui.  dès  lors,  peuvent,  à  ce  point 
de  vue,  être  considérés  comme  l'équivalent  pour  1  espace  de  l'hexagone  ré- 
gulier de  la  géométrie  plane.  On  sait,  en  effet,  que.  si  Ton  comprime  des 
cylindres  mous,  d'une  manière  uniforme,  on  obtient  des  prismes  hexagonaux 
réguliers. 

13.  —  M.  Parent?  indique  [a.  forme  que  prend  une  veine  gazeuse 
sortant  dans  l'air  libre  par  un  orifice  parfaitement  étroit. 

Los  principes  do  ce  travail  furent  couronnés  par  l'institut  et 
M.  Bélot  rappelle  que  ce  sont  eux  qui  lui  suggérèrenl  ses  belles 
théories  sur  l'évolution  de  la  matière  céleste. 

L4.  Le  président  expose  un  Essai  dû  a  M.  Albert  Maire,  bi- 
bliothécaire à  l'Université  de  Paris,,  d'une  Bibliographie  générale 
des  Œuvres  de  Biaise  Pascal,  (le  leurs  critiques  ci  <le  leurs  com- 
mentaires, ainsi  que  des  divers  travaux  (///'elles  ont  suscités,  com- 
plétée par  une  bibliographie  biographique  el  iconographique. 

Toutes  les  (ouvres  originales  de  Pascal,  quelles  qu'elles  soient, 
seront  décrites  ayee  l'exactitude  la  plus  complète:  reproduction 
du  titre  dans  ses  dispositions  typographiques,  détails  des  divi- 
sions de  l'ouvrage,  indication  des  pages,  dos  gravures,  des  filets 
typographiques,  des  culs-de-lampe,  seront  notés  avec  tout  le  soin 
possible.  Los  œuvres  mathématiques  seront  classées  en  premier 
ordre,  les  œuvres  de  physique  on  antres  viendront  à  la  suite 

lô.  .M.  L.  Durand-Gréville  a  indiqué  ses  remarques  sur  le 
cane  d'alliu  au  conc  crepi/scii luire  el  conclut  en  ces  tenues  : 

Le  cône  crépusculaire,  plus  exactement  le  faisceau  crépusculaire  compris 
entre  deux  surfaces  c >ïdes  dont  l'axe  est  la  ligne  des  centres  du  soleil   et 
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de  la  terre,  esl  an  phénomène  continu,  à  la  fois  météorologique  et  astrono- 
mique. Il  a  pour  cause  une  inflexion  (produite  par  les  conditions  de  tempé- 
rature de  l'atmosphère  à   I  i  ou   I  5  kili Hres  'I  altitude]  des  rayons  solaires 

les  plus  voisins  de  la  surface  terrestre.  Les  rayons  solaires  infléchis  péuè 
trent  dans  le  roue  d'ombre  terrestre  el  se  rapprochent  assez  de  la  surface 
pour  éclairer  ilrs  sommets  de  nuages  ou  de  montagnes  situés  au-dessus  de 
1.600  nulles  il  altitude.  Les  phénomènes  <!'•  Vaube  sont  symétriques  à  ceux 
de  I  alba.  Quelques  irrégularités  peuvent  être  expliquées  facilement  par  les 
variations  atmosphériques. 

1().  —  M.  L.  Amoroso,  délégué  italien,  a  l'ait  connaître  ses  re- 
cherches sur  la  théorie  des  intégraux  des  fonctions  algébriques  de 
plusieurs  variables  en  débutant  ainsi  : 

D'après  les  recherches  de  M.  E.  Picard,  en  France,  et  île  MM.  Castei  kuovo, 
I'.nkioifs.  Severi,  en  Italie,  on  considère  le  théorème  qui  a  été  démontré 
pour  la  première  fois  par  M.  Gastelnuovo  el  qui  nous  apprend  que  le  nom- 
bre îles  intégraux  de  différentielle  totale  attachés  à  une  surface  algébrique  esl 
égal  à  l'irrégularité  de  la  même  surface.  Quand  il  est  interprété  dans  la 
théorie  des  fonctions,  ce  théorème  se  montre  comme  une  extension  d  un  des 
théorèmes  fondamentaux  sur  les  intégraux  des  fonctions  algébriques  d'une 
variable  et  il  suggère  de  quelle  façon  on  pourrait  étendre  le  tableau  de  P,n- 
m.vn.n.  en  sorte  qu  il  peut  renfermer  les  intégraux  des  fonctions  algébriques 
de  plusieu  rs  variables 

17.  —  M.  (i.  I  www  a  exposé  une  note  sur  lu  meilleure  défausse 
du  Bridge. 

L8.  —  M.  Jonckheere  explique  les  délicates  mesures  micromè- 
Iricjues  d'étoiles  doubles  <|u  il  effectue  à  l'observatoire  de  Hem 
Nord  . 

19.  M.  Carlier  Lille  .  a  parlé  sur  (a  méthode  des  indétermi- 
nées et  la  résolution  des  équations  fonctionnelles  : 

L'auteur  recherche  toutes  les  fonctions  holomorphes  répondant  à  l'équa- 
tion fonctionnelle 

r'|çu-|  .    o(r)  ,    ç-.rvi   .    s  (x  +"  v,|  =  0 
Il  applique  en  particulier  sa  méthode  à  l'équation 

r    ''  +  y)  +  r1'1'  —  y)   =  ?     ' '     -     l 

et  trouve  '■  fonctions  e(  t  seulement  y  répondant  :  les  cosinus  circulaires  el 
hyperboliques  et  2  autres  fonctions  nouvelles  que  n'ont  pu  fournir  jusqu'ici 
les  méthodes  connues  actuellement.   (Cauchy,    \i.i  i 

La  méthode  précédente  qui  est  très  -impie  et  absolument  générale  per- 
met d'ajouter  un  nouveau  chapitre  à  la  théorie  des  fonctions  an  sens  de 
Lagrange,  Mer  a-*  el   Weierstkass. 

2d.  Le  président  a  rendu  compte  d'un  Mémoire  dû  à  VI. 
A.  Pu  m  i.  présidenl  de  la  Section  au  Congrès  «le  Clermont,  el 
intitulé  Sur  la  théorie  des  courbes. 

L'Enseignement  mathéin.,  11    année;  1909. 
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21  ii  31.  Au  cours  des  trois  séances  suivantes,  les  auditeurs 
de  la  section  mathématique  onl  écoute  avec  le  plus  vif  intérêt  les 
résumés,  présentés  par  les  secrétaires,  des  communications  de 
MM.  Payaht  de  Londres,  sur  une  théorie  et  une  table  gèodèsiques ; 
\\  ri. soi.  sur  l'application  de  la  correspondance  homographique  a 
la  théorie  générale  des  quadriques  homofocales  :  Chrétien,  de  Nice. 
sur  lu  rotation  du  soleil  et  In  position  du  prisme  dans  les  spectros- 
copes ;  Libeht,  sur  un  catalogue  de  1311  étoiles  filantes;  Richard, 
sur  le  calcul  des  probabilités  ;  Salmon,  sur  l'application  de  la  me- 
sure des  petites  forées  à  la  détermination  de  la  composante  ho- 
rizontale terrestre ;  J .  Clairin,  de  Lille,  sur  la  théorie  des  grou- 
pes <le  transformations;  Ed.  Maillet,  sur  les  fonctions  asymptoti- 
quement périodiques  ;  Farid-Boulad,  du  Caire,  sur  un  procède  de 
calcul  graphique  des  déterminants;  E.-N.  Barisien,  sur  quelques 
formules  de  la  théorie  des  nombres  obtenues  pur  des  considérations 
géométriques;  E.  Fontannèau,  de  Limoges,  Sur  le  principe  de 
d'ÀLEMBEiiT  et  ses  applications  a  l'hydrodynamique  et  sur  la  mé- 
thode de  I  jÀCRANGE. 

Le  prochain  Congrès  de  l'Association  aura  lieu  à   Toulouse,  en 

J*)K):   la   Section  de  mathématiques  et  d'astronomie  sera  prési- 
dée par  M.  E.  Belot. 


La  réforme  de  l'enseignement  mathématique  en  Hongrie. 

I.  Connue  dans  tous  les  pays,  le  besoin  d'introduire  des  sim- 
plifications et  des  vues  nouvelles  dans  l'enseignement  des  Mathé- 
matiques s'esl  aussi  l'ait  sentir  en  Hongrie.  Un  ouvrage  récent  sur 
La  refoinie  de  l'enseignement  mathématique  dans  les  établisse- 
ments secondaires  '  nous  apporte  des  renseignements  1res  com- 
plets sur  l'origine  et    les    tendances   du    mouvement  de  réforme  en 

I  ïongrie. 

A  la  suite  d'une  conférence,  faite  en  1906  par  M.  E.  Beke,  pro- 
fesseur à  l'Université  de  Budapest,  sur  les  mouvements  de  réforme 

à  l'étranger  et  sur  les  réformes  qui  seraient  propres  à  améliorer 
l'enseignement  mathématique  en  Hongriej  la  Société  des  Profes- 
seurs de  l'Enseignement  secondaire  a  institue  une  Commission 
avec  le  programme  suivant  :  étudier  la  question  des  réformes  en 

général   et  préciser  les  changements  (ju'il  serait  désirable  de  faire 

subir  a  renseignement  mathématique  secondaire  en  Hongrie.  La 
Com  miss  ion  a  commencé  par  charger  ses  membres  de  rédiger  des 


i  Kôzépiskolai  matemutikai  tanitàs  reformja.  Szerkesztik  Beke  Manô  es  Mi  kola  Sândor 
Budapest  1909. —  Une  traduction  allemande  paraîtra  par  les  soins  «le  la  maison  Teubner  à 
Leipzig. 
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rapports  sur  les  diverses  questions  spéciales.   Ces  rapports  de 
\  ai  cul  être  présentés  à  La  réunion  plénière  de  la  Commission  char- 
gée de  les  discuter  et  de  donner  une  forme  définitive  aux  vœux 
ciuis  par  1rs  rapporteurs. 

Tous  les  rapporteurs  se  laissaient  d'ailleurs  guider  par  les  mêmes 
idées  générales.  Pour  bien  voir  quelles  étaienl  ers  idées,  il  suffira 
de  citer  textuellement  M.  Beke  :  «  La  Commission  veut  rendre  les 
Mathématiques  plus  pratiques  en  les  rapprochant  de  la  vie  réelle  ; 
elle  veut  que,  pour  faire  entrer  plus  d'unité  dans  l'enseignement, 
on  étudie  d'un  même  point  de  vue  et  avec  la  même  méthode,  les 
chapitres  aujourd'hui  isoles;  elle  veut  qu'on  montre  les  relations 
de  grandeurs  d'une  manière  parlant  aux  sens.  Enfin,  par  une 
exposition  élémentaire  des  notions  de  dérivée  et  d'intégrale,  elle 
compte  rendre  parfaitement  intelligibles  certaines  parties  de  la 
géométrie  él  de  la  physique  qui  exigeaient  toujours  des  raisonne- 
ments propres  au  Calcul  infinitésimal,  mais  ces  raisonnements, 
on  les  faisait  d'ordinaire  sans  montrer  leur  véritable  caractère, 
de  sorte  qu'ils  ne  pouvaient  pas  devenir  clairs  pour  les  élèves. 

Nous  condamnons,  dans  l'enseignement  de  l'Arithmétique, 
ces  digressions  abstraites  et  difficiles  par  lesquelles  on  a  l'habi- 
tude de  commencer  :  définitions  de  la  grandeur,  du  nombre,  des 
opérations,  etc.  11  faut  bannir  de  l'enseignement  tous  les  procédés 
de  calcul  pleins  d'artifices  que  le  passe  nous  a  légués  et  qui,  par 
suite  île  l'uniformisation  des  systèmes  de  mesure  et  de  la  trans- 
formation des  conditions  économiques,  ont  perdu  toute  valeur 
pratique.  Certains  chapitres  enseignés  dans  les  classes  inférieures 
ne  peuvent  pas  avoir  d'intérêt  pour  le  sens  économique  peu  déve- 
loppé de  l'enfant  :  ceux-là  doivent  être  places  dans  les  classes 
supérieures  où  l'élève,  d'intelligence  plus  mûre  déjà,  pourra  en 
profiter  davantage.  .Nous  savons  lous  que  le  surmenage  vient  sur- 
tout de  ce  qu'on  habitue  l'enfant  à  apprendre,  par  leurs  noms,  des 
choses  auxquelles  il  ne  porte  pas  d'intérêt  véritable. 

A  lin  de  diminuer  le  travail  purement  mécanique,  au  cours  de 
tout  l'enseignement  mathématique  secondaire,  nous  donnerions 
entre  les  mains  des  élèves  des  tables  de  logarithmes  plus  simples 
que  celles  d'aujourd'hui  et  beaucoup  d'autres  tables  encore.  Nous 
nous  opposons  absolumenl  à  cel  amour  des  systèmes  abstraits  qui 
ne  tieni  pas  compte  des  difficultés  didactiques  souvenl  insurmon- 
tables. 

II.  l'aire  des  Mathématiques  une  science  pratique  el  leur  don- 
ner en  même  temps  assez  de  force  el  de  souplesse  pour  pouvoir 
exprimer  les  lois  des  sciences  exactes  qui,  a  leur  tour,  traduisent 
les  lois  des  changements  dans  la  nature,  voilà  ce  (pie  doil  se  pro- 
poser, d  après  les  réformistes,  l'enseignemenl  mathématique  dans 
les  établissements  secondaires.  Par  la  publication  des  rapports  ci 
des    conclusions,   la   Commission   travaille    a    faire    pénétrer    cet 
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espril  nouveau  dans  l'enseignement.  Il  sera  peut-être  intéressant 
d'énumérer  les  articles  contenus  dans  le  volume  qu'elle  vient  de 
publier  : 

Préface,  par  E.  Beke. 

Rapporl  sur  l'organisation  et  les  travaux  de  la  Commission, 
par  A.  MlKOLA. 

La  réforme  de  l'enseignement  mathématique,  conférence  <k' 
E.  Beke. 

I.t's  mouvements  de  réforme  à  l'étranger,  par  Ch.  Goldziher. 

Sur  l'enseignement  de  l'Arithmétique  dans  les  classes  infé- 
rieures, par  Ch.  FrôHlich. 

Sur  l'application  de  la  méthode  graphique,  par  A.  Péch. 

Les  méthodes  graphiques  dans  l'enseignement  de  l'Arithmé- 
tique, par  Ch.  Goldziher. 

La  méthode  expérimentale  en  Arithmétique  et  en  Géométrie, 
par  A.  Mikola. 

Sur  l'enseignement  de  la  Géométrie,  par  .1.  Rados. 

Sur  l'enseignement  de  la  Géométrie  dans  les  classes  infé- 
rieures, par  P.  Szabô. 

Sur  la  division  de  la  Géométrie  en  Hongrie  et  à  l'étranger, 
par  L.  Kopp. 

Sur  l'enseignement  du  dessin  géométrique,  par  A.  Privorszky. 

Les  tables  et  la  règle  a  calculs,  par  J.  Winter. 

Les  fonctions  et  les  éléments  du  Calcul  infinitésimal  dans 
renseignement  secondaire,  par  L.  Ratz. 

Sur  les  rapports  des  Mathématiques  et  de  la  Physique,  par 
('. .  Szabô. 

Le  Calcul  différentiel  et  intégral  dans  renseignement  secon- 
daire, par  E.  Beke. 

La  formation  des  futurs  professeurs  de  Mathématiques  et  la 
réforme  de  renseignement,  par  E.  Beke. 

La  mise  en  pratique  des  réformes  en  Hongrie  et  à  l'étranger. 
par  A.  Visnya. 

Quelques  remarques  d'un  technicien,  par  A.  Czakô. 

Conclusions  adoptées  par  la  Commission. 

Quelques-unes  des  Conclusions  méritent  tout  particulièrement 
d'êl  re  relevées  : 

«  11  faut,  dans  l'intérêt  de  l'enseignemenl  mathématique,  doter 
toutes  les  écoles  d'instruments  de  mesure,  pour  que  les  élèves 
eux-mêmes  puissent  faire  les  observations  et  les  mesures  les  plus 
importantes. 

o  Les  méthodes  graphiques  doivenl  servir  :  t"  à  représenter, 
sous  une  forme  concrète,  les  données  de  la  statistique  et  des  me- 
sures physiques  :  2"  a  Lien  faire  comprendre  la  notion  de  fonction 
e|    ;i    montrer   l'allure   des   plus    simples   types    de   fonctions;    .'!"  a 
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résoudre  certains  problèmes    par  exemple,  un  système  de  deux 
équal ions  linéaires  . 

L'introduction  de  la  uotion  de  fonction  doit  rire  précédée  par 
la  discussion  de  courbes  empiriques.  La  représentation  de  fonc- 
tions <l<>it  jouer  un  rôle  prépondéranl  au  cours  défont  l'enseigne- 
ment mathématique.  Il  faut  faire  une  place  aux  éléments  delà 
Géométrie  analytique  dans  le  plan  d'études  des  gymnases  dans 
celui  des  écoles  réaies,  ils  figurenl  déjà  . 

La  Commission  insiste  particulièrement  sur  la  nécessite''  d'in- 
troduire, dans  l'enseignement  secondaire,  les  éléments  du  Calcul 
différentiel  et  intégral  et  ses  applications  à  la  résolution  de  pro- 
blèmes variés  tels  que  :  détermination  des  tangentes  des  courbes, 
de  la  vitesse  et  de  l'accélération  des  mouvements,  des  valeurs 
maxima  et  minima  des  fonctions,  de  l'aire  des  coniques,  du  vo- 
lume de  la  pyramide,  du  eône  et  de  la  sphère,  du  centre  de  gra- 
vité »'t  du  moment  d'inertie  de  certains  corps  simples. 

«  L'enseignement  de  la  Géométrie  doit  être  en  liaison  étroite 
avec  celui  de  l'Algèbre  et  suivi  de  celui  du  dessin  géométrique. 
Il  faut  réunir,  autant  que  possible,  renseignement  de  la  plani- 
métrie  et  celui  de  la  stéréométrie  et  utiliser  la  méthode  de  la 
(  î-éométrie  descriptive. 

«  11  faut  écarter  les  problèmes  artificiels  et  prendre,  le  plus 
souvent,  pour  exemples  de  fonctions,  celles  de  la  Physique. 

«  Il  est  désirable  qu'avant  la  prochaine  revision  officielle  du 
plan  d'études,  quelques  écoles  ou  professeurs  soient  autorisés  à 
introduire  dans  leur  enseignement  les  réformes  projetées. 

Nous  croyons  que  la  Commission  avait  raison  lorsque,  au  lieu 
de  vouloir  décider  les  milieux  officiels  a  octroyer  aux  écoles  un 
nouveau  plan  d'études,  elle  a  préféré  convaincre  les  professeurs 
et  l'opinion  publique  de  l'utilité  et  de  la  nécessité  des  reformes. 
C'est  la  seule  voie  qui  promette  le  sucer-. 

Adolphe  Szucs    Budapest  . 


L'Enseignement  mathématique  dans  les  premières  années  des  lycées 
italiens.  Réunion  de  Pise,  avril  1909. 

Dans  la  première  quinzaine  d'avril  s'est  réuni  a  Pise  le  1er  Con- 
grès pour  la  défense  de  l'Ecole  classique,  fondé  par  l'I  nom  natio- 

nale  des  Professeurs   tirs  premières    classes  des   Gymnases*.    I.  un 

<le>  thèmes,  le  V.  visail   le-  mathématiques  ou   plu-  exactement 
L'enseignement   des   Mathématiques  dons  les  premières  années 


1  En  Italie  le  cycle  du  Lycée  classique  est  de  huit  ans.  On  donne  le  nom  a.-  Gymnase  aux 
cinq  premières  classes  :  en  outre  1''  Gymnase  comprend  une  division  inférieur!    (de  tr 
ses)  el  une  division  supérieure. 
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des  Lycées  ».  Le  rapporteur  était  M.  P. -A.  Fontebasso,  professeur 
au  Lycée  de  Rome,  et  son  rapport,  judicieux  el  pondéré,  a  ol > i «■- 
nu  It-  applaudissements  et  l'approbation  de  tous  les  congressis- 
tes. —  .le  me  propose  de  résumer  ici  son  rapport. 

Dans  les  écoles  techniques  le  Lui  principal  de  l'enseignemenl 
des  mathématiques  es1  de  donner  aux  élèves,  dans  un  temps  res- 
treint, le  plus  grand  nombre  possible  de  connaissances  utiles  dans 
la  vie  pratique  et  les  applications  aux  arts  et  a  l'industrie1.  Quel 
e>t  le  Lut  «pu-  doit  avoir  ce  même  enseignement  dans  les  lycées. 
L'opinion  du  rapporteur  est  que  ce  but  doit  être  triple  : 

Initier  les  garçons  à  l'une  des  gymnastiques  les  plus  efficaces 
de  L'intelligence  : 

Jeter  des  bases  solides  pour  l'enseignement  des  sciences  dans 
les  cours  supérieurs  ; 

Mettre  l'élève  en  mesure  de  résoudre  rapidement  les  questions 
de  mathématiques  qui  se  présenteront  à  lui  dans  la  vie  pratique. 

L'enseignement  actuel  a-t-il  ce  triple  but?  Evidemment  non. 
Mais  cela  n'est  pas  un  motif  suffisant  pour  vouloir  la  fusion  de 
l'enseignement  classique  et  de  l'enseignement  technique,  car  on 
arriverait  par  là  à  la  ruine  absolue  de  Lune  et  de  l'autre  branche 
d'enseignement.  Le  rapporteur  exprime  le  vœu  que  l'école  clas- 
sique reste  ce  qu'elle  est  aujourd'hui,  mais  qu'en  même  temps  son 
enseignement  soit  vivifié  par  des  retouches  judicieuses,  mais  très 
Limitées,  aux  programmes  actuels. 

M.  Le  prof.  Fontebasso  est  d'avis  que  le  peu  de  profit  retiré  des 
mathématiques,  que  l'on  déplore  en  Italie,  est  dû  avant  tout  a 
l'étendue  des  programmes  officiels  par  rapport  aux  heures  dont 
on  dispose  pour  les  développer  et  au  nombre  excessif  d'élèves 
dans  chaque  (lasse.  Comment  serait-il  possible  de  fixer  par  des 
applications  opportunes  la  théorie  dans  L'esprit  de  l'écolier  lors- 
que le  nombre  des  heures  d'enseignement2  est  à  peine  suffisant  a 
une  sommaire  exposition  de  la  théorie  '.' 

Ce  sont  des  exercices  nombreux  et  variés  seuls,  qui,  sans  aucun 
effort,  amènent  L'élève  à  se  rendre  maître  des  diilerentes  théories 
ci  ce  sont  précisément  ces  exercices  qui  constituent  la  vraie  gym- 
nastique de  L'esprit.  De  plus,  une  grande  partie  du  temps  destiné 
a  l'enseignemenl  est  absorbée  par  les  interrogations  qu'on  doit 
faire  pour  s'assurer  des  progrès  de  l'élève;  si  l'on  rélléchil  que  les 
classes  ont  ordinairement  de  30  à  40  élèves,  on  comprend  (pie  le 
temps  assigné  :.\  L'enseignement  des  mathématiques  se  réduit  à 
une  moyenne  absolument  dérisoire. 


1  Les  programmes  actuels  correspondent  pleinement  .1  ce  but,  surtout  lorsque  le  maitr< 
trouve  un  secours  elficace  dans  les  textes  adoptés,  ce  qui  n'esl  malheureusement  pas  toujours 
le  cas. 

-  Deux  heures  par  classe  ri  par  semaine:  une  heure  de  géométrie  el  une  heure  d'algèbn 
élémentaire. 
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Un  bon  remède  sérail  d'ajouter  une  heure  de  leçon  par  semaine 
el  par  classe  el  de  limiter  en  même  temps  à  un  maximum  de  25  I»' 
nombre  des  élèves  de  chaque  dusse. 

Cette  augmentation  d'une  heure  par  semaine  sérail  toute  au 
profil  des  écoliers,  car  ils  apprend laien I  la  même  quantité  de  ma- 
tière en  un  plus  grand  nombre  d'heures,  donc  avec  un  moindre 
efforl .  En  outre  on  devrai!  réduire  le  nom  hic  des  exercices  écrits  ;i 
exécuter  à  la  maison,  car  ils  trahissent  ordinairement  une  pilova- 
ble  paternité.  Le  critérium  linal  pour  juger  d'un  écolier devrail 
être  une  epreu\e  orale  et  une  épreuve  écrite  sur  des  applications 
directes  de  ce  qu'il  a  appris  et  non  sur  des  problèmes  obscurs 
laits  dans  le  seul  luit  de  rendre  odieuse  l'étude  des  mathématiques. 

Les  modifications  que  le  rapporteur  proposerait  aux  pro- 
grammes actuels  sont  légères  et  suggérées  seulement  par  le  désir 
d'aplanir  la  voie  à  l'écolier.  Au  programme  actuel  du  premier 
cours  il  ajouterait,  comme  partie  intégrale,  les  polynômes  arith- 
métiques et  les  exercices  de  vérification  pour  tous  les  problèmes 
résolus;  quant  à  la  Géométrie,  il  insisterait  pour  exiger  des  élèves 
de  savoir  dessiner  convenablement,  a  main  levée,  les  figures  dont 
il  étudie  les  propriétés,  de  sorte  que  le  maître  puisse  s'assurer 
que  l'élève  a  une  idée  claire  et  positive  de  tout  ce  qu'il  a  appris. 
Au  programme  de  la  deuxième  classe  il  ajouterait,  après  l'étude 
des  tractions,  un  bref  aperçu  de  la  solution  des  équations  numé- 
riques du  premier  degré  à  une  inconnue,  excluant,  cela  va  sans 
dire,  l'introduction  des  nombres  négatifs.  Par  ce  moyen  on  serait 
conduit  à  traiter  une  riche  série  de  questions  qui  rendraient 
agréable,  donc  plus  attrayante,  l'étude  des  mathématiques.  Dans 
cette  classe  on  considérerait  également  les  polynômes  arithmé- 
tiques en  étendant  aux  nombres  rationnels  tout  ce  qui  aurait  été 
tait  sur  les  polynômes  à  termes  entiers.  Pour  la  Géométrie  le  pro- 
gramme actuel  est  suffisant.  Dans  la  troisième  classe  il  ajouterait 
l'étude  de  systèmes  simples  d'équations  numériques  à  deux  in- 
connues. Quant  à  la  Géométrie  on  pourrait,  outre  la  résolution 
des  problèmes  fondamentaux,  ajouter  la  vérification  par  la  règle 
et  le  compas,  les  propriétés  principales  des  figures  qu'on  étudiera 
plus  tard  dans  la  Géométrie  rationnelle.  Dans  la  quatrième 
classe  on  développerai  la  théorie  des  opérations  sur  les  nombres 
entiers  ou  fractionnaires,  c'est-à-dire  qu'on  traiterait  brièvement 
l'arithmétique  rationnelle,  en  ajoutant  un  bon  nombre  d'exer- 
cices propres  à  mettre  en  lumière  l'importance  des  théories  étU- 
diées. 

Les  idées  exposées  dans  le  rapport  de  M.  Lonlehasso  sont  celles 
de  la  presque  totalité  des  professeurs  de  mathématiques  des  ly- 
cées. Quanl  a  un  gymnase  quadriennal  et  un  lycée  quadriennal, 

l'utilité  en  est  assez  douteuse  :    le    ton)    se    réduirait    a    un  chan-e- 

meni  inutile  de  dénomination.  Les  villes  seules  qui  ont  des  lycées 
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complets  en  profiteraient  peutrêtre;  cela  serait  au  détriment  de 
celles  qui  n'ont  que  les  cinq  premiers  cours. 

C.  Alasia    Brindisi  . 


Académie  de  Sciences  de  Paris. 

Prix  décernés.  --  Dans  sa  séance  du  L9  juillet  l'Académie  des 
Sciences  a  décerné  les  prix  suivants  : 

Prix  Binoux  Histoire  des  Sciences  .  2.0110  francs.  —  M.  Pierre 
Duhem,  correspondant  de  l'Académie,  pour  l'ensemble  de  ses  tra- 
vaux relatifs  a  l'histoire  (les  sciences. 

Prix  Pierron-Perrin  5,000  francs).  —  M.  E.  Mercadier,  direc- 
teur des  études  à  l'Ecole  polytechnique  de  Paris,  pour  ses  tra- 
vaux relatifs  à  l'acoustique,  à  la  radiophonie,  à  l'élasticité,  àl'élec- 
tromagnétisme  et  à  la  télégraphie. 

Mécanique.  —  Prix  Montyon  Ton  lianes  .  —  M.  de  Sparrb,  pour 
I  ensemble  de  ses  études  relatives  aux  tirs  des  bouches  à  feu  et  de 
ses  travaux  de  mécanique  rationnelle  et  appliquée. 

Prix  Boileau  1,300  francs).  —  M.  Boulanger,  professeur-ad- 
joint de  mécanique  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille,  pour  son 
ouvrage  intitule:     Hydraulique  générale 

Astronomie.  —  Prix  Lalande  540  francs  .  —  M.  Borelly,  astro- 
nome-adjoint à  l'Observatoire  de  Marseille,  pour  l'ensemble  de 
ses  découvertes  de  petites  planètes  et  de  comètes. 

Prix  Vtils  460  francs  .  —  M.  de  la  Baume-Pluvinel,  pour  l'en- 
semble de  ses  travaux  astronomiques. 

Prix  C.   de  Pontècoulant    700  francs  M.    Ernest-William 

Brown,  actuellement  professeur  de  mathématiques  à  l'Université 
Yale  de  .New  Haven  Etats-Unis  .  pour  ses  recherches  relatives  à 
la      I  héorie  de  la  lune 


Stéréophotogrammétrie. 

Un  cours  de  stéréophotogrammétrie  aura  lieu  du  \  au  0  octobre 
1909,  a  Jena,  sous  la  direction  de  M.  le  J)r  Pulfrich.  Les  appareils 
et  instruments  seronl  fournis  par  la  maison  Zeiss.  En  raison  des 
progrès  importants  réalisés  dans  ce  domaine  depuis  une  dizaine 
d'années1,  un  cours  à  la  fois  théorique  et  expérimental  sur  l'em- 
ploi el  les  applications  des  stéréophotogra  m  mètres  est  appelé  à 
rendre  de  arands  sen  ices. 


1   Voir  ;i  <■'•  sujet  la  note  intitulée  /.■  stéréoscope  et  ses  applications  scientifiques,  par  II.  I-  i:iih. 
L'Eus,  math.,  I,  IX,  \>.  IV.'- l'a;.  1907. 
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Nouvelles  diverses.  -     Nominations  et  distinctions. 

Allemagne.  -  Académie  des  Sciences  de  Heidelberg.  Sur 
L'initiative  d'un  généreux  ami  des  Sciences  h  de's  Lettres,  il  vienl 
d'être  erre  une  Académie  des  Sciences  de  Heildelberg.  M.  1... 
Kœnigsberger  a  été  désigné  comme  secrétaire  perpétuel  de  la  sec- 
tion dos  Sciences  mathématiques  el  naturelles.  M.  Wolf  a  été 
nommé  membre  ordinaire  él  MM.  Mor.  Cantor  et  .1.  Luroth  de 
Fribourg-en-Brisgau    membres  associes. 

M.  <  >.  Cohn,  de  l'Université  de  Kœnigsberg,  es1  nommé  profes- 
seur d'Astronomie  a  l'Université  de  Berlin. 

M.  L.  Maurer  est  promu  professeur  ordinaire  à  l'Université  île 
ïubingue. 

M.  R.  v.  Mises,  privat-dOcenl  a  l'Ecole  technique  supérieure  de 
Brunn,  est  nommé  professeur  à  l'Université  de  Strasbourg. 

M.  X.i.Tscn.  privat-docent,  est  nommé  professeur  ordinaire  de 
mathématiques  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Dresde. 

M.  le  prof.  P.  Stackel  a  été  nommé  membre  honoraire  de  la 
Société  helvétique  îles  Sciences  naturelles. 

M.  K.  \.  Weber  est  promu  professeur  ordinaire  à  l'Université 
de  Wûrzbourg. 

Angleterre.  --  M.  G.-E.  II. -vu-:,  astronome,  est  nomme  doc- 
teur honoris  attisa  de  l'Université  d'Oxford. 

Autriche-Hongrie.  —M.  II.  IIaiix.  privat-docent  à  l'Uni- 
versité de  Vienne,  est  nommé  professeur  extraordinaire  à  l'Uni- 
versité de  Czernovitz. 

Danemark.  —  M.  Niels  Nielsen,  privat-docent,  a  été  nommé 
professeur  ordinaire  à  l'Université  de  Copenhague,  en  remplace- 
ment de  M.  .1.  Petersen,  qui  prend  sa  retraite. 

Etats-Unis.  —  M.  L.-P.  Eisenhari  esl  nommé  professeur  de 
mathématiques  a  l'Université  de  Princeton. 

M.  Ci.-W  .  1  ln.i..  de  New-York,  est  nomme  membre  correspon- 
dant de  l'Académie  des  Sciences  de  Munich. 

M.  W.-R.  Longley  est  nommé  professeur  extraordinaire  de  ma- 
thématiques à  l'Université  Yale  a  New   Haven. 

M.  F.  Osgood,  de  l'Université  Harvard,  est  nomme  membre  cor- 
respondant de  la  Société  mathématique  de  Kharkow. 

M.  A. -P.  \\  ii. i. s  est  nomme  professeur  de  Physique  mathéma- 
tique a  l'Université  Columbia  a  New   York. 

France.         Hommage  au  mathématicien  Ëvariste  Galois. 

Le  dimanche  13  juin  L909  a  eu  lieu,  sous  la  présidence  du  Préfet 
de  la  Seine,   l'inauguration  d'une  plaque  commémorative  sur  la 
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maison,  située  à  Bourg-la-Reirte,  où  est  né  L'illustre  mathémati- 
cien Galois,  mort  ;i  20  ans  1811-1832  .  M.  Jules  Tannery,  membre 
de  l'institut,  professeur  a  la  Sorbonne,  directeur  des  Etudes 
scientifiques  à  l'Ecole  normale  supérieure,  a  retracé  la  vie  tour- 
mentée e1  l'ait  l'éloge  de  l'œuvre  d'Evariste  Galois.  M.  G.  Dar- 
boux,  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  «les  Sciences,  et  M.  Cail- 
letet,  membre  de  l'Institut,  assistaient  a  la  cérémonie,  en  même 
temps  que  des  représentants  «In  Parlement  et  quelques  notabilités 
de  la  science  et  de  l'enseignement.  Le  discours  de  M.  J.  Tannery 
a  été  publie  dans  la  Revue  scientifique  du  31  juillet  1909  et  dans  le 
Hull.  des  Sciences  math.,  juin  1909. 

Faculté  des  Sciences  de  Paris.  —  11  vient  d'être  créé  nue  nou- 
velle chaire  magistrale  de  mathématiques  sons  le  ttitre  de  Chaire 
de  Théorie  des  fonctions.  M.  E.  Borel,  professeur-adjoint,  est 
nomme  professeur  titulaire  de  cette  chaire,  (lette  création  porte  ;i 
12  le  nombre  des  chaires  de  mathématiques  de  la  Sorbonne:  les 
professeurs  titulaires  sont  actuellement  MM.  Andoyer,  Appell, 
Borel,  Boussinesq,  Darboux,  Goursat,  Kœnigs,  Painlevé,  Picard, 
Poincaré,  Raffy,  Tannery.  La  Faculté  compte,  en  outre,  deux 
professeurs-adjoints,  MM.  Hadamard  et  Puiseux,  et  un  chargé  de 

conférences,   M.   BluTEL. 

Le  tableau  des  cours  ne  paraissant  qu'à  l'ouverture  du  semestre, 
nous  ne  pourrons  publier  l'extrait  concernant  les  mathématiques 
que  dans  le  n"  de  novembre. 

—  MM.  H.  Poincaré  et  Paul  Painlevé,  membres  de  l'Institut,  ont 
été  nommés  docteurs  honoris  cousu  de  l'Université  de  Stockholm. 

M.  P.  Boutroux  est  chargé  du  cours  de  calcul  différentiel  et  in- 
tégral de  l'Université  de  Nancy. 

M.  Frechet  esl  nommé  chargé  du  cours  de  mécanique  ration- 
nelle et  appliquée  a  l'Université  de  Poitiers. 

M.  Gambier  est  nommé  maître  de  conférences  de  mathématiques 
en  remplacement  de  M.  Fréchet. 

Lu  grande  médaille  d'or  de  l' Association  française  pour  l'Avan- 
cement des  Sciences  a  clé  décernée,  en  1909,  à  M.  Henri  Poincaré. 

Hollande.  --  M.  J.-C.  Kapteyn  est  élu  membre  correspon- 
dant de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  la  section  d'Astro- 
nomie. 

Italie.  —  MM.  P.  Almansi,  de  l'Université  de  Pavie  et  A.  Gar- 
kasso.  de  l'I  niversité  de  ('.('-nés.  ont  été  nommes  membres  cor- 
respondants île  l'Académie  dei  Lincei. 

M.  Levi-Civita,  de  l'Université  de  Padoue,  a  été  nomméassocié 
national  de  l'Académie  dei   Lincei. 

M.  I'".  Enriques,  de  l'Université  de  Bologne,  a  été  nommé  mem- 
bre correspondant  de  la  Société  mathématique  de  Kharkow. 

M.  V.  Volterra,  de  l'Université  de  Rome,  a  été  nommé  docteur 

honoris  causa  de  l'Université  de  Stockholm. 
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Suètlo.  -  M.  le  professeur  Mittag  Leffler  a  pris  l'initiative 
d'un  congres  des  mathématiciens  Scandinaves,  qui  aura  lieu  à 
Stockholm  du  'l'I  au  25  septembre  prochain.  L'invitation  a  été  lan- 
cée au  nom  des  mathématiciens  de  Lund,  de  Stockholm  el  <l  l  p- 
sall. 

-  M.  G.  Enestrôm  a  été  nommé  membre  honoraire  de  la  Société 
helvétique  des  Sciences  naturelles. 

Su  if***'.  —  M.  Lucien  de  la  Rive,  physicien,  est  nommé  doc- 
teur honoris  causa  de  l'Université  de  Genève. 

M.  Du  Pasquier  a  été  admis  en  qualité  de  privat-docent  à  II  ni 
\  ersité  de  Zurich . 

-  Prix  Schâfli.  La  Société  helvétique  des  Sciences  naturelles 
a  décerne  cette  année  le  l'rix  Schalli  à  M.  Allg.  LALIVE,  professeur 

au  Gymnase  de  La  Cbaux-de-Fonds,  et  à  M.  le  I)'  II.  Otti,  pro- 
fesseur à  l'Ecole  cantonale  d'Aarau.  Le  concours  avait  pour  sujet  : 
Etude  des  déviation  de  la  perpendiculaire  pour  un  certain  nombre 
de  stations  géodésiques  suisses  ». 

Ecole  polytechnique  fédérale.  Doctorat  es  sciences  techniques. 
D'après  le  nouveau  règlement  de  l'Ecole  polytechnique  fédé- 
rale, approuve  par  le  Conseil  fédéral,  cet  établissement  pourra 
décerner  le  titre  de  doctoral  es  sciences  :  il  a  été  créé  trois  titres 
île  doctorat  :  le  doctoral  es  sciences  techniques,  es  sciences  ma- 
thématiques ou  es  sciences  naturelles.  Les  candidats  doivent  être 
possesseurs  de  l'un  des  diplômes  de  l'Ecole,  présenter  un  tra- 
vail scientifique  et  subir  un  examen  oral. 

Simon  Newcomb. 

La  Science  vient  de  faire  une  perle  sensible  qui  sera  doulou- 
reusement ressent  ie  dans  le  monde  savant.  Le  professeur  Simon 
Newcomb,  l'un  des  astronomes  les  plus  éminents  de  notre  épo- 
que, est  mort  le  il   juillet  à  Washington,  a  l'âge  de  ~\  ans. 

Les  débuts  de  Newcomb  furent  très  modestes.  Né  le  12  mars 
1835,  a  Wallace,  Nouvelle-Ecosse,  où  son  père  était  chef  d'insti- 
tution, il  émigra  a  l'âge  de  1S  ans  aux  Etats-Unis  et  prit  un  poste 
d'instituteur.  Mais,  grâce  a  ses  dispositions  pour  les  mathéma- 
tiques et  son  talent  de  calculateur,  il  put  entrer  au  Nautical  Al- 
manac  et  faire  ensuite  des  études  a  la  Harvard  University,  ou  il 
prit  ses  grades. 

Il  l'ut  professeur  et  astronome  à  l'Institut  \a\al  de  Washington 
1861  .  directeur  du  Nautical  Almanach  1877-1897  .  et  professeur 
de  Mathématiques  et  d'Astronomie  a  l'Université  John  Hopkins  a 
Baltimore    1884  a  L893  . 

L'œuvre  scientifique  de  Newcomb  est  considérable  :  elle  touche 
aux  principaux  domaines  de  l'astronomie  théorique  el   pratique. 
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Mathématicien  de  grande  valeur,  il  étail  aussi  habile  calculateur 
et  put  aborder  avec  succès  les  problèmes  les  plus  difficiles  dans 
les  domaines  1rs  plus  divers  de  l'Astronomie.  Il  étail  aussi  un  ex- 
cellent vulgarisateur;  qu'il  suffise  de  rappeler  ici  son  remarqua- 
ble traite  de  Popular  astronomy,  qui  eut  plusieurs  éditions  en 
anglais  et  en  allemand.  C'est  lui  qui  présida,  en  1904,  le  Congrès  in- 
ternational des  Sciences  et  «les  Arts,  organisé  à  l'occasion  de 
l'Exposition  universelle  de  St-Louis.  Son  dernier  voyage  en  Eu- 
rope eut  lieu  en  1908;  on  sait  qu'il  prit  part  au  \ Congrès  in- 
ternational des  mathématiciens,  a  Rome,  où  il  lit  une  remarquable 
conférence  sur     la  théorie  du  mouvement  de  la  lune,  son  histoire 

et    sou   état   ad  liel  >> . 

Nécrologie. 

M.  V.  Cbrruti,  professeur  de  mécanique  rationnelle  à  11  niver- 

site  et  directeur  de  l'Ecole  des  ingénieurs,  à  Rome,  est  déeédé  le 
2(1  aoûl  a  (.roee  Mosso  Xovara  ,  à  la  suite  d'un  cancer  à  l'estomac. 
Il  était  âgé  de  59  ans.  sénateur,  membre  de  l'Académie  deiLincei, 
de  la  Société  italienne    dite  des  XL  .  etc. 

M.  G.  Reuschlb,  professeur  de  Géométrie  et  d'Analyse  à  l'Ecole 
technique  supérieure  de  Stuttgart,  est  décédé  le  17  août  à  l'âge 
de  62  ans. 
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Cours  universitaires. 
Semestre    d'hiver    1909-1910. 

ALLEMAGNE 

Berlin;  Universitât.  —  Schwarz  :  Analyl.  Géométrie,  'i:  Th.  der  aoalyt. 
Funktionen  II  \  :  Elementargeometrische  Herleitung  der  wichtigsten  Eigen 
schaften  der  Kegelschnitte,  -:  Kolloquien;  Seminar.  —  Frobenius  :  Zahlen- 
ibeorie,  i  :  Seminar.  —  Schottky  :  Th.  der  krummeD  Linien  und  Flâchen, 
1;  Aiiw.  do  Th.  'I<i-  ellipt.  Funktionen,  \  :  Seminar.  —  Hettnkr  :  Bestimmte 
Intégrale,  2.  —  Knoblauch  :  Diff.rechnung,  i,  mil  Uebng,  I;  Th.  der  ellipt. 
Kunktionen,  i.  —  Lehmann-Filhés  :  tntegralrechnung,  i  :  Determinanten,  'i 
Schub  :    Th.  'Ici-  algebr.  Gleichungen,  'i  :   Th.  der   linearen   T)ifi"erential- 

gleicl gen,  i.    —    Fœrsteb     Geschichte  'Ici-  mittelalterlichen  Astronomie, 

1:  Grundiehren  der  astron.  Messkonst,   I:   Die   Weltharmonik  im  Sinne  von 
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Platon  und  von  Kepler.  —  Struvi  :  Einleitung  in  die  Hiinmelsmechanik,  '■>; 
Uebgn.  auf  der  Sternwarte.  -  Marcusi  :  Théorie  und  Praxis  der  Orlsbe- 
stimmung  mil  Uebng.,  _:  Allgemeinverslândliche  Himmelskuude,  J 
Scheiner  :  l'.int  u  li  rung  in  die  A  si  i  •<  ipli  vs  i  k .  .  :  Kolloquium.  —  Win:  Me- 
ihoden  der  Berechnung  spezieller  Stôrungen,  3,  Uebgii.  dazu,  2j  Interpola- 
tion und  uumerische  Intégration,  1.  —  Helmert  :  Théorie  <1<t  Kartenprojek- 
tionen,  1:  Pigur  der  Ërde,  1.  —  Planck  :  AUgemeine  Mechauik,  'i  :  Uebgn. 
Rcbens  :  Mathem.  Ergànzung  zur  Experimentalphysik,  I;  Kolloquium. 
Wiiimii:  Theoretische  Ergânzungen  zum  physikalischen  Praktikum.  - 
Meyek  :  Einfûhrung  in  die  moderne  Maschinentechnik,  2;  Anwendungen  der 
Mechauik  in  der  Flugtechnik,  1:  Exkursionen.  —  Neesen  :  Optische  Instru- 
mente (Théorie),  -.  —  Bvk  :  Einfûhrung  in  die  malhemalische  Behandlung 
der  Naturwissenschaften,  1.  —  Martexs  :  Ausgewiihlte  Kapitel  uns  der  Me- 
chauik, Aknstik.  Warmelehre,  -.  v.  Bortkievicz  :  Versicheruugsrechnung 
mil  Uebgn,  -.  —  Weinstein  :  Mathem.  Physik  (Mechanik  und  Akuslik,  '■'<: 
Weltbild  und  Weltentstehung,,  1.  —  Slaby  :  Eleklrbmechanik,  2.  —  War- 
bi  m.  :  Ausgewâhlte  Kapitel  uns  der  theoretischen  Physik,  -.  —  Schmidt  : 
Méthode  der  kleinslen  Quadrate,    I. 

Bonn;    Universitât.    —    Bucherer  :    Diff.-gleichungen    der    Physik,    '1.    - 
Hessenberger  :    Graph.    Stalik.   .'!.    —    Kowalewski  :    Analyt.    Géométrie,    i  : 
[ntegralgleichgn.,  2:    Seminar,  '1:    Uebgen.,  1.    —    Kustner  :    Sphar.   Astro- 
nomie, ■  !:  Fixsternkunde,    I:  Prakt.  Uebgn.   —  Loxuux  :  Diff.-  u.  Int.-rech 
nung,   II.   'i  :    Uebgn.   in   darst.  u.  synth.    Géométrie,   I:    Uebgn.    in    Diff.-   u. 
[nt.rechn.,  I;  mathem.  Sem. — Mœnnich-Meyer  :  Th.  der  Finsternisse,  -. 
Pflûgeb.  :  Mechanik,   '»:  l  ebgn.,   I.   —   Studtt  :   Funklionentheorie,    i  :  Synth 
Géométrie,  2;  Sem. 

Breslau;  Universitât.  —  Rosanes  :  Analyt  Géométrie  der  Ebene,  'i  :  Ein- 
fûhrung in  die  [nvariantentheorie,  I  :  Seminar.  —  Su  km  Théorie  dei 
metrischen  Verwandtschaften  II.  •'!:  Geom  Abschnitte  der  Mechauik,  '-' : 
Gcschichte  der  Mathematik,  1:  Seminar.  —  Kneser  :  [nlegralrechnung,  3; 
Funktionentheorie,  •  !:  Seminar.  —  Franz:  Théorie  der  Bahnrechni  n 
Ebbe  und  Flul  mit  einer  Einleitung  ûber  Hydrodynamik,  1:  Seminar;  Schil- 
derung  des  Weltenbaus.      -  Si.n  km  i;  :   Elektronenlheorie,   i  :  Kolloquium. 

Erlangen;  Universitât.  —  Gordan  :  Differentialrechnung,  'i  :  Differential- 
gleichungen,  1  :  Seminar.  —  Ncether  :  Analyt. "Géométrie  I.  i  :  Funktionen- 
theorie, 't  ;  Geometr.  und  analyt.  I  ebgn.  — IIu.ii  :  Elementarmathematik,  'i  : 
Beslimmte  Intégrale  und  Fouriersche  Reihen,  3;  G let.  und  analyl    I 

—  Reiger  :     Mechanik,    2;    Thermodynamik,    2;    1  ebgn    zur    theoretischen 
Physik. 

Giessen  ;  Universitât.   —    Pasch  :  Diff.-  u.  [nlegralrechnung,    i  :  Die  geom. 
Verwandtschaften  ersten  Grades,  2;  Seminar  fur  erste  Semester.         Netto 
Analyt.    Mechanik,  i;    Num.  Gleichungen,  2;    Seminar  fur  hûhere  Semester. 

—  KuMG  :    Mathem.     Ergânzungen    zur    Experimentalphysik,    l;    Frommi 

Geo ml  phys.  Oplik,   i;  Populâre  Astronomie  und  mathem    Géographie. 

1  '/'-     —    Ghassmaxx  :   Darst.   Ge i  trie  I.  Teil,  '■'•  :   l  '■l>un.  zur  darsl 

metrie,  3;   Proj.  Géométrie  der    Ebene   in  analyt.    Behandlung,  '■'>:    Mathem 
Seminar,  Ab.  f    minière  Semester     Uebgn.  zui   proj.  Géométrie  der  I 

—  Schmidt:    Kinetische  Gaslheorie  und   ihre    Anwendung    .ml    Eleklronen- 
lehre,  2. 
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Gottingen;  Universitàt.    —    Klein:  Projektive  Geomelrie,  'i  :  Seminar. 
llii.niKi  :  Allgemeine  Th.  der  partielîen  Differentialgleichungen,   >:  Seminar. 

—  Landau:     Einleitung    in    die    FunktioDentheorie,    'i  :    Einfùhrung    in    die 
Théorie  der  Idéale,   I:  Seminar.    —    Him.k  :  Einfùhrung  in  die  mathem,  Be 
handluug  der  Nalurwissenschaften,  3;  Mechanik  mit  Uebgn,  6.  —  Zermelo 
Differential-  ond    Inlegralrechnung  II.  k    Ueber  die   logischen   Grundlagen 
der  Malhematik,  1:    Mathem.  Uebgn.    —    Kœbe  :  Algebra,  4;  Lineare  Diffe- 
reritialgleichungen,  2:   Zeichnerische   Darslellung  von   Kurven  und  Flâchen 
2.    —    Tœplitz  :  Ajjalyl-  Géométrie  des  Baumes  und  Determinanten.  \  :  Ma- 
them.   Uebgn.   —   Bernstein  :   Wahrscheinlichkeitsrechnung,   2:    Beslimmte 
Intégrale   und    Fouriersche   Reihen,  2:   Ausgewâhlle    Kapitel    der   Versiche 
rungsrcchnung,   1.    —    Mûller  :  Aus  der  Geschichte  der   Mechanik  seit   La*- 
grange.  -     Schwabzschiliï  :    Figur    und    Rotation    der    Himmelskôrper,    :i: 

Semi '.    —    Ambronî»  :    Bahnbeslimmung   der    Kometen   und    Planeten,    3; 

Chronologie  und  Kalenderwesen,  1:  Uebgn  im  Beobachten  fur  Lebramls- 
kandidatcn.  —  Hertzsprung  :  Astrophysik  II.  2:  Seminar.  —  Wjechert  : 
Vermessungswesen,  theorelischer  Teil  i;  Elastizitâtstheorie,  i;  Polarlichl 
1;  Geophysikalisches  Praklikum;  Seminar.  —  Voigt  :  Eleklrodynamik,  \  . 
Geometrische  Optik,  2.  —  Abraham:  Théorie  der  Wàrmestrahlung,  2.  — 
Prakdtl  :  Einfùhrung  in  die  Thermodynamik  und  ihre  technischen  Anwen- 
dungen.  :!:  Mechanikpraktikum;  Seminar. 

Halle;  Universitàt.  —  Ca.ntor  :  Differential-  und  Intogralrechnung  II,  •".  ; 
Seminar.  —  Wangerin  :  Anwendung  der  ellipt.  Funktionen,  '■'•:  Sphar.  Tri- 
gonométrie  und   mathem.    Géographie,  2;   Analyt.  Mechanik  H,  2:  Seminar. 

—  GuTZMEK  .  Darstellende  Geomelrie.  mit  Uebgn.,  'i  :  Einfûrung  in  die 
Théorie  der  hôheren- ebenen  algebraischen  Kurven.  2:  Seminar.  —  Eber- 
hard  :  Analyt.  Géométrie  des  Raumes,  i;  Kolloquium.  —  Martiky  :  Grapho- 
>iatik  mit  Uebgn..  2.  —  Rcchholz  :  Grundlagen  der  theorelischen  Astro- 
nomie, 2 

Heidelberg  ;  Universitàt.  — ■  Kœmgsbkkger  :  Analyt.  Mechanik,  \  :  Diff.-  u. 
tntegralrechn.  11.  '■'•;  Sem,,  2.  —  M.  Cantor  :  Diff.-  u.  Integralrechn.,  'i . 
Uebgn.  dazu  I:  Elem.  Acilhmetik,  Zahlenlheorie  u.  Algebra,  2.  — Kœhler 
Analyt.  Géométrie  der  Baumes,  '\.  —  Bôhh  :  Ellipt.  Funktionen,  2;  Einfùh- 
rung in  die  Algebra,  namentlich  Th.  u.  Anw.  der  Determinanten,  i:  Ma- 
them. Uebgn,  I.  —  Bopp:  Nichteuklidische  Géométrie,  2.  —  Wolf  :  Elem. 
der-  Astronomie  u.  mathem.  Géographie,  3.  —  Kopff  :  Grundzùge  <\>-v 
Bahnbeslimmung  der  Planeten  u.  Kometen. 

Jena  ;  Universitàt.  —  Thomas:  Bestimmle  Intégrale  und  Fouriersche 
Beihcn     5;    Seminar.    —     Haussner  :     Diff.-    und    IntegralrechnUng    II    mil 

Uebgn,   •">:  Analyt.    Géométrie    des    Raumes,    i;    Raumkurven    und    krun ■ 

Flâchen,  i:  Semiuar;  Proseminar.  —  Frege  :  Funktionentheorie  nach  l!ie- 
iii. uni.  i:  Begriffsschrift,  1.  —  Kutta  :  Darstellende  Géométrie,  '■  :  Uebgn. 
dazu,  2.  Vektorenanalysis,  1:  Subslitutionstheorie,  2.  —  Tu/eu  :  Analyt. 
Mechanik,  't  —  Knopf  :  Warscheinlichkeitsrechnung  und  Méthode  des 
kleinslen  Quadrate,  l;  Interpolationsrechnung  und  mechanische  Quadraten, 
:>.  —  Auekbach  Mechanik  der  festen  Qùssigen  und  gasfôrmigen  Kôrper, 
ï;  Physikalisches  Kolloquium;  Das  natùrwissenschaflliche  Wellbild.  — 
Straitbei      A  bbildungstheorie,  I . 

Karlsruhe  ;  Techn.  Hochschule.  —  Distf.li  :  Darst.  Geomelrie  I.  4,  mit 
Uebgn,  'i  :  Graphische  Statik,  2.  mit  Uebgn,  2  Heun  :  Mechanik  I.    ».  mit 
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Uebgn.,  2;  Mechaiiisches  Seminar  (mil  Stackel).         Krazf.r  :   Hôhere  Mathe 
malik  I.  6,  mil   (Jebgq,  2.  Si  m  mi       Hôhere  Mathematik   [1,3;   Differen 

tialgleichungen  der  Mechanik  (mil  Heun).  -  Faber  :  Uebgn.  in  den  Grund- 
lehren  der  hôheren  Mathematik,  2;  Arithmetik  nnd  Algebra,  '1,  mil  Uebgn, 
I:  Ebene  und  s j > 1 1 ;« i • .  Trigonométrie,  -,  mil  Uebgn.,  I;  Elementare  und  amr- 
lyi  Géométrie  der  Ebene  und  <1  <  ^  Raumes,  -,  mil  Uebgn.,  I.  —  Vogt 
Géométrie  der  Lage,  2.  —  Winkelmann  :  Elemenle  der  Mechanik,  '■'■ .  mil 
Uebgn.,   i  :  Mech.  Problème  der  wissenschafllichen  Technik,  2,  Schleier 

mâcher:  Grundlehren  der  Elektrotechnik  und  Messkunde,  -.  —  Stevekind 
Einfiïhruiig  in  die  mathem.  Physik,  '■'> 

Kiel  ;    Universitat.    —    Pochhammer  :    Funktionentheorie,    3;    Differential 

géométrie,   'i  :  Seminar.    —    Heffter  :  Analyt.  Géométrie  des  Rau s,  l,  mil 

l  ebgn.,  1;  Th.  der  linearen  Differentialgleichungen,  ■'!  :   Seminar.  —  Lands- 
bi  rg  :  Integra! rechnung,  1,  mil  Uebgn.,  I  :  Hôhere  Algebra,  i.  —  Weinnoldt 
Graphische    Statik.    2.    —    Harzer  :    Théorie    der    Bahnbestimmungen,     i  : 
l  ebgn.   ila/ii,    1.    —    Knn(n.i)  :    Théorie    der    Pinsternisse,    -:    l  ebgn     clazu: 

I  ebgn,  an  den   [nstrumenten  der  Sternwarte. 

Konigsberg  ;     Universitat-    —    Mever  :    Analyt.    Raumgeometrie,    ■'!,    mit 
Uebgn,   I:  Differentialgeomelrie,   'i  :  Seminar.  Schœnflies  :  [ntegràlrech- 

ttung,  'i  :  1  eber  die  Rotation  eines  Kôrpers  um  einen  Punkt,  -  :  Seminar.  — 
Battermank  :  Einleilung  in  die  Mechanik  des  Himmels,  2;  Allg.  Astro- 
nomie,  I . 

Leipzig;    Universitat.    —    Neumank  :    Th.    «1rs   Potentials   und   der   Kugel 
funktionen,  \  :  Seminar.  — Hôlder  :  Ellipt.   Punktionen,  5;  Th.  der  Gruppcn 
von  einer  cndlichen  Anzahl  von  Operationeu,   1;  Seminar.  —   Rohn  :  Analyt. 
Géométrie  des  Raumes,    >  :  Darst.  Géométrie,  -.   mil  l  ebgn.,  -:  Seminar.  — 

II  mu, loi/.  :  Mechanik,   i;   Mechanik  der  Continua,  2;   Seminar.   — Yo.n  Di  i 
mm. in  :  Elemente  der   projektiven    Dioptrik,  J.    —  Hausdorfi  :   Differenlial- 

gei trie,   'i.  mil  Uebgn.;  Algebraische  Zahlen,  '1.  -    Liebmanm  :  Differenlial 

und  fnlegralrechnuug,  i,  mil  Uebgn.,  1:  Uebgn.  zur  darstellenden  Géométrie 
(mil   Rohn).  —  Bruns:   tnslrumentenkunde,  3;  Fehlertheorie  und  Ausgleicli 
Lingsrechnung,    I  :    Prâkt     Analysis    I,    2;    Uebgn.    auf    der    Sternwarte.    - 
l'i  1 1  i:  :  Die  Grundlehren  der  Astronomie.  -:  Uebgn.  auf  der  Sternwarte. 

Marburg  ;    Universitat  Hensel :    Algebra,    i;    Ellipt.    Punktionen,    i; 

math.  Proseminar,   I:  math.  Seminar.    —    Neumank      Diff.-  u.  Inlegralrechn. 
Il    'i  :  Uebgn.  dazu,  J  :  Variationsrechn.,  i;  mai  h.  Prosem.,  I .  —  v.  Dallwigk 
Potentiallheorie,   '■'<;    Unendl.    Reihen    u.    Produkte,   l;   Angew.  Mathematik. 
Perspektive,  i.    —    IIm.mm'i;  :  Analyt.  Géométrie,  insbes.   Flachen  II.  Gr., 
3;    Integralgleîchgn  .  '_.  Wegenek  :    Astrôn.-   geogr.    Ortsbestimmung  I 

Forschungsreisende. 

Strassburg  ;   Universitat.  Weber      Diff.-  und  [nlegralrechnung,   'i  :  Va 

riatiousrechnung,  2;  Seminar.  Schur  .  Analyi  Géométrie  der  Ebene  und 
des  Raumes,  \  :   Ausgewahlte    Kapitel    aus   der    Plâchentheorie,  '-':   Seminar. 

—  Wellstein  :    Partielle    Differentialgleichungen,  5;   Unterseminar.  Si 
\io\:  Methodik  der  elementaren  Mathematik,  2,        Epstein  :   Delerminanten, 

-  Baus<  ihm.i  i:.  Sphar.  Astronomie,   'i  :  Methoden  des  wissenschaftlichen 
Rechnens  ;  Astronomische  Beobachtungeu.        Wirtz  :  Photometrieder  Ges 
tirne,   I.        Hergesell  :   Die  heutigen   Luftschiffe  und  Plugmaschinen,  -. 

Tubingen  ;   Universitat.  — v.  Br'ill     Einfùrung  in  die  hôhere  Mathematik, 
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i  ■.  der  algebr.  Kurven,  3;  Seminar.  —  Maurep,  Hôhere  Analysis  II.  'i  : 
Hôhere  Algebra,  i  :  Seminar.  —  X.  X.  Darst.  Géométrie  mil  Uebgn.; 
Synth.  Géométrie  mil  Uebgn.  —  Happpel  Versicherungsmathematik  ; 
Partielle  Differentialgleichungen  der  Physik.  I.  —  Gans  :  Elektronenlheorie, 

1  :  Das  absolute  Masssystem  und  die  absoluten  Messungen,  I. 

ANGLETERRE 

Cambridge;  University.  —  (Les  cours  sonl  répartis  sur  trois  trimestres, 
le  Michaelmas  Tenu  commence  le  1  '>  octobre;  le  Lent  Terni,  le  17  janvier  el 
le  Easter  Terni,  le  25  avril.)  —  Forsyth  :  Differential  Equations,  3  (M.  T.); 
Differential  Geometry,  3  M.  T.);  Functions  oftwomore  Complex  Variables, 
;;  /  j\i  __  Sir  (i.  11.  Darwin:  Lunar  Theory  (Elementary),  '.\  t  M .  T  ): 
Figure  of  the  Earth  and  Precession,  :i  /..  T.  .  —  Sir  R.  S.  Ball  :  Mathem. 
Astronpmy,  3  (M.  I  Applications  of  Geometry  to  Dynamics,  3  (L.  T.) — 
D'Hobson:  Harmonie  Analysis.  3  (M.  T.  );  Higher  Dynamics,  .'!  /..  T.): 
The  Theory  of  Lebesgue  Intégrais  /:  T.).  —  D1'  Baker  :  Introduction  to 
Theory  of  Functions,  :>  (M.  T.);  Curves,  3  M.  T.);  Theory  of  Functions,  iî 
I,  T.);  Solid  Geometry,  3  il..  T.  :  Curves  and  Surfaces,  3  (E.  T.),  — 
Mr  Herman  :  Hydrodynamics  (M.  T.);  Geometrical  Optics  /..  T.);  Hydro- 
mechanics     !..   T.   :    Hydrodynamics   and    Sound   (E    T.).    —    Mr  RichmOwd  : 

Algebraic    Gi letry,    '■'<   {M.  Sf  L.    T.);    Solid   Geometry   i  M    T.);   Synthetic 

Geometry  (methods  and  applications),  :!  (E.  T.).  —  Dr  Whitrhead  :  Synthe- 
tic Geometry  :  systematic  developmenl  M.  T.);  Principles  of  Mathematics 
(Number  and  Magnitude)  //..  T.  .  Symbolic  Logie  (E.  t.).  —  Dr  Barnfs  : 
Linear  Differential  Equations.  3  t  L.  T.).  —  Dr  Bromwich  :  Theory  of  Poten- 
tial  Equations,  3  M.  T.),  Electric  Waves  (L.  T.).  --  Mr  Berry  :  Elliptic 
Functions  {L.  t\-  E.  T./.  —  Mr  Bennett  :  Line  Geometry.  3  il..  T.).  — 
Mr  Munro  ;  Hydrodynamics  and  Sound,  3  (M.  T.).  —  Mr  Leathem  :  Elemen- 
tary Electron-Theory,  3  (M.  T  ).  —  Mr  Grâce  :  Theory  of  Numbers  M.  T. 
Theory  of  Invariants  /..  /'.  /.  —  Mr  Hardy  :  Intégral  Functions^.  T.).  — 
Mr  IIinks  d'or  Prof.  Sir  G.  H.  Darwin  and  Prof.  Sir  R.  S.  Bai.l).  Démonstra- 
tions in  Practical  Astronomy. 

SUISSE 

Bàle  ;  Université.  —  Von  der  Miiun,  :  Analyt.  Mechanik,  i;  mathem,  Phy- 
sik, —  Riggenbach  :  Popul.  Astronomie;  Astrophysik;  Uebgn.  —  Fueter  : 
Diff.-  n.  lutegralrechn  I.  i;  Uebgn.  dazu,  I;  Funktionenlheorie,  mil  Uebgn.; 
mathem,  Proseminar.  —  Veillon  :  Vekloranalysis.  —  Spièss  :  Zahlentheorie, 
;:  Determinanten,   I.     -   Flatt  :  Proj.  Géométrie,  '<  ;  Pâdag.  Seminar. 

Berne;  Université.  —  Grai  :  Kugelfunktionen  m.  Rep.,  I.  3;  Bessel'sche 
Fuoktionen  m.  Hep..  II,  :j;  Integralrechug.  m.  Rep.,  3;  Differentialgleichgen, 
2;  Funktionentheorie,  2;  Renten  u.  Versicherungsrechng.,  2;  Rép    d.  Math., 

2  '.  :  Mathem    Se ît   Prof.  Huber,  2.    -  On:  Algebr,  Analysis,  II.  T., 

2;  Integralrechug..  2;  Analyt.  Geom.,  II.  —  G.   Huber:   Mechanik  d.    Him 
mels,  2;    Fouriersche  Reihen  u.  Intégrale,  mil  Anw.  a.  d.  Physik,  3;   Th.  d 
Raurnkurven  und  abwickelb.  Flâchen,  2:   Th.  u.  Anw    d.  Determinauten,  I: 
Math.    S. 'm .  :    (.coin    ii.  Astronomie  mil    Prof    Graf,  1.    -      Benteli  :  Darst. 
Ge .  Kurven,  Slrahlenflachen.  v^.  Polyëder,  2;  Darsl    Géométrie  Uebgn. 
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u    Rep.,  2;  Prakt.  Geom. ,  I.  T.,  I  .  Konstruktive  Perspekl  ive,  I         Crelieb 
Synth.  Geom..  I.  T.,  2;  Kinematische  Système,  -    —  Moser  :  Ausgew.  Kap. 
d    Sterblichkeitsmessung;  Math.-versicherungswissenschaftl.  Sém.,  1—2. — 
Bobken  :  Wahrscheinlichkeitsrechng.,  2;  Polit.  Arithm.,  2. 

Genève;   Université.    —    C.  Cailler:  Calcul  clin",  et  intégral,  3;  Exerc,  2: 

Mécanique    rationuelle.    3;    Exerc,    2;    Gé< itrie    non-euclidienne,    2.    — 

11.  I"i  u i;  :  Eléments  de   Mathématiques   sup.,  3;   Exerc,  2;   Géométrie  des- 
criptive, 2;    Conférences  d'Algèbre  et  de   Géométrie,    1;    Séminaire   de   Géo-* 
metiie    sup.:    Géométrie    infinitésimale,  2;    Sém.    de    mathématiques    élém.  : 
questions  d'enseignement.  —   R.  Gautier  :  Astronomie  générale,  2.  —  René 
de  Saussure:  Géométrie  cinématique,  2 

Lausanne;  Université.  —  Amstein  :  Cale,  différ.  et  intégr.,  J.,  6;  Exerc. 
de  cale,  I..  2;  Cale,  différ.  et  intégr.,  III,  2;  Exerc.  de  cale,  III,  1;  Théor. 
des  fonct. ,  3.  —  Lacombe  :  Géomét.  anal..  2;  Géomét.  descript.,  i:  Epures, 
i  :  Géomét.  de  position,  3.  —  MÀtor  :  Mécan.  ralionu.,  III,  4;  Exerc,  III. 
I  :  l'hys.  mathémat. ,  2.  —  Maillard  :  Cale,  infinit. ,  avec  applicat.  aux  sciences 
(cours  destiné  aux  étud.  en  se.  phys.  et  nat.l.  4;  Astronom.  sphér.,  la  terre, 
le  soleil,  3;  Astronom.  mathém.  et  Mécanique  céleste,  1.  —  Jaccottet  :  Th. 
du  Potentiel,  2. 

Zurich;  Université.  —  Schmidt  :  Dilf.  u.  Integralrechg.,  i:  Theor.  d. 
DifF.glchgn.,  'i  ;  Ueb.  f.  Vrgrkt.,  2.  —  Wolff.k  :  Einl.  in  die  Astronomie. 
3;  Ueb.  dazu  Bahnbestimmung  v.  Planeten  u.  Kometen,  2.  —  YVeiler  :  dar- 
stell.  Geom.  m.  Ueb.  I.,  4  ;  Analyt.  Geom.  m.  Ueb.  I.,  Math.  Geogr.,  2.  — 
Einstein:  Einf.  in  d.  Mechanik,  4;  Thermodynamik,  2;  Physikal.  Sèminar, 
1.  —  Gubler  :  Algebr.  Analys.,  2;  Geom.  U.richt  an  Mittelschulen,  1:  Sphâr. 
Trigonométrie,   1. 

Zurich;  Ecole  polytechnique  fédérale.  Cours  de  la  Section  normale  des 
Sciences  mathématiques.  —  Hirsch  :  Hôhere  Malhematik  I.  5;  Uebgn  .  2: 
Repet..  1;  Differentiabgleichen,  '»;  Uebgn.,  1.  —  Eranel :  Mathématiques 
sup.,  5;  Exerc,  2;  Répét.,  1;  Equations  diff.,  4;  Exerc  ,  1.  —  Geiser  :  Ana- 
lyt. Géométrie,  4;  Repet.,  1.  —  Grossmann  :  Uarst.  Géométrie,  4,  Uebgn.. 
'i  :  Repet.,  1;  Géométrie  der  Lage,  4  —  Kollros  :  Géométrie  descriptive, 
4;  Exerc,  4;  Répét.,  1;  Géométrie  de  position,  3.  —  Hurwitz:  Zahlen- 
theorie.  4.  —  Hurwitz  u.  Kollros  :  mathem.  Seminar,  2.  —  Meissher 
Mechanik,  II,  4;  Uebgn..  2;  Repet.,  1.  —  B-ïschlin  :  Yermessungskundc  II, 
'i  :  Repet.,  1;  Praktikum,  2;  Erdmessung,  2.  —  Dumas:  Fonct.  alg.  dune 
var.  indép..  2.  —  Dr  Pasquier  :  Versicherungsmathematik,  2.  —  Wolfer  : 
Einl.  in  die  Astronomie;  Uebgn.  dazu,  2;  Bahnbestimmung  von  Planeten  u. 
K 1 1  n  1 1  •  1 1  •  1 1 .  2 . 

Cniir.s  libres.   —  Bf.yel  :  Rechenschieber  m.  Uebgn.,  1:  Darst.  Geom.,  2: 
Proj.  Geom.,  1;  Analyt.  Geom.  d.  Raumes,  2.    —   Cherbuliez  :    Eulers  Ar- 
beiten  auf  den  Gebiete   d>"<  Maschinen-  u.  fngenieurwesens,  I.      -    Dumas 
Calcul  graphique,  1.  —  Dr  Pasquier:  Méthode  der  kl.  Quadrate,   1:  Histor. 
Entwicklung  dis  Zahlenbegriffs,  1  Geisek  :  Elemente  der  Ballistik,  I. 

K  m  i  i  i;  :  Monokonfocale  Kegelschnitte,  2.        Kienast  :  Nâherungsmethoden 
—   Krakt  :    Analyt.    Mechanik,    •"):   Geom.    Kalkûl    III.  2:    Vectoranalysis,  '■>: 
Geschichte  <\rv  Mathematik  u.  Mechanik,  2.  Schweitzer  :  Thermodyna 

mik,  2.  —  Webek  :  Elektrîsche  Schwingungen,  2. 


L'Enseignement   mathém.,   Il    annci 
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H.  Andoyer.  —  Cours  d'Astronomie.  Secondi   partie  :  Astronomie  pratique, 

—  I  vol.  in-S".  304  p.;  10  fr.  ;  Hermann,  Paris. 

Cette  seconde  partie  <lu  Cours  d'Astronomie  de  M.  Andoyer  envisage  les 
problèmes  d'astronomie  pratique.  Ces  problèmes  sont  multiples  et  les  mé- 
thodes imaginées  pour  les  résoudre  se  perfectionnent  chaque  jour.  Dans  ce 
cours  élémentaire  l'auteur  s'esl  borné  aux  questions  les  plus  importantes 
en  s'effbrçant  «le  les  traiter  dans  les  détails,  afin  d  initier  le  lecteur  aux  mé- 
thodes générales  de  l'astronomie. 

I.  ouvrage  comprend  trois  grandes  divisions,  qui  correspondent  aux  trois 
objets  Fondamentaux  de  l'astronomie  pratique  :  Les  calculs,  les  instruments 
et   les  observations. 

L'auteur  examine  d'abord  les  principes  de  calcul,  les  méthodes  d'interpo- 
lation, 1  emploi  des  tables  astronomiques,  puis  les  erreurs  d'observation  et 
la  méthode  des  moindres  cariés.  11  passe  ensuite  à  l'étude  des  instruments 
en  étudiant  tout  d'abord  les  instruments  accessoires:  pendules  et  chrono- 
mètres,  cercles  divisés,  niveau,  lunettes  et  micromètres.  Puis  viennent  les 
instruments  complets,  le  théodolite,  lequatorial,  l'instrument  méridien. 
1  instrument  de  passage  dans  un  vertical  quelconque  ou  dans  le  premier  ver- 
tical. Pour  tous  ces  instruments  l'auteur  étudie  avec  soin  leur  usage,  la  dé- 
termination des  constantes  instrumentales  et  les  erreurs.  Viennent  ensuite 
les  instruments  divers  :  le  sextant,  le  cercle  à  réflexion,  l'héliomèlre,  le  si- 
dérostat,  l'astrolabe. 

Pans  la  troisième  division,  consacrée  aux  observations,  M.  Andoyer  rap- 
pelle d  abord  quel  est  l'objet  propre  de  l'astronomie  ;  c'est  la  connaissance 
de  1  universel  des  lois  de  son  mouvement.  «Laissant  de  côté  une  branche 
importante,  I  astrophysique,  qui  s'occupe  de  la  constitution  même  des  astres, 
on  peut  dire  que  le  problème  fondamental  est  celui-ci  :  savoir  déterminer 
les  apparences  des  astres  à  un  instant  donné  et  dans  un  lieu  donné  ».  et  le 
problème  inverse,  également  d  une  importance  fondamentale  :  d'après  les 
apparences  des  astres  à  une  certaine  époque  et  en  un  certain  lieu,  déter- 
miner celle  époque  et  le  lieu.  Les  solutions  nécessitent  la  connaissance 
d.-  certains  nombres  fixes,  les  constantes  de  l'astronomie,  à  l'élude  des- 
quelles l'auteur  apporte  un  soin  particulier. 

L'auteur  aborde  ensuite  l'astronomie  géographique  et  nautique.  Dans 
cette  paitie  il  expose  les  méthodes  employées  pour  la  détermination  des 
coordonnées  géographiques,  L'ouvrage  se  termine  par  un  chapitre  complé- 
mentaire, qui  a  pour  objel  la  détermination  d'une  orbite  dans  son  plan  par 
deux  positions  héliocentriques  c plètes. 

P  Andrade.  Chronométrie.  —  1  vol.  cart.  in-16,  :;.S2  p.;  5  i'v.  Collection 
des  Encyclopédies  scientifiques,  Bibliographie  de  Mécanique  appliquée  et 
de  <  renie  ;   Poin.    Paris. 

I    Encyclopédie  scientifique  consacre  un  volume  à  la  Chro nétrie.  Pour 
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la  première  Fois,  croyons-nous,  on  a  réuni  en  un  volume  l'ensemble  des  Do- 
tions se  rattachant  à  la  théorie  et  aux  applications  de  la  Chronométrie.  Cor- 
respondant avec  de  i breux  développements,   aux  cours  que  fait   M.  An- 

drade,  à  l'Université  de  Besançon,  aux  étudiants  horlogers,  il  ne  suppose 
chez  le  lecteur  aucune  connaissance  mathématique  spéciale,  mais  il  leur 
fournit  un  instrument  de  calcul  approprié  aux  problèmes  de  réglage.  Les 
mathématiques  de  l'ingénieur  ont  été  très  simplifiées. 

Comme    tous    les   ouvrages   et    mé ires    de    M.  Andrade,    celui-ci    a    une 

forme  très  personnelle.  .Maîtres  et  ('-lèves,  théoriciens  et  praticiens  trouve- 
ront dans  cet  exposé  des  indications  fort  utiles  qui  mettent  en  lumière  les 
rapports  el  les  théories. 

I > , * ■  t - —  une  courte  Postface  l'auteur  insiste,  entre  antres,  sur  les  nouveaux 
problèmes  de  l'enseignement  public  qui  devraient  être  mieux  connu--  des 
pédagogues,  aussi  bien  de  ceux  qui  font  les  programmes  de  nos  bacheliers 
que  de  ceux  qui  font,  «le  loin,  les  programmes  de  nos  écoles  professionnelles.  >) 

K.  Bokel.  —  Die  Elemente  der  Mathematik.  Vom  Verfasser  genebmigte 
deutsche  Aufgabe,  besorgt  von  P.  Stseckel.  Erster  Band  ;  Arithmetik  u. 
Algebra,  mit  57  Fig.  u.  3  Tafeln.  —  1  vol.,  relié,  gr.  in-8°  ;  131  p.  ;  s  M. 
'in  ;  lï.  (  i.  Teubner,  Leipzig. 

Nos  lecteurs  connaissent,  tout  au  moins  par  nos  analyses,  les  excellents 
manuels  que  M.  Borel  a  rédigés  pour  l'enseignement  secondaire  conformé- 
ment aux  nouveaux  programmes  français  de  1902  et  1905.  On  sait  que,  pour 
l'Algèbre,  ces  programmes  introduisent  franchement  la  notion  de  dérivée 
dans  l'enseignement  élémentaire  et  qu'une  réforme  dans  ce  même  sens  est  à 

I  ordre  du  jour  dans  d'autres  pays,  notamment  en  Allemagne.  I  ne  traduction 
de  ce  manuscrit  sera  donc  bien  accueillie  des  maîtres  dans  les  pays  de  lan- 
gue allemande.  Il  s'ayit  d'une  adaptation  aux  besoins  des  établissements 
allemands  faite  avec  beaucoup  de  soin  par  M.  Stxckel,  professeur  a  l'Ecole 
technique  supérieure  de  Carlsruhe. 

Ce  premier  volume  l'enferme  les  éléments  d'Arithmétique  et  d'Algèbre  :  I. 
Numération  décimale.  Addition  el  soustraction.  Multiplication  de  nombres 
entiers.  Division.  Divisibilité  et  plus  grand  commun  diviseur.  Nombres  pre- 
miers.   Fractions  ordinaires,  fractions  décimales.  Carrés  el  racines  carrées. 

II.  Usage  des  Ici  t  les  dans  les  calculs.  Nombres  posit  ifs  et  négat  ifs  :  appli- 
cations. Premiers  éléments  du  calcul  algébrique.  Equations  et  inégalités  du 
premier  degré  ;  problèmes.  Binôme  du  premier  degré  ;  représentation  gra- 
phique. Equations  du  -,i  degré  :  problèmes.  La  fonction  homographique  ;  sa 
représentation  graphique.  Progressions  et  logarithmes.  Intérêts  composés. 

Combette  et  Girod.  Cours  de  Mécanique   pour  la    classe   de   mathéma- 

tiques spéciales.  —  I  vol.  in-8°.  138  p.;  6  IV.:  Alcan,  Paris. 

Cet  ouvrage  est  destiné  aux  classes  de  mathématiques  spéciales  en  France. 

II  comprend  les  notions  élémentaires  inscrites  aux  programmes  de  1909. 
I.  auteur  débute  par  la  théorie  des  vecteurs  et  leurs  applications  à  la  théorie 

des  u lents.  Puis  il   présente  successivement   la  Cinématique,   la  Statique 

et  la  Dynamique  du  point    matériel   et   enfin   la    Statique  d'un  assembl 
points  matériels. 

Os  notions  sont  présentées  avec  beaucoup  de  soin,  surtout  au  point  de 
vue  de  la  part ie  mat lieiu.ii ique. 
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E.  loii.riM-.  —  Lectures  de  Mécanique.  La  Mécanique  enseignée  par  les 
auteurs  originaux  Première  Partie:  La  Naissance  de  la  Mécanique. 
Deuxième  Partie:  L'organisation  de  la  Mécanique.  —  -  vol.  gr.  in-8°; 
2104-284  p.:  Gauthier-Villars,  Paris. 

.M.  Jouguet  a  eu  l'idée  de  composer  cet  Ouvrage  à  la  suite  de  la  lecture 
d'un  article  où  M.  Le  Chatelier  signalait  I  intérêt  qu'il  y  aurait  à  faire  com- 
menter aux  étudiants  de  l'enseignement  scientifique,  comme  ou  le  fait  faire 
déjà  à  ceux  di  I  enseignement  littéraire,  les  écrits  des  classiques.  Il  est  en 
effet  très  instructif  de  suivre  l'évolution  des  principes  et  des  lois  de  la  Mé- 
canique. Dans  ce  but  M.  Jouguet  a  réuni,  en  les  accompagnant  de  commen- 
taires, un  certain  nombre  de  textes  empruntés  aux  principaux  auteurs  ori- 
ginaux. Il  s'est  borné  aux  principes  fondamentaux,  aux  lois  essentielles,  en 
cherchant  à  mettre  en  lumière  leur  origine,  leur  nature  et  leur  portée. 

La  Première  Partie  concerne  la  Naissance  de  la  Mécanique,  elle  renferme 
des  éludes  de  Statique  et  de  Dynamique,  tandis  que  la  seconde  a  pour  objel 
l'Organisation  de  la  Mécanique. 

Les  problèmes  les  plus  simples  de  la  Mécanique  sont  ceux  qui  sont  rela- 
tifs au  mouvement  des  corps  assez  petits  pour  qu'on  en  puisse  négliger  les 
dimensions.  Leur  ensemble  constitue  la  .Mécanique  du  point  matériel.  La 
Mécanique  des  systèmes,  au  contraire,  étudie  les  mouvements  des  corps 
finis.  L'auteur  est  ainsi  amené  à  faire  ressortir  comment  se  développent  les 
notions  de  force,   de  masse,   de  liaison  et  de  travail. 

Nous  signalons  cet  ouvrage  à  l'attention  des  étudiants  des  Facultés. 

G.  Loria.  —  Metodi  di  Geometria  descrittiva.  —   1  vol.  (nos  192  et  193  de 

la  collection  des  manuels  Hœpli),  32tî  p.;  3  fr.  :  U.   Hœpli,  Milan. 

Ce  livre  est  le  résultat  d'un  enseignement  que    M.  Loria  fait  depuis  une 
dizaine  d'années  à  l'Université  de  Gènes:  il  est  connu  déjà  par  la  traduction 
que  M.  Schûtte  en  a  faite  d'après  le   manuscrit  de  l'auteur   (voir  Ens.  math 
1908.  p.  83). 

M.  Loria  a  choisi  comme  épigraphe  celte  phrase  de  Monge  :  «  Lorsqu'on 
sait  les  divers  problèmes  relatifs  au  point,  à  la  droite  et  au  plan,  on  sait  la 
géométrie  descriptive  »  ;  elle  indique  bien  l'esprit  dans  lequel  le  livre  est 
écrit  :  on  n'y  trouvera  pas  d'applications  pratiques,  ni  de  développements 
inutiles  ;  c'est,  au  contraire,  un  exposé  clair  et  simple  des  diverses  méthodes 
employées  pour  représenter  les  corps.  Les  problèmes  de  position  sont  net- 
tement séparés  des  problèmes  métriques,  aussi  bien  en  perspective  que 
dans  la  méthode  classique  de  Monge.  Le  procédé  des  plans  cotés  est  pré- 
senté avec  élégance  comme  cas  particulier  de  la  projection  centrale.  En  axo- 
nométrie,  l'auteur  ne  s'esl  pas  borné  à  la  projection  orthogonale;  il  a  su 
donner,  en  quelques  payes,  les  notions  fondameiil  aies  «les  deux  axononiél  ries 
Oblique  et  centrale:  la  première  conduit  au  beau  théorème  de  Pohlke  el 
renferme  la  perspective  cavalière  comme  cas  particulier:  la  deuxième  fait 
appel  ;'i  quelques  éléments  île  géométrie  analytique  et  jette  un  jour  nouveau 
sur  I  axouomélrie  parallèle. 

Le  dernier  chapitre  est  consacré  à  la  photogrammétrie  théorique,  ici 
encore  l'auteur  s'abstient  de  parler  des  applications  si  intéressantes  à 
l'architecture  et  a  la  géodésie  :  il  se  contente  de  traiter  deux  problèmes  fon- 
damentaux dont  la  portée  pratique  est  manifeste  et  dont  le  mode  de  solution 
intéressera  les  étudiants  ayant  quelques  connaissances  de  géométrie  projec- 
tivé.  L.   Koi.i.hos  (Zurich). 
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0  Mvwii.ii:.  —  Les  découvertes  modernes  en  Physique.  —  2«  édition,  re- 
vue el  augmentée.  —  1  vol.  in-8°,  i63  p.  ;  (S  IV.  ;  Hermann,  Paris. 

I.  Enseignement  mathématique  a  déjà  publié  un  compte  rendu  critique  dé 
la  première  édition  de  cel  ouvrage.  Cette  nouvelle  édition  n'est  pas  une 
simple  réimpression,  c'est  un  livre  nouveau.  Il  comprend  deux  parties  : 

I.  Electricité  et  matière.  —  II.  Les  ions  et  les  électro.ns  dans  la  théorie 
des  phénomènes  physiques.  —  La  matière  et  l'élher. 

N'ayant  eu  en  vue  que  révolution  des  idées,  l'auteur  ne  donne  que  les' 
schémas  îles  expériences  et  le  développement  général  des  théories.  Malgré 
cela,  le  lecteur  y  trouvera  entière  la  pensée  des  savants  dans  les  théories  mo- 
dernes  de  la  physique  et  se  préparera  ainsi  à  comprendre  el  à  suivre  les 
discussions  qui  se  sont  élevées  sur  les  principes  de  la  physique  et  de  la 
mécanique  rationnelle. 

J.  Schick.  —  Pédale  Katablematik.  —  1  vol.  in-8,j,  79  p.,  avec  planches 
hors  texte,  G.  Franz,  Munich  et  Leipzig. 

Sous  les  titres.  Grundlagen  einer  Isogonalzentrik  und  Tnvariantentheorie, 
Barylomik,  Isomorphopolzentrik,  M.  J.  Schick  a  fait  paraître  une  séries  d'étu- 
des sur  la  géométrie  du   triangle   traitée  par  les  méthodes  élémentaires. 

Cette  série,    à   laquelle    la  presse  a  fait  bon   accueil,   compte  aujourd'hui 

un  cinquième  fascicule,  analogue  aux  précédents  et  intitulé  Pédale  Katable- 
matik. Les  projections  orthogonales  d'un  point  P  sur  les  côtés  d'un  triangle 
fondamental  fixe  sont  les  sommets  d'un  second  triangle  ;  dans  ce  dernier 
triangle  la  projection  d'un  des  cotés  sur  un  autre  porte  le  nom  de  catablème  . 
si  cette  longueur  reste  constante,  le  point  P  décrit  une  certaine  courbe. 

On  voit  par  cet  exemple  quel  est  le  genre  des  questions  traitées  dans  l'ou- 
vrage. M.  Stiyv.ïrt  (Gand). 

Edm.  Schulze  et  Franz  Paul.  --  Mathematische  Auîgaben.  Ausgabe  fur 
Realgymnasien,  Oberrealschulen  und  Realschulen.  —  2  vol.  in-8°,  268  -|- 
2V6  j>.  ;  librairie  Dùrr.  Leipzig. 

La  première  partie,  qui  s'adresse  aux  élèves  des  classes  inférieures 
(«  Quarta  bis  Untersekunda  einschl.  »),  renferme  des  problèmes  de  géo- 
métrie, d'arithmétique  el  d'algèbre,  de   trigonométrie   et  de  géométrie  dans 

1  espace. 

Dans  nue  première  étude  de  la  géométrie,  on  a  souvent  le  tort  d'accorder 
nue  trop  grande  place  aux  développements  théoriques  au  détriment  des  ap- 
plications pratiques.  Lu  arithmétique  et  en  algèbre,  par  contre,  on  tombe 
souvent  dans  l'excès  contraire;  on  apprend  à  calculer  mécaniquement  el  le 
point  de  vue  théorique  est  par  trop  négligé.  Les  auteurs  se  sonl  efforcés  de 
remédier  à  cet   état   de  choses 

En  trigonométrie,  les  problèmes  roulent  sur  la  résolution  des  triangles 
rectangles  el  des  quatre  cas  principaux  des  triangles  quelconques.  <>n  \ 
trouve  également  quelques  exercices  sur  les  relations  les  plus  simples  entre 
les  fonctions  trigonoraétriques  d'un  même  arc  et  sur  leur  calcul  au  moyen  des 
tables  de  logarithmes.  Les  applications  sont  conçues  de  façon  à  pénétrer 
l'élève  de  la  grande  importance  de  la  trigonométrie  en  géographie  mathé- 
matique et  en  physique. 

En  ce  qui  concerne  la  géométrie. dans  l'espace,  on  s'est  borné,  dan--  celle 
première    partie,    à    des    problèmes    simples,    en  évitant    toute    difficulté    de 
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calcul:   on  insiste  par   contre   sur   les   applications    pratiques   (poids   spéci- 
fiques, etc.  . 

La  seconde  partit',  rédigée  pour  les  classes  supérieures  (Obersekunda 
und  Prima),  comprend  des  problèmes  de  géométrie  plane,  d'arithmétique  el 
d'algèbre,  de  trigonométrie,  de  géométrie  dans  l'espace  el  de  géométrie 
analytique  et  synthétique. 

Les  auteurs  se  sont  conformés  aux  programmes  les  plus  récents  el  les 
problèmes  <le  cette  partie  s'adressent  à  des  jeunes  gens  qui  possèdent  une 
préparation  plus  solide  et  plus  étendue.  Ou  y  trouvera  de  nombreuses  ap- 
plications en  physique,  en  astronomie  et  dans  d'autres  domaines. 

Dans  ce  volume,  comme  dans  1  autre  du  reste,  les  problèmes  dont  la  ré- 
solution exige  de  longs  calculs  et  entraine  par  suite  une  grande  perle  de 
temps,  ont  été  soigneusement  évités  et  il  faut  en  Féliciter  les  auteurs. 

On  notera,  dans  la  partie  algébrique,  les  équations  du  troisième  et  du  qua- 
trième degré,  les  exercices  sur  la  représentation  graphique  des  fonctions  el 
1  introduction  du  quotient  différentiel.  A  signaler  également  les  nombreuses 
applications  sur  la  géométrie  analytique  et  les  sections  coniques. 

A  la  fin  du  volume  se  trouve  un  appendice  renfermant  une  liste  de  pro- 
blèmes roulant  sur  des  questions  de  physique,  de  géographie  mathéma- 
tique, de  cosmographie,  de  nautique,  d  arpentage  et  d'astronomie,  ce  qui 
permet  de  les  retrouver  facilement.  Ajoutons  enfin  que  les  recueils  de  solu- 
i  ions  on!  également  paru. 

J.-P.  Dumur  (Genève  . 

A.  Voss.  —  Ueber  das  Wesen  der  Mathematik.  Rede  gehalten  an  der  k. 
bayr.  Akademie  der  Wissenschaften.  Erweitert  u.  mit  Anmerkungen  ver- 
sehen.  —  1  fasc.  gr.  in-8°  ;  98  p.;  3  M.  60;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

M.  Voss  a  fait,  en  1908.  à  la  séance  publique  de  l'Académie  des  Sciences 
de  Munich,  une  magistrale  conférence  sur  l'objet  des  mathématiques  dans 
laquelle  il  examine  particulièrement  l'évolution  des  principales  branches 
pendant  les  temps  modernes.  Les  notes  de  son  discours,  longuement  déve- 
loppées el  accompagnées  de  nombreuses  indications  bibliographiques,  oui 
donné  lieu  à  cet  intéressant  opuscule,  qui  sera  lu  avec  fruit  par  tous  ceux 
qui  désirent  être  initiés  quelque  peu  aux  théories  actuelles  et  comprendre 
les  liens  entre  les  différentes  parties  des  mathématiques  Le  savant  confé- 
rencier s'est  borné  à  la  science  pure  en  passant  successivement  en  revue  le 
développement  des  notions  de  nombre  et  de  grandeur,  de  fonction,  d'ensem- 
ble, de  continuité,  puis  les  différentes  géomé tries;  les  axiomes  géométriques 
il  arithmétiques.  Il  insiste  en  terminant  sur  les  réformes  qu'il  serait  dési- 
rable d'introduire  dans  l'enseignement  secondaire  et,  comme  la  presque 
totalité  des  savants,  se  déclare  partisan  des  tendances  actuelles  consistant 
a  introduire,  dans  me-  mesure  convenable  des  notions  fondamentales  de  Géo- 
métrie analytique  et  de  Calcul  infinitésimal.  Il  estime  que  l'enseignemenl 
mathématique  doit  être  limité  aux  parties  essentielles  et  Ion  doit  s'efforcer 
a  tenir  un  juste  milieu  entre  l'intuition  et  l'abstraction. 

IL  Wi  n/i  M'.oi.K.  —  Komplex-Symbolik. —  1  vol.  in-8«\  VI.  l'.H  p.,  Mk.  4,80: 
Gôschen,  Leipzig. 

Cet  ouvrage  forme  le  n°  57  de  la  Collection  Schubert;  il  esl   consacré  à  la 
imétrie  projective  des  complexes  de  droites  dans  l'espace  à  trois,  quatre 
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cinq  et  //  dirtiensions.  La  notation  est  analytique  et  utilise  une  symbolique 
.pu  est,  à  certains  égards,  le  pendant  de  celle  d'Aronhold  et  Clebsch.  Tandis 
que,  dans  cette  dernière,  la  quantité  effective  «•&  est  remplacée  par  le  pro- 
duit symbolique  ne,,    d i    par    hypothèse    de    ta    propriété    commutative 

(«•ai  =  <7k«)  ,  dans  la  symbolique  complexe  proposée  parM.  Weitzenbôck 
la  quantité  effective  />ik  est  représentée  par  le  produit  />,/^  qui  ne  jouit  pas 
de  la  propriété  coromutalive,  mais  pour  lequel,  au  contraire,  on  a  /',/'/- 
—  /'/ /'i  •  L'auteur  montre  que  cette  convention  est  avantageuse  puni-  la  n- 
présentalion  des  formes  en  coordonnées  pluckériennes  de  droites,  pour  les 
invariants  de  ces  formes  et  pour  leur  interprétation  dans  la  théorie  des 
complexes  linéaires,  des  systèmes  •  1  ■  i  premier  et  du  second  ordre  de  com- 
plexes linéaires  et  en  particulier  des  complexes  quadratiques,  Une  extension 
de  la  symbolique  adoptée  permet  d'étudier  les  complexes  linéaires  dans  les 
espaces  à  quatre  et  à  cinq  dimensions  et  d'esquisser  la  théorie  générale  dans 
1  espace  à  //  dimensions;  le  livre  se  termine  par  quelques  réflexions  sur 
I  emploi  des  symboles  en  géométrie  analytique. 

Le  travail  de  M.  Weitzenbôck  ne  suppose  que  peu  de  connaissances 
préalables.  Par  la  difficulté  des  problèmes  qu'il  peut   aborder,   il  met  bien 

eu   lumière    la   fécondité  de   la   notation   qu'il    propose. 

M.  Shyv.-f.kt  (Gand  . 

Taschenbuch  fur  Mathematiker  und  Physiker  unter  Mitwirkung  von  IT- 
Auerbach,  O.  Knopf,  H.  Liebmann,  E.  Wôlffing  u.  a.  herausgegeben  von 
Félix  Auerbach.  —  1  vol.  in-.S",  XI. IV  et  i50  p.;  M.  6;  B.  G.  Teubner, 
Leipzig. 

M.  Auerbach  s'est  proposé  de  taire  un  annuaire  dans  lequel  les  mathéma- 
ticiens et  les  physiciens  trouveront  réunis  un  ensemble  de  constantes,  de 
labiés,  de  formules,  ainsi  que  des  notions  très  concises  sur  les  différentes 
branches  des  mathématiques,  la  mécanique,  la  physique  et  la  chimie  géné- 
rale, lue  large  place  est  accordée  aux  sciences  appliquées.  Viennent  ensuite 
de-  listes  de  revues  et  de  sociétés  scientifiques,  des  livres  récents,  dis  sa- 
vants décédés,  de  professeurs  des  sciences  des  établissements  supérieurs 
pour  l'Allemagne,  l'Autriche,  la  Hongrie  et  la  Suisse  et  une  table  alphabé- 
tique des  matières. 

Cet  annuaire,  qui  constitue  en  réalité  une  petite  encyclopédie  de  poche, 
ne  manquera  pas  de  jouer  un  rôle  utile  dans  le  inonde  scientifique. 
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comptes    rendus    de    réunions,    des    problèmes    proposés  ou    résolus,  ei  des 

analyses  bibliographiques. 
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M.  Beke  &  S.  Mikoi.a.  —  A.  Kôzépiskolai  Matematikai  tanitas  reformja. 
(La  réforme  de  l'enseignement  mathématique).  —  1  vol.  8°,  216  p.  :  5  k.  ;  A. 
Franklin-Tarsulat,  Budapest. 

G.  Burali-Forti  &  Mahcolongo.  —  Omographie  Vettoriali,  cou  applica- 
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1  vol.  cart..  in-K"  ;  1099  p.  ;  Poussielgue,  Paris. 

Ch.-Ed.  Guillaume.  --  Initiation  à  la  Mécanique.  (Collection  des  Initia- 
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Hachette.   Paris. 
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1  br.  in-4»,  Boldt,  Rostock. 

Ern.  Lebon.  —  Henri  Poincaré.  Biographie,    bibliographie  analytique  de 

ses  écrits.  (Collection  des  Savants  du  jour).  —  1  vol.  in-8u,  VIII,  80  p.,  pa- 
pier de  Hollande  avec  un  portrait  en  héliogravure;  7  fr.  :  Gauthier- Villars, 
Paris. 

Gino  Loria.  —  Metodi  di  Geometria  Descrittiva.  (Manuali  Hœpli).  —  1 

vol.  cartonné,  petit  in-16,  325  p.  :  3  lire;  IL   Hœpli,  Milan. 
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Gœschen,  Leipzig. 
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Harnacks  Uebersetzung.  3te  Auflage  neu  bearbeilet  von  Goerg  Scheffers. 
Band  III  :  Differenlialgleichungen  u.  Vâriationsrechnung.  —  1  vol.  cart., 
667  p.  ;  13  m.  :  B.-G.  Teubner.  Leipzig. 

Dav.-Eug.  Smith.  —  Rara  Arithmetica.  A.  catalogue  of  the  arithmetics 
written  before  the  year  MDC1  with  a  description  of  thosè  in  the  Library  of 
George-Arthur  Plimpton  of  New- York.  —  l  vol.  gr.  Ho,  507  p.  ;  Ginn  &  C°, 
Boston  et   Londres. 

A  Speiser.  —  Die  Théorie  der  binàren  quatratischen  Formen  mil  Koef- 
Gzienten  u.  Unbestimmten  in  einem  beliebigen  Zahlkôrper.  —  1  fasc.  in-8°, 
Thèse),  Gœttingue. 

Aha  \\  ai  ki  n-Stamikk.  —  A  History  of  the  Teaching  of  elementary  Geo- 
metry  with  referece  to  Present-day  Problems.  —  1  vol.  cart.  in-8",  1615  p, 
(Thèse),  Columbia  University,  New-York. 

A.  Waitoerih.  —Théorie  des  Potentials  u.  der  Kugelfunktionen.  Band  I. 
(Collection  Schubert).  —  1  vol.  cart.  255  p.  ;  6  m.  60  ;  Gœschen,  Leipzig. 


LA  SCIENCE  EXTENSIVE  DE  GRASSMANN  ' 
i .  1  usdehnungslehre.  i 


■  Quand  la  foire  caractéristique  d'un  esprit  remarquable  pour 
son  temps  se  manifeste  déjà  par  le  fait  qu'il  sait  comprendre  et 
développer  les  idées  vers  lesquelles  nous  pousse  le  progrès  de  la 
science,  et  qu'il  apparaît  ainsi  comme  le  représentant  de  son 
époque,  cette  force  est  encore  plus  remarquable  lorsqu'elle  crée 
un  ensemble  d'idées  qui  devancent  le  temps  et  tracent  à  ce  dernier 
en  quelque  sorte  pour  des  siècles  la  voie  du  développement...  » 

C'est  par  ces  mots  que  Grassmann  commence  la  préface  de  son 
mémoire  couronné  par  la  Société  de  Jablonowski  et  qui  prend 
comme  point  de  dépari  l'idée  profonde  de  Leibniz  concernant  une 
analyse  géométrique.  On  peut  les  citer  encore  comme  introduc- 
tion d'un  rapport  cpii  a  pour  objet  un  des  ouvrages  les  plus  remar- 
quables et  les  plus  saillants  de  tous  les  temps,  la  Science  extensive 
i  A  usdehnungslehre)  de  Grassmann,  que  l'on  doit  considérer  comme 
la  réalisation  de  ce  plan  de  Leibniz.  Quand  on  prononce  le  nom 
du  maître  de  Stcttin,  on  pense  tout  d'abord  à  cet  Ouvrage,  le  plus 
significatif  entre  tous  les  travaux  de  Grassmann.  Cette  importance 
ne  correspond  certainement  pas  à  l'accueil  qu'il  trouva  dans  le 
monde  mathématique  :  estimé  seulement  d'un  petit  nombre,  il  esl 
resté  plusieurs  dizaines  d'années  sans  influence  sur  le  dévelop- 
pement des  mathématiques.  Et  il  y  a  quelque  temps  encore,  on 
pouvait  dire,  en  modifiant  une  épigramme  de  Lessing:  Qui  ne 
louera  pas  Grassmann.  est-ce  que  cependant  chacun  le  lira? —  Et 
si  nous  nous  demandons  la  cause  de  cette  destinée  tragique,  nous 
parvenons  a  la  comprendre  si  nous  suivons  le  développement  ma- 
thématique.de  cette  existence  de  savant  se  déroulant  par  des  che- 
mins extraordinaires. 

Les  écrits  du  père  auraient  déjà  pu,  de  bonne  heure,  montrer 
au  fils  sa  voie  dans  la  culture  des  mathématiques.  Mais  le  Gis  j 
avait  plutôt  puisé  des  considérations  sur  les  fondements  des  ma- 
thématiques. En  tous  cas.  l'influence  que  les  écrits  mathématiques 
du  père  ont  exercée  sur  le  fils  n'était  pas  assez  forte  pour  empê- 
cher ce  dernier  de  se  livrer  à  l'Université  avec  ardeur,  d'abord  a 

1  llcrmanii  Grassmann' i  AusdehnungsUhre,  conférence  faite  à  la  Société  mathématique  de 
Berlin,  le  2\  avril  1909,  par  M.  Bug.  Jahnkb,  président,  .i  l'occasion  de  la  séance  solennelle 

consacrée  au  centième  anniversaire  de  la  naissa de  Grassmann  (td  avril  1809,  26  septembre 

1877      réduction  île  M.  J.  Ilnsr  (Cfaimay,  Belgique  .  —  Héd. 

Comparer  V.  Schleokl,  //.  Grassmann. 'Leipzig,  1878,  F. -A  Brockhans.  —  V.  Sciilkoki., 
Oie  Grassmannsche  AtudehnungsUhre.  Leipzig,  1896,  B.  il.  Teubner. 


L'Enseignement  mathém.,  11e  année  :  1909. 
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L'étude  ilf  l;i  théologie  e1  plus  tard  à  la  philosophie.  Grassmann 
n' ,i  pas  suivi  un  seul  cours  mathématique  pendant  toute  la  période 
de  ses  études  universitaires.  (Test  seulemenl  à  l'âge  de  trente  ans 
que  sa  véritable  vocation  lui  est  révélée  dans  toute  sa  réalité,  et 
qu'il  commence  à  se  livrer  de  plus  en  plus  à  l'étude  des  mathé- 
matiques. En  1<S.')!)  sa  conversion  décisive  se  dessine.  In  travail 
écrit  pro  fac.  doc.  intitulé  «  Ebbe  und  Flut.»  donne  à  ses  études 
une  impulsion  dans  la  direction  où  le  pousse  son  génie. 

Ayant  eu  l'occasion  d'étudier  rigoureusement  la  Mécanique  ana- 
lytique de  Lagrange  et  la  Mécanique  céleste  de  Laplace,  il  dé- 
couvre qu'une  série  de  résultats  de  ces  mathématiciens  français  peut 
se  déduire  d'une  manière  bien  plus  rapide  quand  on  fait  usage  de 
certains  principes  auxquels  il  avait  déjà  été  amené  auparavant  par 
sa  propre  réflexion  et  les  écrits  de  son  père.  Ce  sont  L'application 
du  concept  des  quantités  négatives  aux  segments,  l'addition  géo- 
métrique des  vecteurs  et  la  conception  de  la  surface  du  paral- 
lélogramme comme  produit  extérieur  (âusseres  Product)  de  deux 
vecteurs.  A  Pâques  i S 'i 2  les  résultats  de  ses  études  commencent 
à  se  cristalliser  sous  la  forme  d'un  système  scientifique;  la  fière 
structure  de  son  Ausdehnungslehre  avec  les  perspectives  s'ou- 
vrant  dans  toutes  les  directions,  tend  de  plus  en  plus  à  se  perfec- 
tionner. Le  manuscrit  arrive  bientôt  au  point  (pie  Grassmann 
peut,  dans  un  cercle  restreint,  faire  des  leçons  sur  la  nouvelle 
science.  Parmi  ses  auditeurs,  auprès  desquels  il  met  à  l'épreuve 
la  puissance  de  ses  idées  et  la  forme  choisie  d'exposition,  nous 
trouvons  son  frère  Robert,  éditeur  et  rédacteur,  et  le  lieutenant 
von  Kameke,  le  futur  ministre  de  la  guerre.  Finalement,  en  1844, 
parut  la  première  partie  de  l'ouvrage  qui  devait  compter  deux  vo- 
lumes sous  le  titre  :  Die  Wissenschaft  der  extensiven  Grôssen  ode/- 
die  Ausdehnungslehre.  \  oici  la  traduction  du  titre  complet1  : 

l.a  science  des  grandeurs  extensives   ou    l: 'Ausdehnungslehre, 
«  nouvelle  théorie  mathématique  exposée  et  éclaircie  par  des  ap- 
«  plications,  par  Hermann  Grassmann  ».  Le  sous-titre  pour  la  pre- 
mière partie  était  :  «  La  science  extensive  réglée  (Die  Uneale  Aus- 
«  dehnungslehre),  nouvelle  branche  des  mathématiques  exposée  et 
éclaircie  par  des  applications  aux  autres  branches  des  mathéma- 
tiques, comme  la  Statique,   la  Mécanique,  le  Magnétisme  et  la 
Cristallographie.  » 
Dans  la  préface  (  iiassmann  s'explique  sur  la  forme  cpie  L'on  doit 


1  Die  Wissenschaft  der  extensiven  Grôssen  oder  die  Ausdehnungslehre,  fine  neue  ntathema- 
lische  Disziplin,  dargestelll  und  durch  Anwendungen  crlàutert  von  H<  rnumn  Grassmann, 
Lehrer  an  der  Friedrich-Wilhelnis-Sohulr  /.il  Stettin,  —  und  mit  dem  Intertitel  fur  den 
ersten  Teîl.  Die  Uneale  Ausdehnungslehre,  ein  oeuer  Zweig  der  Mathematik,  dargestellt  und 
durch  Anwendungen  au!  die  Qbrigen  Zweige  «1er  Mathematîk,  wie  auch  auf  die  Statik,  Me- 
ebanik,  die  Lehre  vova  Magnctismus  und  die  Krystallonomie  erlâutert,  von  Hermann  Grass- 
mann, Lehrer  an  der  Friedriçh-Wilhelms-Schule  zu  Stettin.  Leipzig,  1.844,  Verlag  von  Otto 
Wigand. 
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donner  a  L'exposition  d'une  nouvelle  science  de  manière  que  sa 
position  et  son  importance,  OU  plutôt  sa  nécessite  soit  bien  recon- 
nue, et  il  prononce  clairement  qu'il  est  indispensable  d'en  révéler 
Les  applications  et  les  rapports  avec  les  sciences  qui  y  sont  inti- 
mement liées.  La  première  idée  une  lois  conçue,  le  nouveau  calcul 
se  développa  de  plus  en  plus  à  l'aide  de  la  mécanique  d'une  ma- 
nière très  rapide  et  avec  la  plus  grande  fécondité.  Grassmanxi  se 
rend  fort  bien" compte  que  les  mathématiciens  de  son  temps  on1 
une  certaine  crainte  au  sujet  des  débats  philosophiques  sur  des 
sujets  mathématiques  et  physiques.  Pourtant  il  croit  être  obligé 
d'assigner  à  la  nouvelle  science  sa  place  dans  le  domaine  scien- 
tifique et  de  choisir  l'exposition  scientifique  abstraite  ou,  comme 
il  dit,  l'exposition  rigoureusement  scientifique,  qui  remonte  aux 
concepts  originaux.  Son  esprit  philosophique,  plein  des  idées  de 
Schîeiermacher,  exige  qu'au  point  de  vue  scientifique  il  est  indis- 
pensable de  déduire  ses  idées  des  principes  les  plus  élevés  que 
la  pensée  puisse  atteindre. 

On  ne  peut  nier  que  Y  Ausdehnungslehre  est  redevable  des  avan- 
tages essentiels  a  ces  efforts  de  l'auteur.  La  profondeur  et  l'abon- 
dance des  idées  philosophiques  qui  sont  contenues  dans  l'ou- 
vrage, la  hauteur  de  l'abstraction  et  l'étendue  de  L'horizon  où 
s'élève  L'auteur  resteront  toujours  dignes  d'admiration  et  un 
monument  de  sa  puissante  pénétration.  Aussi  Grassmann  est-il 
arrivé  dans  cette  voie  à  des  vues  extrêmement  importantes  rela- 
tives aux  fondements  des  mathématiques.  C'est  le  cas  pour  Les 
recherches  ayant  pour  but  de  rendre  la  théorie  des  proportions 
indépendante  du  principe  de  continuité,  c'est-à-dire  sans  faire 
appel  au  concept  des  incommensurables.  On  peut  donc  le  consi- 
dérer comme  ayant  ouvert  la  voie  à  une  telle  théorie  des  proportions, 
idée  réaliser  par  F.  Schur  et  Hilbeut1.  L'exposé  de  l'arithmétique 
cl  de  ses  opérations,  tel  qu'on  le  trouve  dans  Y  Ausdehnungslehre. 
a  donné  lieu  à  des  recherches  fondamentales  comme  celles  qui 
ont  été  faites  par  Helmholtz  et  Dedekind  sur  la  notion  de  nombre-'. 
Le  nom  de  Grassmann  est  lié  de  la  manière  la  plus  intime  à 
l'histoire  de  la  grande  révolution  qu'a  subie  Le  domaine  des  prin- 
cipes de  l'Arithmétique,  de  La  Géométrie  et  de  la  Mécanique  et 
qui  n'est  pas  encore  terminée.  Rappelons  en  outre  que  Le  mathé- 
maticien de  Stettin  est  parvenu,  avant  RlEMANN,  au  concept  de  la 
variété  «-uple.  Aussi  son  expression  A  usdehnu  ngslehl  e  ne  si- 
gnifie-t-elle  rien  d'autre  que  ce  que  nous  appelons  aujourd'hui 
Géométrie  à  n  dimensions. 


1  Cf.  Kni'shh.  ffeue   Begriindung  der  Proportions-  mui  Ahnlichkeitslehre   unahh&ng 
Archimedischen  Âxiom  und  dtm  Bcgriff  des  Inkommcnsurabeln.  —  Sitzungtb.  Berl.  Math.  Ges. 
t.   1.  4-9  (1901)  et  Math.  Ami.,  t.  5S,  ;>x;s-Hi  (1904). 

2  v.  Hri.mholtz.  Y.àhUn  und  Messeii.  l'Ii  losophfeche  Anls.it/.-  Ed.  Zellcr  gewidmet.  Leipzig, 
1887,  Fues.  —  Dedbkihd,  W'as  sind  und-was  sollen  dit  Zahlen?  Braonschweig,  isv*.  Vieweg 
n.  S. 
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Toutefois,  en  ce  qui  concerne  l'introduction  des  nouvelles  idées 
dans  la  science  mathématique,  la  forme  d'exposition  choisie  par 
(irassmann  est  une  méprise  qui  doit  être  mise  sur  le  compte  de 
ses  études  antérieures  en  philosophie.  (Test  une  erreur,  qui  se 
glisse  peut-être  encore  de  nos  jours  dans  le  cercle  restreint  de 
ceux  qui  pensent  avec  Grassmann  que  dans  un  premier  ensei- 
gnement scientifique  des  mathématiques,  il  faut  donner  la  préfé- 
rence à  la  méthode  la  plus  rigoureuse  possible  et  que  dans 
l'initiation  de  la  jeunesse  aux  secrets  de  la  Géométrie,  il  faut  com- 
mencer par  une  introduction  seolastiquc  et  l'exposition  de  défi- 
nitions rigoureuses  des  éléments.  Grassmann  était  tombé  dans 
une  semblable  erreur;  il  le  reconnut  trop  tard,  quand  un  an 
s'écoula  après  l'autre,  sans  que  son  Ouvrage  fut  apprécié,  sans 
qu'il  eût  trouvé  une  critique  malgré  les  efforts  de  son  auteur  ou 
qu'il  eût  donné  naissance  à  des  recherches  analogues.  11  aurait 
dû  donner  en  première  ligne  des  applications,  des  explications 
par  des  exemples,  de  nouveaux  résultats  auxquels  conduit  son  cal- 
cul; mais  il  ne  se  résolut  à  les  indiquer  que  quelques  années  plus 
tard. 

Quant  à  l'impression  produite  par  son  Ouvrage  sur  les  mathé- 
maticiens contemporains,  elle  nous  est  connue  par  les  affirmations 
de  Gaiss,  de  Gruxeht  et  de  Môbiu.s.  Le  grand  géomètre  Gauss 
écrit  en  1844  :  «  En  parcourant  Votre  travail  au  milieu  d'une  foule 
d'autres  travaux  hétérogènes,  je  crois  remarquer  que  les  tendances 
de  votre  livre  rencontrent  partiellement  le  même  chemin  que  j'ai 
parcouru  depuis  presqu'un  demi-siècle  et  dont,  il  est  vrai,  je  n'ai 
fait  mention  que  d'une  manière  très  rapide  dans  les  Commen- 
taires de  la  Société  de  Gottingue,  et  plus  encore  dans  les  Gôl- 
fingt.se/iegelehrte  Anzeigen;  c'est  le  cas  notamment  pour  la  méta- 
physique concentrée  des  grandeurs  complexes.  J'ai  aussi  parle 
fréquemment  dans  mes  cours  de  la  fécondité  infinie  de  ce  principe 
pour  la  géométrie  de  l'espace;  mais  les  démonstrations  n'ont  été 
données  que  ça  et  là  et  présentées  comme  ne  pouvant  être  com- 
prises que  par  un  lecteur  attentif.  Toutefois  cela  ne  paraît  être 
qu'une  similitude  partielle  et  éloignée  dans  la  tendance,  et  je  vois 
bien  que  pour  découvrir  la  quintescence  propre  de  votre  Ouvrage, 
il  sera  nécessaire  de  se  familiariser  d'abord  avec  votre  termino- 
logie caractéristique,  » 

Gm  nki'.i  remarque,  dans  un  écrit  de  l'année  1844,  que  la  lecture 
de  I  Ausdehnungslehre,  avec  ses  réflexions  philosophiques,  n'a  pas 
toujours  été  pour  lui  sans  difficulté  et  qu'il  n'a  pas  réussi  complè- 
tement à  se  former  une  vue  déterminée  et  bien  claire  de  la  ten- 
dance propre  de  l'Ouvrage. 

Et  même  celui  qui  devait  compter  comme  le  juge  particulière- 
ment compétent  sur  les  idées  de  Grassmann,  Monns,  répond  dans 
un  écrit  de  l'année  1845:    «A  ce  sujet,  j'avoue  que  je  me  suis  vi- 
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vemenl  réjoui  d'apprendre  à  connaître  en  vous  un  parenl  de  l'es- 
prit, mais  que  cette  parente  spirituelle  a  lieu  seulement  en  ma- 
thématique, et  nullement  sous  le  rapport  (le  la  philosphie... 
Apprécier,  comme  il  convient,  l'élément  philosophique  de  votre 
excellent  mémoire,  sur  Lequel  est  basé  I  élément  mathématique, 
oui.  le  comprendre  seulement  comme  il  Tant,  j'en  suis  incapable  : 
je  1  ai  reconnu  suffisamment  après  plusieurs  tentatives  d'étudiei 
votre  Ouvrage  uno  tenore,  car  j'ai  toujours  été  retenu  par  sa  grande 
généralité  philosophique...  » 

A  une  autre  occasion1  l'inventeur  du  calcul  barycentrique 
signale  les  difficultés  auxquelles  est  sujette  l'étude  de  VAusdeh- 
nungslehre,  difficultés  qui,  comme  il  dit,  0  résultent  de  ce  que 
l'auteur  cherche  à  établir  sa  nouvelle  analyse  géométrique  d'une 
manière  qui  s'écarte  sensiblement  de  la  marche  habituelle,  ad- 
mise jusque  là  dans  les  recherches  mathématiques  ;  que,  de  plus. 
il  traite  comme  des  grandeurs,  par  analogie  avec  les  opéra- 
tions arithmétiques,  des  objets  qui,  par  eux-mêmes,  ne  sont 
pas  des  grandeurs  et  dont  on  ne  peut  se  faire  aucune  idée  pré- 
cise... » 

Ces  grandeurs,  ou.  comme  dit  Grassmann,  les  , éléments  de 
V Ausdehnungslehre  sont  définies  comme  il  suit.  Il  comprend  par 
clément  une  chose  qui  est  capable  d'un  changement  continu. 
quel  <pie  soit  son  état,  en  faisant  abstraction  de  toute  autre  par- 
ticularité de  la  ebose  et  de  toute  autre  propriété  de  son  état. 
11  ajoute  alors  :  «  Si  l'élément  changé  d'état  toujours  de  la  même 
manière  de  sorte  que  si  d'un  élément  a  de  la  figure,  il  en  résulte 
par  un  tel  changement  un  autre  élément  b,  on  déduit,  par  un 
changement  analogue,  de  l'élément  b  un  nouvel  élément  c  de  la 
même  ligure,  on  parvient  alors  à  une  ligure  correspondant  à  la 
ligne  droite,  c'est-à-dire  au  domaine  du  second  degré. 

Je  ne  veux  pas  entrer  ici  dans  les  diverses  considérations  déjà 
indiquées  par  Mobius  et  que  l'on  peut  élever  conl  re  ces  définitions 
trop  générales  ;  elles  ont  été  particulièrement  mises  en  évidence 
par  M.  Siidv  dans  ses  Notes  ajoutées  aux  Oeuvres  de  Grassmann. 
On  ne  se  méprendra  pas  en  supposant  (pie  ces  définitions  oui 
ete  acquises  par  la  traduction  en  langage  abstrait  d'idées  géomé- 
triques. L'indétermination  disparait  d'un  coup  des  que  les  prin- 
cipes nouveaux  sont  traduits  dans  \e  domaine  des  concepts  géo- 
métriques définis  d'une  manière  précise.  Alors  Grassmann  trouve 
une  méthode  d'une  fécondité  inépuisable  qui  consiste  en  ce  que  les 
figures  de  l'espace  sont  directement  soumises  nu  calcul,  méthode 
par  laquelle  l'analyse  géométrique  esquissée  par  Leibniz  se  trouve 
réalisée.  La  tendance  de  cette  méthode  en  géométrie  est  la  fu- 
sion   des   méthodes   analytique    el    synthétique.   Elle  permit    de 


1  Moiurs.  Ges.  M'.,  I.  |>.  615. 
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suivre  la  construction  pas  à  pas,  el  de  traduire  en  langage  analy- 
tique chaque  pas  de  la  construction.  Dans  Y Ausdehnungslehre 
chaque  équation  n'est  que  l'expression  analytique  crime  relation 
géométrique;  celle-ci  se  traduit  très  nettemenl  par  l'équation  sans 
être  cachée  par  des  grandeurs  arbitraires,  comme,  par  exemple, 
par  les  coordonnées  de  l'analyse  ordinaire.  e1  elle  peut  y  être  lue 
sans  autre  forme  de  procès. 

(  rrassmann  atteint  ce  but  en  introduisant  une  espèce  particulière 
de  multiplication,  la  multiplication  extérieure,  de  sorte  que  le  pro- 
duit extérieur  [AB]  représente,  en  grandeur  et  position,  le  seg- 
ment AB  de  la  droite  qui  passe  par  les  deux  points  A  et  13.  De 
même  il  appelle  produit  extérieur  [ABC]  de  trois  points  A,  B,  C, 
le  parallélogramme  ABC  dont  on  considère  la  surface  et  la  posi- 
tion de  son  plan,  de  sorte  que  ce  produit  devient  nul  quand  la 
surface  disparaît,  c'est-à-dire  quand  les  trois  points  sont  colli- 
néaires.  Il  appelle  produit  extérieur  [ABCD  le  tétraèdre  des  som- 
mets A,  B,  C,  D.  et  produit  extérieur  [ac]  le  tétraèdre  des  arêtes 
opposées  a.  C  :  ces  produits  s'évanouissent  quand  les  quatre  points 
ou  les  deux  droites  sont  dans  un  même  plan.  Par  produit  e.iie- 
rieur  régressif  Ae  deux  droites  d'un  plan,  il  entend  leur  point  d'in- 
tersection; le  produit  régressif  [w,  jt2]  représente  l'intersection 
des  deux  plans  tt,  ,  tt2;  le  produit  régressif  [jrg1  est  le  point  de 
rencontre  de  la  droite  g  et  du  plan  tt  ;  le  produit  régressif  [tt ,  n ., tt  ," 
est  le  point  d'intersection  des  trois  plans  tt,  .  tt..,  .  tf3,  etc.  Comme 
on  le  sait,  la  multiplication  extérieure  se  distingue  de  la  multi- 
plication ordinaire  par  ce  fait  que  la  loi  commutative  n'est  plus 
conservée;  c'est-à-dire  que  l'on  ne  peut  intervertir  les  facteurs 
d'un  produit  AB]  où  A,  B  sont  des  éléments  de  premier  degré,  à 
moins  que  d'en  changer  en  même  temps  de  signe,  tandis  que  les 
autres  propriétés  de  la  multiplication  restent  conservées.  Il  faut 
remarquer  toutefois  que  la  dénomination  «  produit  extérieur  » 
n'est  pas  précisément  bien  choisie.  Il  est  certain  que  bien  des  ma- 
thématiciens se  sont  déjà  laisses  rebuter  de  l'étude  de  l' Ausdeh- 
nungslehre par  le  théorème  qu'un  produit  peut  devenir  nul  sans 
qu'il  soil  nécessaire  qu'un  de  ses  facteurs  le  soit.  Et  cependant  le 
théorème  en  question  ne  signifie  pas  autre  chose  que  l'annula- 
lion  d'un  déterminant  dont  deux  séries  d'éléments  sont  iden- 
tiques, puisque  le  produit  extérieur  peut  se  mettre  sous  forme  de 
déterminant. 

Parmi  les  plus  belles  applications  de  ces  nouvelles  idées,  on 
peut  citer  les  applications  (pie  Grassmann  a  faites  de  son  analyse 
à  la  théorie  des  courbes  et  des  surfaces.  Malheureusement  dans 
son  Ausdehnungslehre  il  ne  leur  a  consacre  que  six  pages,  et  il  n'a 
donne  relativement  à  leur  fécondité  que  de  simples  indications. 
L'exposition  détaillée,  qu'il  destinait  à  la  seconde  partie  de  l'Ou- 
vrage, fut  publiée  plus  tard  dans  une  série  de  travaux  écrits  d'une 


LA    SCIENCE    EX  TE  NSI  VE  \i:\ 

façon  très  claire,  dans  le  Journal  de  Crelle.  <>n  y  trouve  pour  la 
première  lois  une  théorie  purement  géométrique  «les  courbes  e1 
des  surfaces  algébriques.  Je  me  contente  d'indiquer  le  théorème 

principal  sur  lequel  se  hase  la  nouvelle  théorie  des  courbes  planes  : 
Quand  la  position  <[\\]>  points  mobile  dans  le  plan  est  limitée 
par  ce  fait  qu'un  poini  cl  une  droite,  déduits  (lu  ce  point  et  d'une 
série  de  points  et  de  droites  fixes  au  moyen  d'une  renie,  doivent 
coïncider,  alors  le  point  x  décrit  une  figure  ponctuelle  algé- 
brique de  degré  //  si  dans  celle  construction  le  point  x  est 
employé  //  lois  .  Et  inversement  toute  courbe  algébrique  peut 
être  engendrée  par  la  méthode  indiquée.  Le  théorème  correspon- 
dant pour  les  courbes  de  classe  n  enveloppées  par  une  droite 
mobile  découle  du  précédent  en  changeant  point  et  droite.  Cas- 
pary  a  donné  plus  tard  les  théorèmes  analogues  pour  les  coin  lies 
gauches,  les  complexes  et  les  confluences  linéaires,  Grassmann 
appelle  règle  (lineal)  ce  mode  de  génération,  non  pas  pour  expri- 
mer ([lie  l'on  puisse  dessiner  les  courbes  algébriques  au  moyen 
de  la  règle;  il  dit  expressément  (pie  la  nouvelle  théorie  soumet  a 
une  recherche  purement  géométrique  même  ces  courbes  algé- 
briques qui  ne  peuvent  pas  être  simplement  engendrées  en  tra- 
çant des  lignes  droites.  On  peut  dire,  chaque  Ibis  (pie  l'on  réussit 
à  mettre  l'équation  d'une  courbe  algébrique  sous  la  forme  d'un 
produit  extérieur  de  points  et  de  droites,  qu'on  a  trouvé  égale- 
ment un  mécanisme  forme  de  pointes  et  de  lianes  pour  sa  géné- 
ration; et  réciproquement  il  est  toujours  possible  de  trouver  jan 
tel  mécanisme  pour  la  génération  d'une  courbe  algébrique. 

Mais  l'introduction  des  éléments  de  l'espace  dans  le  produit  ex- 
térieur, qui  égalé  à  zéro  représente  une  figure  de  l'espace,  n'en 
fournit  pas  seulement  la  construction  réglée;  on  n'en  aurait  alors 
qu'une  représentation  symbolique.  Si  l'on  choisit  pour. les  points, 
les  droites  et  les  plans  leur  représentation  en  coordonnées  homo- 
gènes, le  produit  extérieur  fournit  aussi  la  représentation  de  la 
figure  en  coordonnées,  puisque  la  représentation  de  Grassmann 
es1  plus  qu'un  symbole,  puisqu'elle  .est  un  algorithme. 

I. es  applications  faites  par  Grassmann  à  la  projectivité  cl  a  la 
perspectivité  d'ordre  supérieur  dans  le  plan,  soul  d'une  impor- 
tance particulière  ;  elles  ont  été  exposées  dans  un  mémoire  ulté- 
rieur inséré  dans  le  Journal  de  Crelle.  Apres  avoir  montre  (pie  les 
rapports  féconds  de  la  projectivité  et  de  la  perspectivité  étudiés 
par  Steiner  découlent  immédiatement  de  son  analyse  géomé- 
trique, il  arrive  au  théorème  fondamental  que  toute  courbe  algé- 
brique (le  degré  m  -f-  //  est  engendrée  par  l'intersection  de  deux 

faisceaux  projectifs  d'ordre  ///  et  /' .  et  que  les  ///'-'  et  ir  sommets 
des  faisceaux  se  trouvent  sur  la  courbe  d'ordre  ///  -\-  n. 

Ce  mode  de  génération  '\c-<  courbes  d'ordre  supérieur  au  moyen 
de  faisceaux  projectifs  de  courbes  d'ordre  inférieur  a  été  attribue 
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ius(|iic  il  a  n  s  ces  derniers  temps  à  Chasles  el  à  deJoNouiÈKEs,  bien 
que  M.  ScHEFFEits  ail  déjà  l'ait  remarquer  <jiic  le  travail  de  Grass- 
niaiin  est  de  l'année  18511,  tandis  <|in'  l«-s  mémoires  des  deux 
Français  ne  sont  parus  qu'en  1852  e1  1858.  Il  sciait  temps  que  les 
nouvelles  éditions  de  Clebsch-Lindbman'n  :  Vorlesungen  iïber  Géo- 
métrie, de  Salmon-Fiedleb  :  Analytische  Géométrie  der  hôheren 
ebenen  Kiwven,  de  Pascal  :  Repertorium  der  hôheren  Mathematik 
en  tiennent  compte  et  parlent  de  la  génération  grassmannienne 
des  courbes  algébriques  au  lieu  de  celle  de  Chasles-de  Jonquières. 

Pour  donner  une  idée  juste  de  retendue  et  de  la  richesse  des 
notions  dont  est  sortie  YAusdehnungslehre,  je  de  vrais  encore  men- 
tionner les  mémoires  parus  plus  tard,  qui,  en  grande  partie,  ne 
sont  (pie  des  développements  d'indications  contenues  dans  l'ou- 
vrage de  1844. 

Je  me  contente  de  faire  ressortir  comme  caractéristique  pour  la 
multiplicité  des  méthodes  de  Grassmann  leur  application  aux  dé- 
terminants, à  la  mécanique,  à  l'électrodynamique  et  à  la  cristal- 
lographie. L'exposition  détaillée  de  l'électrodynamique  suivit  un 
an  plus  tard,  dans  un  grand  mémoire  des  Annales  de  Poggendorf, 
et  conduisit  Grassmann  à  la  découverte  de  la  loi  électrodyna- 
mique cpie  Clausius  devait  découvrir  encore  une  fois,  quelque 
trente  ans  plus  tard,  au  moyen  de  considérations  physiques,  loi 
dont  l'importance  est,  d'ailleurs,  diminuée  aujourd'hui  par  l'intro- 
duction des  électrons. 

J  ai  déjà  fait  remarquer  précédemment  que  VAusdehnungslehre 
de  Grassmann  a  eu  un  précurseur  dans  Leibniz.  Or,  il  est  un  fait 
digne  de  remarque  :  c'est  que  à  peu  près  à  l'époque  où  Grassmann 
est  conduit  a  son  calcul,  des  idées  analogues  surgissent  en  d'au- 
tres endroits  et  qu'elles  se  sont  développées  d'une  manière  toute 
indépendante  l'une  de  l'autre.  Et  pour  un  savant  qui  fera  un 
jour  l'histoire  des  sciences  mathématiques  au  19e  siècle,  il  y  au- 
rait une  mine  très  riche  à  exploiter  en  recherchant  comment  et 
pourquoi  à  l'époque  de  1830  à  1850  le  terrain  était  mûr  pour  le 
développement  de  l' A usdehnitngslehre  OU,  en  employant  une  ex- 
pression moderne,  de  l'analyse  vectorielle.  Il  y  aurait  lieu  pour 
lui  a  de  suivre  la  marche  des  idées  qui  se  développent  communé- 
ment parmi  les  générations  et  de  faire  voir  les  tendances  géné- 
rales suivant  lesquelles  les  découvertes  d'un  seul  représentent  plu- 
tôt les  symptômes  que  les  causes  elles-mêmes2  ».  Ces  idées,  en 
faisant  abstraction  des  résultats  de  Gauss  que  l'on  ne  connaît 
que  depuis  peu  de  temps,  furent  introduites  en  1<S'27  par  le  Calcul 
barycentrique,  toujours  trop  peu  admire,  en  1843  par  la  Mécanique 
céleste  de  Moines  à  Leipzig,  et  en  J.S.T)  par  la  Théorie  des  équippl- 


1  Grassmann,  Ces.  11'.  Il,  p. '218-219.  H. -IV.  Teubner,  Leipzig. 

2  i.i  i  bsch,  Ged&chtnisrede  aufj.  Pliicker,  Ah),.  I.  p.  \. 
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lences  de  Bellavitis  à  Padoue.  Puis  suivit  la  création  de  la  Mé- 
thode des  quaternions,  par  Hamilton,  à  Dublin,  dans  une  série  de 
travaux1  publiés  en  1843,  1844  et  dans  les  Lectures  on  quaternions 
en  1853.  El  finalement  en  1845  de  S1-Venant  communiqua  une 
multiplication  géométrique  des  vecteurs  qui  se  déduit  de  la  mul- 
tiplication extérieure  de  Grassmann. 

Les  nouvelles  recherches  ont,  en  complétant  la  lettré  citée  plus 
liaui  de  Gauss  à  Grassmann,  tiré  au  jour  une  intéressante  notice 
de  l'olympien  de  Gôttingue,  laquelle  paraît  avoir  été  écrite  en 
1843  au  sujet  (\\\  calcul  barycentrique  de  Môbius"2.  Il  y  écrit  :  ■  Le 
calcul  barycentrique  trouve  son  pendant  dans  un  autre  calcul 
probablement  plus  vaste  que  Ion  peut  appeler  calcul  des  résul- 
tantes. De  même  que  le  premier  s'occupe  de  points  où  l'on  sup- 
pose fixées  des  masses  pesantes,  l'autre  a  pour  objet  des  droites 
suivant  lesquelles  agissent  des  forces.  Si  </,  b,  c,d...  sont  de  telles 
lignes  suivant  lesquelles  agissent  des  forces  dans  un  sens  déter- 
miné pour  chacune  d'elles,  ces  forces  étant  proportionnelles  aux 
nombres  «,  (S,  ;-.  ô  ...  .   l'équation 

un  +  fib  +  yc  -f  id  +  ...  =  G 

signifierait  que  ces  forces  se  font  mutuellement  équilibre.  »  Ce  cal- 
cy\ I  des  résultantes  n'est  cependant  pas  autre  chose  qu'un  cas  parti- 
culier de  1.1  usdehnungslehve  où  les  segments  (Lînienteile)  ou  les  vec- 
teurs fixes  (gebundene  Vektoren)  sont  considérés  comme  des  forces. 
Tandis  que  les  idées  de  Môbius  et  de  Bellavitis  se  retrouvent 
dans  l'Ouvrage  de  Grassmann  qui,  cependant,  avait  dépassé  ses 
prédécesseurs,  il  existe  une  différence  essentielle  entre  la  méthode 
de  V Ausdehnnngslehre  et  la  méthode  des  quaternions.  Hamilton 
remplace  le  produit  de  deux  vecteurs  par  un  nouveau  vecteur,  il 
ramène  ainsi  le  produit  du  second  degré-  aux  unités  fondamentales  : 
Grassmann,  au  contraire,  bâtit  son  système  sur  l'idée  de  dimen- 
sion ou  de  degré  (S tu fe)  et  il  introduit  la  notion  autonome  d'un 
élément  de  plan,  c'est-à-dire  le  bivecteur.  Tandis  que  Hamilton  se 
contente  de  la  notion  de  vecteur  libre.  II.  Grassmann  doit  intro- 
duire à  côté  du  vecteur  libre,  le  vecteur  fixé,  le  bivecteur  libre, 
le  bivecteur //.ré,  etc.1  Si  donc  le  développement  de  l'analyse  vec- 
torielle dû  a  Hamilton  parait  beaucoup  plus  simple,  YAnsdeh- 
nungslehre  offre  un  instrument  plus  puissant.  On  peut,  d'après 
cela,  parler  d'une  école  grassmannienne  el  d'une  école  hamil- 
tonienne  dans  l'analyse  vectorielle.  Mais  on  ne  peut  pas  dire  que 
cette  division  a  contribué  à  rendre  légitime  el  à  répandre  l'analyse 
vectorielle  dans  le  monde  mathématique;  c'est  cette  division  qui 


1  Researches  rtspecting  quaternions  exposées  en  oov.  1843  el  imprimées  ''ii  1848,  —  On  <//<<(- 
ter liions,  or  on  a  new  System  of  imaginaries  in  algebra.  Phil.  mag  S  i4).  10—13. 

s  G  ujsb,  Ces.  n  ..  VIII,  |>.  2»8. 
■  Cf.  E.  Jaii.nkk.  Vorlesungen  ûber  die  Vektorenrechnung.  Leipzig,  1905,  B.-G.  Toubner. 


126  E.    JAHNKE 

a  fait  changer  les  notations  vectorielles  d'auteur  à  auteur,  de  sorte 
que  1  on  peut,  à  juste  raison,  parler  d'une  anarchie  à  cet  égard.  11 
est  vrai,  VEncyclopàdie  der  mathemalischen  Wissenschaften  ajus- 
tement proposé  des  notations  que  les  physiciens  e1  les  techniciens 
ont  adoptées.  Mais  je  le  considère  comme  exclusif  que  les  mathé- 
maticiens se  mettent  d'accord  sur  ces  notations,  dépendant  il  me 
semble  possible  et  désirable,  avec  Burali-Forti  el  Marcolongo1, 
que,  sans  avoir  égard  aux  applications  à  la  physique  et  a  la  tech- 
nique, les  mathématiciens  se  mettent  d'accord  sur  une  notation, 
en  vue  seulement  des  applications  en  géométrie  et  en  mécanique. 

UAusdehnungslehre  de  1844  ne  trouva  chez  les"  confrères  pour 
ainsi  dire  aucune  attention  :  les  germes  y  déposés  restèrent  d'abord 
sans  développement,  et  l'éditeur  se  vit  finalement  obligé  de  met- 
tre au  pilon  les  exemplaires  non  vendus!  Dans  ces  conditions 
l'auteur  renonça  à  la  publication  de  la  seconde  partie  de  l'(  )uvi  âge. 

L'échec  de  son  Ouvrage  engagea  (irassmann  à  remanier  com- 
plètement son  exposé  en  revenant  à  celui  auquel  il  avait  déjà  pensé 
avant  la  composition  de  YAnsdehnungslehre  de  1844;  ce  rema- 
niement aboutit,  dix-sept  années  après,  à  la  publication  de  YAns- 
dehnungslehre  de  1862.  Il  en  fit  imprimer  à  ses  propres  frais  trois 
cents  exemplaires,  dont  il  laissa  la  commission  à  l'éditeur  Knslin. 
UAusdehnungslehre  de  l<S44  est  totalement  différent  de  VAusdeh- 
nungslehre  de  1862,  et  quant  au  sujet  et  quant  à  l'exposition.  Mais 
cette  fois  encore  Grassmann  se  méprend  sur  la  forme  d'exposition, 
chose  qu'il  est  aisé  de  comprendre  en  raison  de,  son  isolement  à 
Stettin  où  il  était  privé  de  toute  relation  avec  des  mathémati- 
ciens. On  s'attendait  à  un  exposé  dans  le  genre  de  celui  des  mé- 
moires de  ('.relie,  tandis  que  l'auteur  choisit  la  forme  euclidienne 
qui  convenait  encore  moins  au  public  académique  que  la  forme 
philosophique  de  l'ouvrage  de  1844,  et  cela  à  une  époque  où  l'on 
était  réellement  gâté  par  les  travaux  de  Jacobi,  Steixeh,  Plïckeu 
et  Hesse. 

La  nouvelle  exposition  se  rattache  à  l'arithmétique.  L'arithmé- 
tique élémentaire  déduit  toutes  les  grandeurs  d'une  seule,  l'unité  e, 
ainsi  (pie  l'avait  exposé  (  irassmann  dans  son  traite  classique  d'arith- 
métique Stettin.  1860,  II.  Grassmann).  De  même  V  Ausdeknungs- 
lehre  de  \c\wi  emploie  plusieurs  unités  analogues  e,  .  e., .  e:!  ... 
dont  aucune  ne  peut  se  déduire  des  autres.  Les  grandeurs  déduites 
linéairement  de  ces  unités  sont  appelées  grandeurs  extensives. 
I.  idée  générale  (h;  la  multiplication  des  grandeurs  extensives  est 
d'une  importance  particulière  :  elle  conduit  a  la  considération  des 
diverses  espèces  de  multiplication.  Parmi  ces  dernières  l'auteur  en 
considère  deux  :  la  multiplication  algébrique  et  la  multiplication 


1  Per  l'uni ficazio ne  dcllc  mitazioni  vettariali;  Rend,  cire  mat.  Palermo,  190"  et  190S. 
I.i  discussion  de  VEns.  math..  '1'.  XI.  H-4G,  129-134,  l\  1-217.  :  'il.  159-465. 


LA    SCIENCE    EXTENSIVE  429 

extérieure.  Tandis  que  celle-là  obéil  étroitement  aux  lois  de  l'al- 
gèbre ordinaire  celle-ci  se  montre  caractéristique  de  VAusdeh- 
nungslehre  parce  qu'elle  fournil  les  diverses  grandeurs  qui  y 
figurent.  Grâce  au  concept  de  complément,  le  produil  intérieur 
peut  être  réduil  au  produit  extérieur.  Par  le  complément  d'une 
grandeur  extensive  E  dans  un  domaine  du  //""'  degré  d'unités 
e,  .  e, .  ...  e,  où  e,  e.2e:i  ...  e«]  =  l  .  l'auteur  comprend  la  grandeur 
E'  qui  est  égale  au  produit  extérieur  positif  ou  négatif  de  toutes 
les  unités  qui  n'entrent  pas  dans  E,  et  telles  que  EE'  =  ±  l; 
c'est-à-dire,  par  exemple,  que  e:î  —  I  e,  e2  dans  un  domaine  du 
troisième  degré  puisque  e,  e.> e .  =  -|-  I.  De  eetle  manière  on 
établit  de  nouveau  les  théorèmes  de  la  première  Ausdehnungs- 
lehre  d'une  manière  rigoureuse;  en  même  temps,  en  introduisant 
de  nombreuses  notions  nouvelles,  le  domaine  de  l'application  du 
calcul  est  notablement  élargi. 

Le  premier  chapitre  intitulé  :  Les  combinaisons  élémentaires 
des  grandeurs  extensives  se  termine  par  des  applications  à  la  géo- 
métrie dont  j'ai  déjà  parlé.  Grassmann  croyait  avoir  créé,  dans  son 
Ausdehnungslehre,  un  instrument  universel  pour  les  recherches 
géométriques,  dont  l'avantage  principal  était  d'éviter  les  systèmes 
arbitraires  de  coordonnées.  D'après  Sitdv1.  on  peut  affirmer 
que  Grassmann  voyait  la  matière  de  la  géométrie  dans  les  pro- 
priétés de  certains  groupes  de  transformations,  qui  formaient  à 
cette  époque  les  problèmes  exclusifs  des  recherches  géométriques. 
Maintenant  que  les  travaux  de  Lie  nous  ont  fourni  une  idée  si 
précise  de  la  multiplicité  extraordinaire  des  groupes  et  de  la  géo- 
métrie relative  à  chacun  d'eux  ou,  en  d'autres  mots,  de  la  théorie 
des  invariants,  on  peut  dire  que  l'instrument  universel,  que  Grass- 
mann croyait  posséder  dans  son  Ausdehnungslehre,  ne  1  est  pas  et 
ne  peut  pas  l'être.  En  réalité,  son  Ouvrage  de  1844  ne  traite  parti- 
culièrement que  certains  algorithmes  qui  appartiennent  au  groupe 
projectif  général  et  au  groupe  des  transformations  affines.  A  ces 
deux  groupes  s'ajoutent  encore,  dans  l'ouvrage  de  1862,  le  groupe 
îles  rotations  autour  d'un  point  lixe  et  le  groupe  si  étendu  des 
mouvements  euclidiens. 

La  seconde  partie  de  l'<  )uvrage  traite  de  la  théorie  des  fonctions. 
du  calcul  différentiel,  de  la  théorie  des  séries  el  du  calcul  intégral, 
autant  qu'y  figurenl  des  grandeurs  extensives.  L'auteur  y  exa- 
mine un  nouveau  domaine,  qui  n'a  pas  été  traité  dans  la  première 

édition,    et    OÙ    l'on    constate    bien    retendue    des    applications    de 

l' Ausdehnungslehre.  Je  me  contente  ici  de  signaler  la  théorie  des 
affinités  géométriques  de  Grassmann.  dont  son  lils  a  donné'  un 
développement  dé-taille  dans  des  notes  ajoutées  h  I  édition  des 
(  )eu\  res  du  mail  re. 

1  Ges.  W.  I.  |>.  iOô-406. 
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Dans  ce  même  Ouvrage  Grassmann  s'est  occupé  en  outre  du 
problème  de  l}f<'/f-  M.  Engel,  le  distingué  éditeur  des  œuvres 
complètes  de  Grassmann,  a  profité  de  la  publication  du  second 
volume  des  Oeuvres  pour  signaler  ces  recherches  du  maître  de 
Sleitin  devançant  les  résultats  de  Jacobi  sur  ce  sujet,  après  que 
Lie  eut  déjà  attiré  l'attention  sur  leur  importance. 

La  seconde  édition  de  Y Ausdehnungslekre  ne  connut  pas  un 
meilleur  sort  «pie  la  première.  Un  revirement  d'opinion  se  lit  seu- 
lement lorsque  Hankel,  Cremona  et  Clebsch  firent  remarquer  l'im- 
portance des  recherches  du  professeur  de  gymnase  de  Stettin,  et 
ensuite  lorsque  Schlegel  eut  publié  son  système  de  la  Raumlekre 
Leipzig,  IS72-7.").  Te.ubner  :  où  Ton  applique  l'analyse  de  Grass- 
mann  aux  figures  de  la  géométrie  élémentaire.  On  peut  encore  men- 
tionner, comme  digne  d'intérêt,  (pie  \\  eiekstiîass  a  du  moins  rap- 
pelé, dans  ses  leçons  sur  les  applications  des  fonctions  elliptiques 
au  problème  de  la  rotation  d'un  corps  ',  les  définitions  des  pro- 
duits intérieur  et  extérieur.  Et  dans  son  cours  sur  la  théorie 
des  fonctions  analytiques,  Weierstrass  eut  soin  d'entrer  dans  les 
vues  de  Grassmann  et  d'Hamilton  sur  la  généralisation  du  concepl 
des  opérations  fondamentales.  Cela  ne  se  fit,  cependant,  que  pour 
donner  une  preuve  de  la  remarque  connue  faite  par  Gauss  en 
l'année  1831 i  : 

«  L'auteur  se  réserve  de  traiter  plus  tard  le  sujet  dont  il  est  fait 
mention  dans  le  mémoire  actuel,  afin  de  résoudre  alors  complè- 
tement la  question  et  de  montrer  que  les  relations  entre  des  ob- 
jets qui  forment  une  variété  de  plus  de  deux  dimensions  ne 
peuvent  pas  fournir  encore  d'autres  espèces  de  grandeurs  admis- 
sibles en  arithmétique  générale.  » 

En  attendant,  cette  attitude  critique  du  maître  berlinois  n'en 
contribua  pas  moins  a  répandre  de  plus  en  plus  les  idées  de 
(  '■  rassmann. 

Le  revirement  se  constatait  parce  que  les  demandes  de  la  première 
édition  de  l'ouvrage,  devenue  1res  raie,  augmentèrent  à  tel  point 
qu'il  fallut  songer  à  une  nouvelle  édition.  L" Ausdehnungslekre  de 
1877  est  une  réimpression  stéréotypée  de  celle  de  1844,  sauf  une 
série  de  notes  y  ajoutées. 

Aujourd'hui  l'on  rencontre  un  bon  nombre  de  mathématiciens 
qui  se  servent  presque  exclusivement  des  méthodes  grassman- 
niennes,  et,  si  Ton  peut  dire  que  les  idées  de  Y  Ausdehnungslekre 
ne  sont  plus  tout  a  fait  étrangères  à  la  majorité  des  mathémati- 
ciens, il  y  a  lieu  de  remercier,  en  premier  lieu,  M.  Engel  pour 
l'édition  des  Oeuvres  de  Grassmann,  faite  sous  les  auspices  de  la 
Société    saxonne    des    Sciences.    Les   nombreuses  additions   faites 


1  D'après  une  communication  amicale  de  M.  Hijttnbr. 

•  '.        n.  II,  p.  178. 
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par  M.  Engel,  en  collaboration  avec  MM.  Grassmann  le  jeune. 
Scheffers  el  Sri  Dv,  devaient  contribuer  ;i  faire  comprendre  de 
plus  en  plus  cet  Ouvrage  immortel. 

Je  voudrais  terminer  ces  développements  par  les  paroles  pro- 
phétiques tirées  de  la  Préface  de  l'édition  de  1  <S(>'2  ;  elles  nous 
donnent  L'image  d'un  homme  qui  était  pénétré  de  la  beauté  de  sa 
science  sublime  et  dont  la  croyance  au  succès  de  sa  trréation  ne 
pouvait  être  ébranlée  par  son  insuccès  ultérieur  : 

«  Car  j'ai  la  plus  grande  confiance  (pie  le  travail  que  j'ai  consa- 
cré à  la  science  ici  exposée  et  qui  a  pris  une  part  importante  «le 
nia  vie  et  exigé  les  elï'orts  multiples  de  mes  forces,  ne  sera  pas 
perdu.  Je  sais,  il  est  vrai,  (pie  la  forme  que  j'ai  donnée  à  cette  science 
est  imparfaite  et  doit  l'être.  Mais  je  sais  aussi  et  je  dois  l'affirmer, 
au  risque  d'être  taxé  de  prétentieux,  je  sais  que  même  si  cet  Ou- 
vrage devait  rester  de  nouveau  dix-sept  ans  ou  même  plus  sans 
influence,  il  viendra  cependant  un  temps  où  il  sera  tiré  des  pous- 
sières de  l'oubli  et  où  les  idées  qui  y  sont  déposées  porteront 
leurs  fruits.  Je  sais  que  si  je  ne  suis  pas  encore  parvenu  a  obtenir 
la  vocation  à  une  chaire  universitaire  et  à  rassembler  autour  de 
moi  un  cercle  d'élèves,  cercle  où  je  pourrais  faire  fructifier  ces 
idées,  il  viendra  cependant  un  jour  où  elles  ressusciteront,  peut- 
être  sous  une  autre  forme.  Car  la  vérité  est  éternelle  et  divine  ; 
et  aucune  phase  de  développement  de  la  vérité,  si  restreint  que 
soit  son  domaine,  ne  peut  passer  sans  laisser  de  traces;  elle  sub- 
siste même  si  le  costume  dont  l'affuble  la  faible  humanité  tombe 
en  poussière.  » 

Eug.  Jaiinkk    Berlin  . 

Traduit  de  l'allemand  par  J.  Rose,  Chimay  [Belgique). 


SUR   LES    TRAVAUX   ARITHMETIQUES 
i > i;  Lagrange,  de  Legendre   et  de  Gai  ss. 


Le  premier  travail  arithmétique  de  Lagrange  fut  la  démons- 
tration de  la  solution  connue  de  l'équation  de  Pell  (Miscel. 
Taurin.  1766-69  .  11  fait  voir  que  le  calcul,  de  Brouncker  abou- 
tit toujours  a  une  solution,  laquelle  est  la  plus  petite  possi- 
ble1; que  de  cette  solution  on  déduit  toutes  les  autres,  par 
des  suites  ou  des  récurrences  déjà  indiquées  par  Euler  ;  que, 
dans  le  cas  où  elle  est  possible,  la  solution  de  l'équation 
x2  —  ky2  =  —  1  se  ramène  à  celle  de  l'équation  de  Pell  ; 
il  ramène  à  celte  dernière  différents  cas  de  l'équation  .i2  —  ky* 
=  l. 

En  L768  M.  D.  I,  il  démontre  l'important  théorème  sur  le 
maximum  du  nombre  des  racines  des  congruences,  déjà 
traité  autrement  par  Euler,  et  en  montre  l'importance,  avec 
des  corollaires  qui  le  complètent.  (E.  M.  1907,  p.  2*>4  . 

En  I  7<>!)  Id.  ï,  il  donne  la  solution  de  l'équation  ax1  +  b  =y*  ; 
à  laquelle  se  réduit  toute  équation  du  second  degré. 

En  1770  (Id.),  même  sujet.  C'est  là  qu'il  imagine  la  nota- 
tion Ew ,  pour  désigner  le  plus  grand  entier  contenu  dans  le 
nombre  w,  notation  qu'on  a  remplacée  par  celle-ci  :  Eo  (Le- 
gendre  et  [ta]  Gauss)2. 


1  Voir  par  exemple  Mathesis  1906,  p.  233. 

a  L'idée  de  remplacer  les  nombres  non  entiers  par  leur  partie  entière  s'est  présentée  aux 
premiers  calculateurs  qui  ont  OU  à  opérer  sur  «les  nombres  de  ce  genre  :  mais  ce  n'était  la 
qu'un  procédé  abréviatif.  La  théorie  de  la  division,  la  recherche  du  p.  g.  e.  d.  de  deux  nom- 
bres, l'extraction  de  la  racine  cariée,  et  plus  tard  l'analyse  indéterminée  du  premier  puis  du 
second  degrés  utilisaient  implicitement  la  l'onction  E'.>  ;  mais  ce  n'était  encore  qu'une  appli- 
cation de  la  méthode  instinctive  des  approximations  successives.  Lagrange!  l'emploie  explici- 
tement dans  sa  solution  de  l'équation  de  Pell  ;  puis  Legendre,  dans  une  formule  arithmétique 
qu'on  signale  plus  loin.  Mais  c'est  surtout  (iauss  qui  en  a  compris  l'importance;  et  depuis, 
elle  esl  Utilisée  à  chaque  instant  dans  la  théorie  des  nombres. 

On  en  a  même  déduit  l'idée  de  plusieurs  autres  fonctions  arithmétiques  dont  les  suivantes  : 
(1  •> ,  qui  désigne  l'entier,  El  '•'  +  -)•  '«■  plus  voisin  de  w  (Kronecker)  , 
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La  même  année  Id.  .  il  donne  la  preuve  de  la  solubilité  de 
L'équation  .r~  —  ai/1  —  b  =  0,  la  généralisation  du  théorème 
d'Euler  sur  le  produit  de  deux  sommes  de  quatre  carrés  el 
la  première  démonstration  qu'on  ait  encore  eue  du  théorème 

de   Bachet. 

En  1771    'Id.),  deux  démonstrations  du  théorème  de  Wil- 

SOIl  l. 

La  grande  découverte  de  Lagrange  est  celle  qui  permet  de 
trouver  la  forme  quadratique  des  diviseurs  de  l'expression 
ad-  -\-  b.vjj  -\-  ci/'1  id.  1773-75).  Voir  le  t.  III  des  Œuvres 
complètes  de  Lagrange  ,  et  dont  nous  avons  donné  une  idée 
suffisante  (E.  M.  1907,  p.  2S(.l  .  Rappelons  seulement  ici  que 
c'est  là  qu'on  voit  pour  la  première  fois  la  considération  du 
déterminant  d'une  forme  et  de  la  réduite  de  celle-ci. 

En  1777  Id.),  usage  de  la  descente  infinie  pour  vérifier 
celte  assertion  de  fermât  que  le  plus  petit  triangle  rectangle 
dont  l'hypoténuse  est  un  carré  ainsi  que  la  somme  de  ses 
ca flirtes  est  celui  dont  les  cal hè tes  sont  L 06 1652293520  el 
£565486027761,  solution  qu'Eu  1er  avait  reconnue  exacte  mais 
qu'il  n'avait  pas  démontrée  être  la  plus  simple. 

Enfin,  à  la  suite  de  sa  traduction  de  YAlgebra  d'Euler 
(Lyon,  1794),  plusieurs  notes  importantes  relatives  a  la  théorie 
des  fractions  continues;  à  la  solution  de  l'équation  de  Pell 
et  de  l'équation  quadratique  indéterminée,  par  des  moyens 
nouveaux,  et  particulièrement  par  la  considération  des  mi- 
nima  de  la  valeur  absolue  des  fonctions  x —  o\ij  2  et  ax1  +  bxy 


T'o  ou  Km  .  la  différence  positive  ou  négative,  -.  —  H  ï  w  +  —  )  de  w  el  de  lia  (Tchebichef), 
E'  .i  =  E  2&>i  —  ïEcjo.  E"r.)  =  -  K'o  il  +  Eco.  .  E'"(..  =  (E'.  i  (  V.'  -t  \  .    Hermite 
1  Pour  la  première  il  fait  voir  qu'on  a  : 

(x  +  l)(X  +  2)  ...{x+p-  \)=rP'1  -  1 

ce  qui  généralisée  la  t'"is  les  deux  théorèmes  de  Fermât  el  de  Wilson  (voir  V.    M    1907,  )>.  299) 
La  seconde  s'obtient  en  faisant  a  —  p  —  1  dans  l'identité  de  Mercator 

a'.  =  aa-Ca  ,  ta-  l)a  +Caa(a-2)a-...±a. 

-  Bien  que  cette  théorie  suit  plutôt  du  ressort  de  l'analyse  indéterminée,  il  convient  d'en 
donner  une  idée,  à  cause  de  l'importance  qu'elle  a  prise  ultérieurement 

Soient  a  et  (3  les  entiers  tels  que,  pour  .r  <  a  ,  y  <  p  .  on  ait  •  ,  'i  —  up  ■  x  —  oov  !  . 
x  et  y  étant  premiers  entre  eux.   Cherchons  a'  et  â'  tels  que  c/5'  —  a'fi  =  ±  i  >-t  posons 

a  .r  =  v.x'  +  a'//'  ■         v  =  pr'  +  p'n'  ■ 

x'  et  v'  seront  entiers.  Les  conditions  x  <  a     >/  <  S  f«>nt  \ < >ir  que  pour  x  ■ .   y.'  et  y  <[  5', 
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-f-  ci/2:  à  la  recherche  des  expressions  dont  la  forme  se  re- 
produit quand  on  la   multiplie  par  une  formule  semblable1. 

Legendre  fit  paraître  en  1785,  clans  les  Mém.  de  /'.le.  de 
Se,  un  mémoire  où,  entre  autres  choses  de  haute  i in po r- 
tance,  il  démontrait  un  remarquable  théorème  sur  la  solu- 
bilité de  l'équation  ax1  +  by'1  =  cz"  ;  2  —  énonçait  sa  célèbre 
loi  de  réciprocité*  dont  il  ne  donnait  qu'une  démonstration 
incomplète;  trouvait  incidemment  cet  important  théorème 
démontré  plus  tard  par  Lejeune-Dirichlet  :  toute  progression 
arithmétique  dont  le  premier  terme  est  premier  avec  la  raison, 
renferme  une  infinité  de  nombres  premiers;  et  posait  les  hases 


on  a  de  même 

|  a'  —  wS'  |  <  |  x  —  w.v  |  . 

Opérant  de  même  sur  a',  S',  sur  les  résultats  obtenus  et  ainsi  de  suite,  on  trouve  ics 
suites  représentées  par  les  relations  générales 

a''/S'"  +  "  _a("+1)p"t)=±l  .  |  a'"1  -  <o|3""  '  <  |*-<o,y| 

x  <«<"),  >/</S("> 

«("-«J   -  u("  +  l)  _  S;"-'>  -  /5("+,>  _  ,  M,Sf"  +  "-a("  +  1) 
r*"  7  a(«)  ^«l     "  «<")-~^V"" 

La  série  des  a  est  décroissante  et  se  termine  par  les  tenues  E  (  oo  —  1  )  .  1  ou  1  , 0  suivant 
que  w  ^  1  :  celle  des  S    est  également   décroissante   et  se   termine  par  les    termes   1  , 0    ou 

El I  \  .   1    dans   les  mêmes  cas.  Les  nombres   u  représentent  les  quotients  du  dévelop- 

\W  / 

pement  de  w  en  fraction  continue. 

La  série  des  «  —  0>B  est  croissante  et  les  signes  des  termes  alternent. 

Legendre  a  commencé  l'étude  des  substitutions  (a);  mais  c'est  Gauss  qui  a  le  premier 
reconnu  l'importance  de  cette  théorie  :  il  a  fait  voir  qu'il  y  a  grand  avantage  à  distinguer  les 
deux  <as  a.S'  —  ol'B  =  1  et  r/|3'  —  a'p  =  —  1  . 

1  Ainsi  la  formule  x'1  -\-  axi/  -f-  by*  .  (Voir  Mathcsis.  1 90",  p.  259.) 

2  II  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  trouver  trois  nombres  1,  B,  v,  tels  que  a>.-  -\-  b  .  cy*  —  b  . 
i1  —  a  soient  respectivement   des   multiples   de  c,  a,  b. 

3  Cette  loi.  qui  se  note  ainsi  d'après  Legendre  : 

le  symbole  I      I  désignant  le  reste  de  la  division  de   a     -      par    p.    publiée    deux    ans    après 

les  Op.  Anal.  d'Euler,  <|ui  en  donne  l'équivalent  (voir  la  citation  que  nous  avons  faite  à 
propos  de  cet  ouvrage),  —  a  fait  accuser  Legendre  de  plagiat.  Cette  accusation  ne  nous  pa- 
rait pas  fondée  il  était  plus  facile  de  conclure  par  induction  la  loi  de  Legendre  des  cas 
particuliers  ([n'en  avaient  découverts  Fermât  et  Eoler,  que  de  la  déduire  de  la  proposition 
des  Op.  Anal.  D'ailleurs,  sous  cette  forme,  cette  proposition  était  peu  apte  à  faire  découvrir 
les  importantes  conséquences  que  Legendre  a  tirées  de  s;,  formule. 
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d'une  théorie  des  nombres  trinaires  ou  déeomposables  en 
trois  carrés. 

Ce  fut  l'occasion  de  son  Essai  sur  la  théorie  des  nombres 
Paris,    1708),   où   il  étudie    les   propriétés    élémentaires  des 
nombres;  remplace  la  formule  (24)  d'Eùler  par  la  suivante 

(32)  fW  =  »(l_i)(i-.J 

et  en  lire  le  moyen  de  déterminer  combien  il  v  a  de  nombres 
premiers  dans  une  progression  arithmétique  donnée;  re- 
marque qu'on  a  sensiblement 

(33)  »IO"i  =  •- 

'la 

d'où  il  déduit  la  formule  approchée 

a        ' 
1  log  a 

et  conjecture   que    la   formule   exacte  doit   être   de    la  forme 
;  étudie  ensuite  les  fractions  continues;  enseigne 


Al         n      1       ^niwiv.     v^  u  oi-i  i  t-v^      iv>.j>     iiin     nwno      l.uulllllKn,       ^UO^l^l 
log  a  -\-  B  o 

la  solution  des  équations  linéaires  indéterminées;  reproduit 
en  l'améliorant  la  solution  de  Lagrange  des  équations  indé- 
terminées du  second  degré;  donne  différents  théorèmes  sur 
la  possibilité  de  certaines  équations  de  la  forme  ax*  —  bij- 
=  c  2,  la  démonstration  des  théorèmes  de  Fermât,  d'Euler, 


1  C'est  là  le  premier  exemple  de  valeur  moyenne  dans  la  théorie  des  nombres.  Gauss  a  égale- 
ment envisagé  ce  genre  d'approximation  à  propos  d'une  certaine  classification  des  détermi- 
nants. Libri  a  découvert  une  formule  donnant  en  moyenne  le  nombre  des  solutions  entières 
et  positives  de  la  congrucnce  générale  V  (x.  y,  z.  ...)  =  (I  .  Lejeune-Dirichlct  a  pose  les  fon- 
dements de  cette  importante  théorie,  dont  il  a  indiqué  de  très  intéressantes  applications. 
Voir  :  Berger,  Sur  qq.  uppl.  de  la  fonction  gamma  (Upsal,  L880)  :  Cesàro,  Sur  div.  quest.  arith. 
(Bruxelles,  18831:  Cesàro,  Excursions  arith.  à  l'infini  (Paris,  1885):  Berger,  Rech.  sur  les 
valeurs  moyennes  (Upsnl,  1887). 

Citons  seulement  ceci  :  on  a  en  moyenne 

n  VA  ne) 

Ijx  ,  1     fj(.r) 

1—r  =  jL    (Lejeune-Dïrîchlet)  ,  -  '  =  0(«)    (Berger) 

n*  12  ï("«) 

n 

L__  =1      (Perott)  , 

"2         ir 

Il  y  a  en  moyenne  61  contre  30  à  parier  que  deux  nombres  quelconques  sont  premiers  entre 
eux.  (Cesàro.) 

2  Lejeune-Dirichlet  a  étendu  ces  théorèmes. 

L'Enseignement  mathém.,  11*  année;  1909.  88 
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de  Wïlson,  de  Bachel,  de  Lagrange;  développe  les  consé- 
quences de  la  loi  de  réciprocité1;  donne  dans  sa  Ihéorie  des 
nombres  ternaires,  d'importants  théorèmes,  dont  l'un  con- 
cernant la  relation  existant  entre  le  nombre  de  décomposi- 
tions de  n  en  trois  carrés  et  les  classes  de  Cormes  de  déter- 
minant —  //,  théorème  démontré  rigoureusement  par  Gauss 
et  étendu  par  Jacobi,  Lejeune-Dirichlet,  Liouville,  Kronecker 
et  Hermite. 

Rappelons  aussi  le  symbole  (-)  ,  qui  porte" le  nom  de  Le- 

gendre,  et  qu'on  énonce  caractère  quadratique  de  a  :  il  dé- 

p-\ 

signe  le  reste  de  la  division  de  a  '  par/;,  reste  qui  est  tou- 
jours, comme  on  le  sait,  I  ou  —  1  2.  Citons  encore  d'im- 
portantes tables  de  formes  des  diviseus,  tant  linéaires  que 
quadratiques,  et  celle  des  solutions  de  l'équation  de  Pell 
jusqu'à  k  =  1000. 

Ajoutons  qu'on  voit  pour  la  première  fois,  dans  cet  ou- 
vrage, l'idée  et  le  nom  des  formes  linéaires  et  quadratiques, 
qu'il  appelle  aussi  formules.  Legendre  y  montre  que  la  trans- 
formation la  plus  générale  d'une  forme  quadratique  en  une 
autre  s'obtient  à  l'aide. des  substitutions  linéaires  représen- 
tées aujourd'hui  par  la  notation  («{.);  que  les  nouvelles  indé- 
terminées sont  des  nombres  entiers,  quelles  que  soient  les 
indéterminées  primitives  si  on  a  y.à — /3y  =  ±  1,  et  qu'en 
général  on  a  entre  les  deux  expressions  D,  D'  appelées  de- 
puis déterminants,  par  Gauss,  la  relation 

D'  =  D(à«?  —  j3y,»  . 

Ces  remarques  en  généralisent  d'autres  données  par  La- 
grange,  dans  son  mémoire  de  1775. 


1  Ce  sera  le  sujet  de  notre  prochain  article,  ce  qui  nous  dispense  d'en  dire  davantage  ici. 
On  trouvera  de  nombreux  renseignements  sur  cette  belle  loi,  dans  le  t.  II  des  Werke  de  Gauss; 
la  Note  sur  les  rés.  quad,  de  Genocchi  (Bull,  de  l'Ac.  de  Belgique,  18")2);  la  brochure  de  Baum- 
gart.  Veber  dot  quadratische  Reciprocit&tgesetz  (Leipzig,  1885)  et  la  Niedere  Xahtenthenrie,  de 
Bachmann  (Leipzig,  1902).  Pour  un  aperçu  de  la  question,  on  pourra  consulter  le  fascicule  1 
du  vol.  III  de  VÉncycl.  des  se.  math.  (Paris,  1906). 

1  Gauss  indique  que  r  est  résidu  et  p  non  résidu  de  p  au  moyen  des  notations  r\\p.  p'Sp. 
qui  n'ont  guère  été  employées  que  par  lui.  Jacobi  a  étendu  l'emploi  du  symbole  de  Legendre 

à  une  valeur  quelconque  de  p  :  il  a  mis  (  (  -  )  )  pour  désigner  le  caractère  biquadralique  de  a, 
•  i   Bisensteiu  I    -  I  .  pour  le  caractère  cubique  du  même  nombre. 
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Dans  la  deuxième  édition  de  son  Essai  (Paris,  ISOS,  L<--. 
gendre   ajoute   plusieurs   remarques  très   intéressantes  :    la 

loi' mu  le 

35  E-  +-E-Ï+  E  -3+  ...  . 

P  I>  P 

indiquant  combien  de  fois  le  nombre  premier  p  est  facteur 
dans  le  produit  n  !  ;  la  recherche  du  nombre  des  termes 
d'une  progression  arithmétique,  divisibles  par  des  nombres 
premiers  donnés,  d'où  les  formules  suivantes  : 


(36)  n  —  2-  +  2E 1E (- 

/'  I"l  P'/r 


[3: 


SE ^— '- \-  2E  — -^ 


/"/ 


P  -l"l 


donnant  respectivement  le  nombre  des  termes  des  deux 
suites  1,  2,  3,  ...  n  et  1,  3,  5,  ...  2n  —  i  ,  non  divisibles  par 
les  nombres  premiers  différents  />,  g,  i\  ...  ;  cette  formule 
empirique 

L«  —  1,08366 

fournissant  approximativement  le  nombre  N(#)  des  entiers 
plus  petits  que  «,  ha  désignant  un  logarithme  népérien.  11 
en  déduit  L'évaluation  des  expressions  suivantes2 

'   I         Vt/.      . 


??■  no-,' 


1  Cette  formule  est  remarquablement  exacte  dans  la  limite  des  tables  actuelles  de  nombres 

premiers.  Tchebichef  a  étudié  les  expressions  de  cette  forme  et  a  démontré  que  la  formule 

a 
moyenne  ou  asymptatiquc  représente  N  (n)  en  général,  avec  une  approximation  poussée 

,     , ,      ,  a 

aux  termes  de  1  ordre  — — -   ,  et  a  en  outre  propose  cette  autre     /        — ,    que.    des    ITHIi.    uauss 
(La)*  ,' 2     '-x 

/  '"  </■>■ 
avait  également  trouvée  sous  la  forme    /      - — ,   ainsi  que    Lejeune-Dirichlet,  qui   la    notait 

Je 

ainsi  i  —  . 
La 

Riemann.  dans  un  mémoire  célèbre,  a  montré  la  haute  importance  de  la  formule  de  i>.mi-- 
ail  point  de  vue  de  la  théorie  des  nombres  premiers. 

Voir  à  ce  sujet  la  savante  et  très  intéressante  monographie  de  Torelli  :  Stilla  lotalita  det 
numeri  primi  fino  ad  un  limite  assegnato  (Naples,  1901). 

J    l.nler  avait  évalue    les  série-,  de   ces  expressions   continuées   a  1  inlini. 
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ainsi  que  ce  théorème,  insuffisamment  démontré  :  de  a  à 
a  +  2\/a  ,   il  y  a  au  moins  un  nombre  premier  i. 

Signalons  aussi  les  notations  M  (a)  pour  désigner  un  cer- 
tain multiple  de  c/2,  et  T  (  — )  pour  désigner  le  nombre  des 

termes  de  la  progression  1,  3,  5,  ...  2n  —  T  non  divisibles 
par  les  nombres  premiers  3,  5,  7,  11,  ...  ps. 

Legendre  a  en  outre  donné  en  1816  et  en  1825,  deux  sup- 
pléments à  son  Essai  ;  dans  le  premier,  il  démontre,  d'après 
Cauchy,  le  théorème  de  Fermât  sur  les  nombres  polygones  ; 
dans  le  second,  il  fait  voir  que  l'équation  x'1  -f-  y"  =  z"  ne 
peut  avoir  lieu  pour  n  >  2  que  pour  des  nombres  d'une 
grandeur  excessive4.  11  cite  Sophie  Germain  comme  lui  avant 
fourni  quelques-uns  des  théorèmes  utilisés  par  lui  ;  donne, 
en  même  temps  que  Lejeune-Dirichlet  la  démonstration  de 
l'impossibilité  de  cette  égalité  pour  n  =  5  et  étudie  l'équa- 
tion .r3  +  yz  =  az3,  qui,  dit-il,  est  impossible  pour  a  =  h 
2,  3,  4,  5,  6,  8,  16,  ...  5. 

Enfin  il  a  donné  en  1830  une  édition  définitive  de  son  ou- 
vrage, réédité  en  allemand  en  1885  et  reproduit  textuelle- 
ment en  1900. 

En  résumé,  malgré  son  titre,  l'ouvrage  de  Legendre  n'est 


1  J.  Ilcrtrand  a  énoncé  ce  théorème,  démontré  par  Tchebichef  :  entre  a  et  2a  —  2,  il  y  a  né- 
cessairement un  nombre  premier. 

2  Leibniz  indiquait  un  multiple  d'une  quantité  par  un  point  placé  au-dessus  de  cette  quan- 
tité :  cette  notation,  qui  s'applique  mal  à  des  expressions  compliquées  et  cause  des  embarras 
typographiques,  a  été  peu  employée.  Celle  de  Legendre.  qu'il  a  remplacée  par  celle-ci  lit  fa), 
s'emploie  encore  aujourd'hui  ainsi  :  ÎTI  (ai,  dans  les  traités  élémentaires.  Gauss  se  sert  de  la 
notation  =  0  (mod  a),  encore  plus  encombrante.  On  aurait,  ce  nous  semble,  une  notation  très 
expressive  en  indiquant  les  multiples  par  des  caractères  gras. 

Le  plus  souvent,  on  a  avantage  a  employer  la  forme  linéaire  ax  -f-  b. 

3  On  a  imaginé  depuis  un  grand  nombre  de  fonctions  de  ce  genre,  qui  ont  surtout  pour  but 
de  simplifier  les  énoncés  et  faciliter  la  découverte  de  nouvelles  propriétés  des  nombres.  Telles 
sont  les  suivantes,  prises  parmi  les  plus  simples  : 

f(n).  nombre  des  entiers  premiers  avec  n  et  non  supérieurs  à  n  (Gauss). 

h(n),  nombre  des  entiers  premiers  jusqu'à  n  (Voir  Cesàro,  op.  cit.). 

A(«),  fonction  dont  la  valeur  est  ±  1  selon  (pie  le  nombre  des  facteurs  égaux  ou  inégaux  de 
n  est  pair  ou  impair  (id.). 

b>(»),  nombre  de  manières  dont  l'entier  n  peut  se  décomposer  en  deux  facteurs  (Mcrtens). 

£*(«),  fonction  dont  la  valeur  est  ±  1  selon  que  le  nombre  des  facteurs  premiers  inégaux  de 
n  est  pair  ou  impair  (id.  ). 

a  In)  =  j*(l)  +  fX(2)  -f-  ...  -\-  u.(n)  (id.).  Mertens  a  construit  une  table  de  celte  fonction  al- 
lant jusqu'à  a  (10000)  =  —  23.  (Sitzb.  U.  math.-naturw.  Cl.  1897) 

t(n).  nombre  des  diviseurs  carrés  de  n  i  Cesàro). 

Voir  pour  d'autres  notations  :  Cesàro  et  Torelli,  <q>.  cit. 

4  Landry  a  continué  ces  recherches  de  Legendre. 

■'  Cependant,  comme  l'a  remarqué  le  F.  Pépin,  on  a  :  173  -f-  373  =  fl.2l3. 
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pas  un  véritable  traité,  mais  plutôt  un  recueil  de  théorèmes 
non  reliés  entre  eux  par  une  conception  ou  un  but  communs. 
Seule,  la  loi  de  réciprocité  y  est  l'objet  d'une  théorie  bien 
complète.  D'ailleurs,  même  à  l'époque  de  sa  troisième  édi- 
tion, il  n'était  déjà  plus  au  niveau  des  progrès  de  la  science. 
Remarquons  aussi  que,  bien  à  tort  selon  nous,  Legendre  com- 
mence par  une  longue  et  fastidieuse  exposition  de  la  théorie 
des  Tractions  continues,  et  qu'il  considère  la  théorie  des  nom- 
bres comme  une  division  de  l'analyse  indéterminée.  Néan- 
moins il  est  encore  souvent  consulté  aujourd'hui,  surtout  à 
cause  de  ses  tables,  et  il  faut  reconnaître  combien  il  a  été 
utile  pour  la  vulgarisation  de  la  haute  arithmétique. 

Si  Legendre  n'a  pas  toujours  été  aussi  heureux  dans  ses 
démonstrations  que  dans  ses  découvertes,  la  clarté  de  ses 
écrits,  sa  loi  de  réciprocité  et  les  applications  qu'il  en  a 
faites,  ses  études  sur  les  formes  trinaires  et  sur  la  progres- 
sion arithmétique,  ses  formules  semi-empiriques  sur  les  nom- 
bres premiers  lui  assurent  une  place  parmi  les  fondateurs 
de  l'arithmétique  moderne. 

Il  nous  reste  à  donner  un  aperçu  des  travaux  arithméti- 
ques de  l'illustre  Gauss.  A  l'encontre  de  Legendre,  le  livre 
qu'il  a  modestement  intitulé  Disquisitiones  arillimeticœ  con- 
tient un  ensemble  de  théories  complètes,  qui  sont  d'ailleurs 
aussi  remarquables  par  l'importance,  la  nouveauté,  la  variété 
et  la  généralité  des  résultats  que  par  la  profondeur,  l'élé- 
gance et  la  concision  des  méthodes,  Gauss  à  la  vérité  paraît 
avoir  eu  pour  but  le  perfectionnement,  non  de  l'arithmétique, 
mais  celui  de  l'algèbre,  dans  ce  célèbre  ouvrage,  qui  a  ou- 
vert un  champ  immense  surtout  aux  investigations  des  algé- 
bristes  et  sera  encore  longtemps  l'objet  de  leur  étude  ;  mais, 
bien  qu'elle  n'y  soit  qu'accessoirement  traitée,  c'est  là  que 
L'arithmétique  a  reçu  sa  constitution  définitive  et  le  pro- 
gramme des  travaux  qu'elle  devait  aborder.  Ecrit  vers  L796, 
il  ne  fut  imprimé  qu'en  1801,  à  Leipzig;  et  encore  il  ne  con- 
tient que  la  moitié  de  ce  que  Gauss  pensait  y  mettre  :  dans 
le  but  d'abréger,  il  a  supprime  l'analyse  des  questions  trai- 
tées ainsi  que  toute  la  huitième  et  dernière  section  :  depuis, 


138  A.    AVBRY 

de  multiples  et  importantes  occupations,  l'ont  toujours  em- 
pêché  de  publier  le  complément  de  son  travail,  ainsi  que  ses  dé- 
couvertes postérieures,  dont  on  n'a  que  quelques  fragments1. 

Les  Disq.  ar.  ont  paru,  traduites  en  français,  en  1807;  elles 
ont  été  réimprimées  dans  les  deux  éditions  des  Werke  de 
Gauss  Gottingue,  1863  et  1870  ,  dont  elles  forment  le  pre- 
mier volume  ;  et  ont  été  en  outre  publiées,  dans  le  texte 
primitif  allemand  (Berlin,  1880  .  Nous  allons  donner  une 
courte  analyse  de  son  contenu. 

Sect.  I.  Définition,  notation  et  théorie  de  la  congrueiice, 
dont  Gauss  fait  la  base  de  toute  l'arithmétique2.  Lemme  fon- 
damental de  Bachet  (E.  M.  1907,  p.  288  . 

Sect.  II.  Application  de  la  notion  de  la  congruenee  à  la 
démonstration  des  théorèmes  arithmétiques.  Congruences*. 
Congruences  linéaires.  C'est  là  qu'on  voit  la  remarquable 
formule 

-    (39)  ?(a)  -f-  cpi/;i  +  ...  =  n 

<7,  b,  ...  désignant  tous  les  facteurs  premiers  de  /?,  y  compris 
n  lui-même4. 


1  II  semble  qu'une  certaine  fatalité  s'attache  aux  écrits  de  vulgarisation  arithmétique.  Bien 
que  les  documents  qui  nous  restent  sur  la  science  mathématique  et  astronomique  des  Egyp- 
tiens, fies  Chaldéens  et  des  Babyloniens  montrent  que  l'étude  des  nombres  a  chez  eux  pro- 
gressé bien  plus  rapidement  que  celle  des  figures,  on  a  bien  plus  de  renseignements  sur 
l'histoire  de  celle-ci  :  ce  qui  tient  à  ce  que  les  Grecs  prisaient  beaucoup  plus  l'exactitude  des 
résultats  de  la  géométrie  que  les  opérations  numériques,  se  terminant  le  plus  souvent  en  ap- 
proximation. Passant  aux  temps  historiques,  on  peut  citer  d'importants  travaux  d'Apollonius 
sur  la  numération,  qui  ont  été  perdus,  ainsi  que  la  seconde  partie  de  l'ouvrage  de  Diophante 
et  son  commentaire  par  Hypathia.  D'insignifiantes  difficultés  Ont  empêché  Fermât  de  publier 
ses  méthodes  ;  Gauss  n'a  pu  divulguer  toutes  les  siennes  ;  Eisenstein,  Biemann,  Stieltjes  sont 
morts  jeunes  :  Liouville  n'a  pas  eu  le  temps  de  taire  connaître  ses  méthodes  et  de  compléter 
ses  découvertes  arithmétiques  :  Lejeune-Dirichlet  est  mort  avant  d'avoir  produit  le  commen- 
taire de  Gauss  qu'il  pensait  écrire  ;  Lebesgue  n'a  pas  trouvé'  de  souscripteurs  pour  le  Traité 
qu'il  se  proposait  de  publier  ;  Ed.  Lucas  est  mort,  le  premier  volume  de  sa  Th.  des  n.  à  peine 
publié  ;  Cesàro  a  ilù  abandonner  ses  études  arithmétiques  auxquelles  il  avait  du  ses  premiers 
succès.  Parlerons-nous  de  l'obstination  avec  laquelle  cette  science,  —  si  éminemment  propre 
a  former  l'esprit  mathématique,  —  est  bannie  de  l'enseignement  :  bien  que,  sans  charger  da- 
vantage les  programmes,  il  soit  facile  de  lui  trouver  place  en  élaguant  cà  et  là  de  ceux-ci 
divers  articles  bien  moins  utiles.  Le  nom  même  de  l'arithmétique  a  été  détourné'  de  son  sens 
primitif,  science  des  nombres,  pour  en  faire  la  désignation  de  la  science  du  calcul. 

3  Cette  notion  était  connue  des  Anciens,  mais  ne  commença  guère  à  être  utilisée  que  lors  de 
l'invention  de  la  preuve  des  opérations  numériques.  Euler  et  Lagrange  y  font  souvent  appel  : 
mais  c'est  Legendrc  qui  le  premier  a  compris  la  nécessité'  de  la  considérer  systématiquement. 
Toutefois  il  la  traite  et  la  note  comme  une  équation  ordinaire,  en  ajoutant  le  plus  souvent:  à 
un  multiple  pris  de  p,  et  «sans  qu'il  soit  besoin  des  égalités  ni  des  dénominations  nouvelles 
assez  incongrues  dont  quelques  géomètres  font  usage  ». 

3  II   s  .ieit   des   équations  de  la   forme    F(x)  =  Ây.    Libri    a   tenté  l'étude  des   équations 

V(x,  y)  =  H,  mais   la    trop   grande   généralité  de   ses  résultats   a   rendu   sou    travail  à  peu  près 

inutilisable. 

*  Cette   formule   semble  avoir  donné   le   signal   de   la   découverte   d'une   foule  de    relations 
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Divisibilité  |)ar  />  du  nombre  de  permutations  de  p  choses 
avec  répétitions.  Théorème  sur  le  nombre  possible  des  ra- 
cines des  congruences  l. 

Sect.  III.  Théorème  de  Fermât.  Etude  approfondie  des 
racines  primitives.  Théorème  de  Wilson  et  sa  généralisation. 
Divers  théorèmes  sur  la  somme  et  le  produit  des  racines 
primitives.  Diverses  extensions  du  théorème  de  Fermât. 

Sect.  IV.  Théorie  des  résidus.  Critérium  d'Euler.  Théo- 
rèmes quadratiques  de  Fermât;  démonstration  de  qiielqueS- 


arithmétiques  qu'il  y  aurait  grand  intérêt  à  réunir  et  à  rapprocher.  En  voici  quelques-unes 
élémentaires  et  assez  caractéristiques  : 

£e»(a)  =  8(«*)     '  (Liouville)  lto{a)Q(-\  =  9*(re)  (Cesàro) 

2> (a)  &»(«)  =  *(») 

2>»(a)  A'  =  «6(h) 

•'   "  ie(!i)  =  lt(a) 

Z"(ï)=?W        (Lejeunc-Dirichlet)  ^  ^  =  ^ 


,„)fj(j\  =  t(n)  (Cesàro)  Sp<«) 


) 

u,  (a )  I   —  =  n  " 

iauLiit)   /     -  =  I 
f  '      " 

A.  H.  ...  représentent  les  diviseurs  carrés  de  n.  Les  fonctions  indiquées  ont  été  définies 
plus  haut. 

1  Gauss  avance  que  les  personnes  doctes  verront  aisément  que  les  deux  démonstrations 
de  ce  théorème,  données  par  Euler  et  Lagrange  (voie  E.  M..  1907,  p.  295),  ne  diffèrent  pas 
essentiellement,  et  revient  plusieurs  fois  sur  des  remarques  analogues. 

Avant  Lui,  le  marquis  de  l'Hospital  avait  dit  (Sect.  cou.  que  rien  n'est  plus  propre  a  éclairer 
l'esprit  que  la  comparaison  de  plusieurs  démonstrations  d'une  même  vérité;  et  après  lui. 
Cesàro  (Mèm.  d'Ar.)  observe  que  «  si  l'on  connaît  plusieurs  moyens  pour  arrivera  un  même 
but,  on  peut  affirmer  qu'il  existe  une  méthode  générale  qui  résume  tous  ces  moyens,  les  coor- 
donne et  les  explique  ».  Citons  aussi  S  tout'  (Les  Lois  de  réciprocité)  :  <•  ...  les  principes  qui 
servent  aux  définitions...  se  ramènent  souvent  les  uns  aux  autres,  mais  chacun  d'eux  permet 
d'envisager  ta  question  sous  un  point  de  vue  spécial  et  d'en  préciser  les  difficultés,  ■> 

Toute  démonstration  n'est  au  tond  que  l'identification  de  deux  définitions.  Les  sorites  qui 

composent  deux  démonstrations  sont  virtuellement  tonnes  des  mêmes  s\  Uogismes  s,-  s é- 

dant  dans  des  ordres  différents,  de  sorte  qu'un  être  parfaitement  intelligent  n'y  trouverait  pas 
de  différence  essentielle  et  verrait  clairement  toutes  les  transformations  qui  conduisent  du 
l'une  a  l'autre  :  le  puissant  cerveau  d'un  GrauSS  peut    on   embrasser  plusieurs  d'un   coup,  tandis 

qu'un  esprit  ordinaire  les  saisira  avec  peine,  en  les  prenant  une  à  une.  Nous  croyons  que  ce 

serait  œuvre  utile  de  l'aire  saisir  aux   commençants,   dans   quelques   cas   choisis,    les   principes 

des  démonstrations,  et  de  leur  en  l'aire  sentir  L'identité.  Rappelons  à  ce  propos  ce  passage  de 
la  Logique  de  Port-Royal:  «  Les  géomètres...  n'ont   pas  assez  pris  -.ode  qu'il  ne  suffit  pas. 

pour  avoir  une  parfaite  science  de  quelque  vérité  d'êtr nsaincn  que  cela  est  vrai,  si  de  plus 

on  ne  pénètre,  par  des  raisons  prises  de  la  nature  de  la  chose  même,   pourquoi   cela   est  vrai,   a 
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uns  par  la  méthode  de  la  descente1.  Démonstration  de  ce 
théorème  :  tout  nombre  premier  4+1,  positif  ou  négatif,  es* 
non  résidu  d'un  //ombre  premier  qui  lui  est  inférieur.  Exposi- 
tion et  démonstration  du  theorema  funda/z/entale'1 .  Moyen  de 
reconnaître  si  a  est  résidu  de  p.  Détermination  des  formes 
quadratiques  des  diviseurs  de  r2  —  a.  Extension  aux  nombres 
composés  des  propriétés  précédentes  démontrées  seulement 
pour  des  nombres  premiers. 

Sect.  V.  Cette  section,  qui  a  été  l'objet  de.  nombreux  et 
importants  travaux,  est  consacrée  à  l'étude  des  propriétés 
des  formes  quadratiques3.  C'est  une  savante  application  de 
l'algèbre  à  l'analyse  quadratique  indéterminée,  aussi  remar- 
quable par  la  simplicité  et  le  choix  des  considérations  mises 
enjeu,  que  par  leur  multiplicité  et  leur  enchaînement.  Celui- 
ci  d'ailleurs,  avec  la  densité  et  la  longueur  du  texte,  la 
rendent  d'une  difficulté  telle  que  peu  sont  capables  de  la  ten- 
sion intellectuelle  nécessaire  à  son  étude,  et  qu'on  a  dû  la 
scinder  et  la  particulariser,  malgré  l'unité  et  la  belle  ordon- 
nance qui  ont  présidé  à  l'édification  de  cette  théorie.  On 
trouvera  une  excellente  préparation  à  cette  étude  dans  la 
Theory  ofnumbers  de  Mathews  (Cambridge,  1892).  La  Zahlen- 
theorie.  de  Lejeune-Dirichlet,  la  donne  plus  complètement- 


I  Si  —  1  est  un  résidu,  p  ne  peut  être  de  la  forme  4  —  1.  Autrement,  soit  p  le  plus  petit 
nombre  de  cette  forme  donnant  le  résidu  —  1,  et  soit  a'2  =  pu  —  1  ;  on  peut  supposer  a  <[  p- 
i  tn  a  alors 

a*  j.  i       p*  _i_  i  i 

ii  =   <_    =  p  A ,  d  où  il  -C  p  . 

p  p  r 

Or  on  ne  peut  avoir  u  =  p  car  il  viendrait  l'égalité  impossible  a2  —  p*  —  1  :  on  a  donc  /(  <^  p. 
Remarquons  que  a  peut  être  supposé  pair;  autrement  on  le  remplacerait  par  le  nombre 
b  =  p  —  a  ,  qui  donne  également  b2  —  pv  —  1  .  On  a  ainsi  pu  =  4+1  d'où  «  =  4  —  1  •  Ainsi 
u  serait  <^  p  et  contiendrait  des  facteurs  premiers  de  la  forme  4  —  1,  lesquels  seraient  à  fortiori 
<  p  et  auraient  —  1  comme  résidu  ;  p  ne  serait  donc  pas  le  plus  petit  nombre  dans  ce  cas,  ce 
qui  implique  contradiction  avec  l'hypothèse,  laquelle  est  donc  fausse. 

Grauss  fait  voir  de  même  (pie  —  2  ne  peut  être  résidu  de  p  =  8  —  3  ni  de  8  —  1  ;  ni  2  résidu 
de  8  ±  3  ;  ni  —  3  résidu  de  6  —  1  :  ni  3  résidu  de  12  ±  5. 

II  semble  que  cette  méthode  n'a  pas  été  utilisée  autant  qu'elle  aurait  pu  l'être. 

*  GauBB  désigne  ainsi  la  loi  de-  réciprocité,  qu'il  avait  trouvée  de  son  côté  en  1796.  Cette 
démonstration,  la  première  qui  en  ait  été  donnée  était  très  appréciée  de  son  auteur,  parce 
qu'elle  n'emploie  d'autre  notion  que  celle  des  résidus.  Lejeune-Dirichlet  l'a  présentée  plus 
simplement . 

3  Diophante  parall  avoir  le  premier  imaginé  les  substitutions  linéaires  dans  les  expressions 
algébriques,  afin  de  rendre  celles-ci  plus  traitablcs,  et  ce  procédé  a  été  imité  par  tous  ceux 
qui  se  sont  occupes  de  l'analyse  indéterminée.  Lagrange,  a  qui  on  doit  la  considération  des 
termes,  les  a  appliquées  à  ces  dernières-,  il  en  a  déduit  l'importante  théorie  de  la  réduite 
(voir  K.  M  .  1907,  p.  290);  il  a  aussi  remarqué  la  substitution  modulaire,  comme  nous  l'avons 
vu  plus  haut.  Lcgendre  les  a  également  étudiées. 
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Bachmann  lui  a  consacré  un  volume  de  son  importante  col-, 
leclion  Arithmetik  der  quadratischçn  Formen,  Leipzig,  1898,. 

Une  première  partie  tout  élémentaire1  aboutit  à  des  solu- 
tions directes  et  générales  de  problèmes  déjà  connus  :  on  la 
trouvera  exposée  dans  le  chap.  VI  de  la  Théorie  des  nombres 
de  Gahen  (Paris,  1900).  Les  énoncés  suivants  donneront  une 
idée  des  sujets  traités,  mais  non  de  l'ingéniosité  des  mille 
considérations  auxquelles  l'auteur  a  recours  et  des  remarques 
dont  il  les  accompagne. 

Si  l'entier  n  est  représentable  par  la  forme  (a,  b,  c),  le 
déterminant  D  de  celle-ci  pris  avec  un  signe  contraire  est 
résidu  de  //  2. 

Si  deux  formes  ont  même  déterminant  et  que  l'une  con- 
tienne l'autre,  celle-ci  contient  également  la  première,  et 
elles  sont  dites  équivalentes. 

Si  la  forme  F  contient  la  forme  F',  et  celle-ci  la  forme  F", 
F  contient  F". 

Pour  D  positif,  la  solution  de  l'équation  s8  -f-  D»,s  — h2  se 
l'amène  à  effectuer  deux  transformations  d'une  forme  (<z,  b,  c 
de  déterminant  D  et  telle  que  //  soit  le  p.  g.  c.  d.  des  entiers 
a,  b,  c. 

Définition  et  détermination  de  la  forme  réduite  à  détermi- 
nant positif,  comme  La  grange. 

Reconnaître  si  deux  fonctions  réduites  de  même  détermi- 
nant sont  équivalentes. 

Trouver  la  transformation  permettant  de  passer  de  la  forme 
(«,  b,  c    à  Tune  quelconque  de  ses  formes  contiguës3. 
(a',  //,  a")  .       [a",  h",  am]   .       [„'".  I,'" .  a**)  .  ... 

Trouver  les  transformations  permettant  de  passer  d'une 
forme  à  une  autre  qui  lui  soit  équivalente. 

Trouver  les  représentations  d'un  nombre  donné  par  une 
forme  également  donnée4. 


1  Nous  ne  voulons  pas  dire  que  cette  première  partie  serait  à  sa  place  dans  un  traité  élé- 
mentaire des  nombres  :  les  méthodes  de  Lagrango  conduisent  aux  solutions  des  mêmes  pro- 
blèmes,  moins  élégamment,  mais  sans  nécessiter  un  aussi  grand  nombre  de  théories  prélimi- 
naires. Il  conviendrait  tlo  la  cpnsidérer  avec  Gauss,  non  comme  un   but,   mais  comme  une 

introduction  à  la  deuxième  partie. 

-  Voir,  par  exemple,  E.  M  .  1907,  p.  2'j". 

«  Deux  formes  (a,  b,  c),  (a',  b'.  c')  sont  continues  quand  «'  =  <■'  et  que  b  +  V  est   un   mul- 
tiple de  i  . 
4  Si  d'une  part,  on  peut  prouver  que  les  diviseurs  premiers  du  nombre  a/2  +  &/JST+  rg*  sonl 
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La  forme  réduite  (A,  B,  G),  dans  le  cas  d'un  déterminant 
négatif  D,  non  carré  f,  est  celle  où  on  a  : 

j/D  +  B  >  |  A  |  >  l/Ù  —  B   ,         (/D  >  B  >  0  . 

On  peut  déterminer  une  période  de  réduites  continues 
A.  B,  C),  (G,  B',  G'),  (C,  B",  Ci,  ...  et  elle  est  cyclique. 

Ces  considérations  permettent  à  Gauss  la  solution  des 
problèmes  analogues  à  ceux  indiqués  plus  haut  pour  le  cas 
de  D  positif.  Il  traite  ensuite  le  cas  d'un  déterminant  négatif 
et  carré,  et  termine  la  première  partie  par  le  problème  gé- 
néral de  reconnaître  si  une  forme  est  contenue  dans  une 
autre  forme  de  déterminant  différent,  et  si  cela  a  lieu,  de 
trouver  les  transformations  qui  les  lient;  —  et  par  là,  la  so- 
lution de  l'équation  indéterminée  du  second  degré. 

La  deuxième  partie,  entièrement  neuve  mais  très  abstraite. 
commence  par  l'étude  de  la  composition  des  formes2,  c'est- 
à-dire  la  transformation  de  la  forme  AX2  +  2BXY  +  GYa  en 
le  produit  des  deux  formes  ax~  +  2b.vy  +  ci/'2,  a'x'-  -j-  ...  , 
au  moyen  de  la  substitution 

X  =  g.r.i'  +  g'xy'  +  S"x'y  +  fyy>   ,  Y  =  hxx'  -j-  ... 

Par  exemple  voici  deux  propositions  tirées  de  cette  théorie  : 
Les  formes  composées  avec  f  et  f  sont  identiques  à  celles 

qui  sont  composées  avec  les  formes  g  et  g',  respectivement 

équivalentes  à  /'et  /'. 

Si  deux  nombres  sont  représentables  par  deux  formes  de 


île  l'une  des  formes  ux2  +  Bxy  +  y//2  .  Ci'x2  +  ...  ,  etc.,  et  que  d'autre  part  un  certain  nombre 
premier  />  divise  un  nombre  de  la  forme  ax2  +  bxy  +  et/2,  il  s'ensuivra  que  p  est  de  l'une  des 
formes  vx2  +  •■•  ,  etc. 

Fermât  et  Euler  ont  trouvé  plusieurs  cas  simples  de  ce  théorème.  Lagrange,  par  son  théo- 
rème,  a  montre  comment  on  peut  réaliser  en  général  la  première  condition;  et  Legendre,  par 
sa  loi  de  réciprocité,  a  permis  de  réaliser  la  seconde. 

Gauss  arrive  directement  à  représenter  un  nombre  n  par  une  forme  de  déterminant  D,  en 
résolvant  l'équation  x2  -\-  1)  =  0  (mod  /»)  et  utilisant  divers  théorèmes  qu'il  a  donnes  précé- 
demment. 

1  L'étude  de  co  cas  a  grandement  été  simplifié  par  Lejeunc-Dirichlet. 

1  Euler  al  Lagrange  avaient  eu  quelque  idée  de  cette  théorie  dans  leurs  recherches  de  fonc- 
tions se  reproduisant  par  multiplication  :  Legendre  avait  considéré  plus  généralement  la  mul- 
tiplication de  formes;  mais  c'esl  Gauss  qui  a  attaque  la  question  dans  toute  son  ('-tendue. 

On  consultera  avec  fruit  les  Werke  de  Lejeune-Dirichlet,  où  sont  expliques  et  démontrés 
beaucoup  de  beaux  problèmes  de  Gauss,  qui  ne  peuvent  guère  être  exposes  ici. 

Voir  aussi,  parmi  les  auteurs  qui  se  sont  occupés  de  la  composition  des  formes,  un  mémoire 
du  P.  Pépin,  paru  en  1880,  dans  bs  Atti  nuovi  lincei,  OÙ  la  théorie  de  Gauss  est  très  simple- 
ment exposée. 
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déterminant  D,  leur  produit  lest  par  la  l'orme  composée  avec 
ces  deux  formes4. 

Entre  autres  conséquences  importantes,  Gauss  en  tire  une 
seconde  démonstration  de  la  loi  de  réciprocité. 

Il  considère  ensuite  les  formes  le  rua  ires  quadratiques. 

(°j  *'  °\  =  a.r2  +  Ûry  +  n2  +  Mxz  +  2eyz  +  f-J 

dont  l'étude  dépend  surtout  du  déterminant 
D  =  ad*  +  ha2  +  ef  —  abc  —  ïdef 

ainsi  que  de  la  forme  adjointe 

/  d2  —  bc  .     e2  —  ac   ,     /2  —  ab\ 
\ad  —  ef  .     I>e  —  df  ,     cf —  de) 

dont  le  déterminant  est  D'2.  Il  aborde  l'étude  des  problèmes 
suivants  : 

Représentation  d'un  nombre  donné  par  une  forme  ter- 
naire. 

Représentation  d'une  forme  binaire  donnée  par  une  forme 
ternaire  de  déterminant  donné. 

Reconnaître  si  deux  formes  ternaires  sont  équivalentes,  et 
dans  ce  cas,  trouver  les  transformations  qui  les  changent 
Tune  dans  l'autre. 

Application  à  la  démonstration  de  théorèmes  énoncés  par 
Legendre  et  de  celui-ci  d'Euler  :  tout  nombre  entier  8  +  3  est 
la  somme  de  trois  carrés,  insuffisamment  prouvé  par  Legen- 
dre et  qui  conduit  immédiatement  à  celui-ci,  de  fermât  : 
tout  entier  est  la  somme  de  trois  triangulaires  et  de  quatre 
carrés. 

Généralisation  du  théorème  de  Legendre  sur  la  solubilité 
de  l'équation  a.x~  -f-  bif1  -\-  cz'2  =  0. 

Dans  le  reste  de  la  section  V,  Gauss  traite  un  grand  nom- 
bre de  questions  relatives  à  la  classification  des  formes,  et 
sur  lesquelles  s'est  exercée  la  sagacité  de  nombreux  géo- 
mètres. 
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Sect.  VI.  Cette  section  renferme  d'intéressantes  applica- 
tions des  théories  qui  précèdent,  et  dont  voici  les  plus  sim- 
ples : 

Résolution   de   l'équation  —  =  : — h—  et  sa    uénéralisation. 

1  p<l  p  q 

Utilisation  de  la  théorie  des  racines  primitives  dans  celle 
des  fractions  décimales  périodiques. 

Emploi  des  considérations  qui  précèdent  pour  la  recherche 
du  quotient  de  deux  grands  nombres. 

Solution  de  l'équation  .r2  —  ky  =  a  au  moyen  d'une  mé- 
thode d'exclusion  basée  sur  celte  remarque  que  si  r, /•',  r",  ... 
sont  les  résidus  du  nombre  quelconque  E,  et  a.  a',  ...  les  ra- 
cines des  équations  a  +  ky  =  /•,  a  -\-  ky  =  /•',  ...  (mod.  E  , 
on  peut  se  dispenser  d'essayer  les  nombres  contenus  sous 
les  formes  Ejc  +  «,  E.r  -f-  «',  ...  Cette  méthode  a  reçu  depuis 
de  notables  perfectionnements. 

Recherche  des  diviseurs  des  nombres,  d'abord  par  une 
méthode  déjà  employée  par  Euler  et  Legendre,  puis  à  l'aide 
de  la  considération  des  résidus.  (Voir  E.  M.  1907,  pp.  292  et 
36). 

Sect.  VII.  C'est  là  surtout  qu'éclate  le  génie  de  Gauss.  La 
résolution  complète  de  l'équation  binôme  qu'il  donne  dans 
celte  section  est  non  seulement  neuve  mais  entièrement  inat- 
tendue. Elle  s'appuie  sur  un  grand  nombre  de  considéra- 
tions algébraïco-arithmétiques,  dont  nous  mentionnerons  les 
plus  importantes. 

Soient  «,  /3  ,  y  ...  certaines  racines  de  V équation  X=  \v~ 
-\-  \P~J  -f-  ...  +  1  =0,  lesquelles  sont,  comme  on  sait,  les 
puissances  de  l'une  d'elles  ;  m(t,  u,  e,  ...)  une  fonction  entière 
et   à  coefficients  entiers,  et  enfin  n  un  entier  quelconque  ;  en 
posant  : 

?fa.  |3.  ...i  =  A  +  Ha  -f  Co?  +  ...  +  X«/,_1    . 
on  aura  : 

?(«"  .  P",  ...,  =  A  +  lia"  +  C«2"  +  ... 

7ia.  §,  ...|  -f-  y  (a3,  fi  ,  ...)  +  ...  +  •la'',  pp  .  ...)  =  0  . 

Le  polynôme  A  ne  saurait  avoir  de  diviseur  entier  à  coeffi- 
cients  tous  rationnels1.  Soit  R  une  racine  primitive  de  p;  les 
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deux  suites 

...  a  el 


9  o— 2 

un',  i      2  «— i 


sont  identiques  à  L'ordre  près. 

Soient  p  —  1  =  ef .  Re  =  h  ;  si  on  pose  : 

,.    »,  A     ,        A/i     .        A/i-     ,  .        >h 

(/,  A)  =  a     +  «       +  a         +  ...  +  a 

/e  second  membre  est  indépendant  de  la  racine  primitive  choi- 
sie :  on  l'appelle  la  période  de  /'et  de  A. 

On  a,  pour  deux  périodes  semblables  f,  /  ,  (f,  $  : 

i/\  ai  f/,  f»)  =  [f,  >.  +  p)  +  1/'.  aA  +  p)  +  i/-.  à/,"  4-  p)  +  ... 

Posons  (f,  X)  =  g  ;  /«  période  semblable  f ,  u)  /je/^  se  we/- 
//•e  sous  la  forme  d'un  polynôme  entier  en  g  et  du  degré  e  —  1 . 

Si  <p(t,  u,  v,  ...)  est  une  fonction  symétrique  entière  des  f 
racines  de  la  période  (f,  X),  qu'on  ramènera  a  la  forme  A  + 
Ha1  -f-  Ca2  +••••>  les  racines  de  celte  expression  appartenant 
à  une  même  période  auront  des  coefficients  égaux. 

Soit  p  —  1  =  abc  ;  si  la  période  (bc,  /  est  composée  de  1> 
périodes  (c,  À),  c,  /'  ,  ...  de  c  termes  chacune,  la  substitution 
des  sommes  de  ces  périodes  dans  l'expression  symétrique 
<p(t,  u,  ...    e/?  donnera  une  autre  de  la  forme 

A  +  B(c,  1)  +  C(c,  R)  +  ...  +  N(e,  Raè_1) 

/e//e  ^/e  les  périodes  appartenant  à  une  même  période  de  bc 
termes  auront  les  mêmes  coefficients. 

Gauss  applique  cette  belle  théorie  à  la  solution  de  L'équation 
binôme,  pour  les  cas  de  p  =  17  et  p  =  19,  et  à  la  division 
du  cercle  en  2"  -f-  1  parties  égales,  ce  nombre  étant  premier2. 

Viennent  ensuite  ces  très  remarquables  propositions 


(40) 

!«''  —  Za.p  =  ±  [/ p       on      ±t 

V7 

(41) 

2a  rit                    2a  on                 . — 

1  cos  —  2  fos  ■ —  —  -+-  i/w 

P                              P 

ou 

(42) 

2  a  rit               .     2  a  or: 

^      i|n                                                    V       r-  >  ■  |                    '                '               (  J            1)1] 

P                            P 

t  p  ■ 

1  Autrement  dit,  le  polynôme  X  est  irréductible.  Cette  importante  proposition  a  été  démon- 
trée de  bien  des  façons. 

2  Iiirhelot  et  Cavlev  ont  traité  le  cas  "de  p  =  257,  et  Hermès,  celui  de  p  =  65537. 

3  Le  signe  du  radical  reste  indéterminé  et  il  \   a  grande  difficulté  .i  le  définir.  Gauss  plus 
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Dans  ces  deux  dernières  relations,  le  signe  2£  s'étend  à 
tous  les  résidus  r  ou  à  tous  les  non  résidus  p  ;  on  a  d'ailleurs 
le  signe  +  ou  le  signe —  selon  que  a  est  résidu  ou  non  ré- 
sidu. De  plus,  on  a  le  premier  ou  le  second  résultat  selon 
que  p  =  4  ±  1. 

Faisant/»  =  2m  +  1  et  appelant  z  =  a'"  —  axm~x  +  bxm~% 
—  ...  =0  L'équation  donnant  la  période  {in  ,  1),  on  pourra 
écrire  : 

z  =  F  +  G  (m,  1)  +  H  (m  ,  R)  , 

13)  IX  =  (2F  —  G  —  H)2  +  />(H  —  G)2,  [p  =  A±\ 

Le  premier  membre  peut  donc  se  mettre  sous  la  forme 
Y2=F/?Z2,  comme  nous  l'avions  annoncé.  (Voir  E.  i/.,  1907, 
p.  443.)' 

(iauss  termine  par  diverses  considérations  tendant  à  l'ex- 
tension de  ces  propositions  au  cas  des  résidus  cubiques. 

L'ouvrage  se  termine  par  des  tables  de  racines  primitives, 
de  résidus  quadratiques  et  de  périodes  décimales. 

Non  moins  profonds  et  non  moins  élégants  sont  les  autres 
écrits  arithmétiques  de  Gauss.  Ce  sont  des  mémoires  déta- 
chés, parus  dans  les  Comme nt alloues  societatis  Goltingensis. 
Xous  en  rappellerons  le  sujet  en  quelques  mots. 

1808.  Troisième  démonstration  du  théorème  fondamental, 
la  plus  simple  de  toutes  celles  qui  en  ont  été  données. 

181 1.  Summatio serierum  quarumdam  singularium.  Il  s'agit 
des  suites2 

1ax(x—  ')   (         la**   , 


]  — 

1  -  -, — 

II 
(I 

+ 

1  - 

-  a 

1 

— 

a"- 

L 

•  + 

1  — 

a 

1  - 

—  (i 

1 

a 

tard,  Eisenstein,  Lejeune-Dirichlet,  Cauchy,  Lebesgue,  Kroneeker,  Mertens  et  d'autres  encore 
ont  fait  voir  que  ce  signe  est  le  signe  -j-  . 

Ajoutons  que  c'est  dans  cette  même  section  que  le  symbole  i  a  été  introduit  dans  l'analyse, 
pour  remplacer  l'imaginaire  Y  —  1. 

1  Gauss  donne  les  expressions  des  polynômes  Y  et  Z  pour  p  =  3,  5,  7,  11,  13,  17,  19  et  2X. 
Legendre  a  donné  celui  correspondant  à  p  =  29.  En  général  on  les  calculera  à  l'aide  des  for- 
mules suivantes  de  Lejeune-Dirichlet 

Y  -  VVJ=  Sll \x-  t    P    )  ,  Y  +.ZV/J=  ^  \x  -  c    P 

Ce  dernier,  ainsi  que  Jacobi,  en  ont  tiré  la  solution  de  l'équation  de  Pell. 

2  Jacobi  en  a  donné  de  plus  générales,  déduites  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  dont 
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d  où  Gauss  tire  de  nombreuses  conséquences,  dont  la  valeur 
des  sommes 

XJ  -'3t  -x^  2ar7r      , 

X    cos X    SU)  .     ' 

-f       P        <$       p  ; 

et  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  fondamental. 

Ce  mémoire  passe  pour  une  des  plus  belles  productions 
du  génie  de  Gauss. 

1818.  Cinquième  et  sixième  démonstrations  du  théorème 
fondamental. 

1828.  Theoria  residuorum  biquadraticorum.  Commentatio 
prima.  Posons p  =  Au.  +  1  et  f'2  =  —  1  ;  les  entiers  inférieurs 
à  p  se  partagent  en  quatre  classes  également  nombreuses 

r  ,    r    ....    ;    p    ,    o    .....    o    .    p    .  ....    p    ,    pn  ,   ... 

des  racines  des  congruences 

(iauss  examine  le  nombre  des  solutions  des  congruences 
telles  que  /*  +  /''+  l  =  0,  les  relations  de  ces  nombres  entre 
eux,  et  en  tire  la  décomposition  de  p  en  une  somme  de  deux 
carrés2  ainsi  que  le  caractère  biquadratique  du  nombre  2  3. 

L832.  Ici.  Commentatio  secunda.  Il  étend  aux  nombres 
imaginaires  les  éléments  de  la  théorie  des  nombres,  con- 
tenus  dans  les  quatre  premières  sections  des  Disc.  Ar.  Il  en 
déduit   le   caractère    biquadratique    des    nombres   /±14,    et 


les  formules  sont  d'ailleurs  la  traduction  de  celles  de  l'arithmétique  quadratique,  cubique  et 
biquadratique.  Voir  la  démonstration  de  Lebesgue  (Journal  de  Liouville,    lsm) 

La  théorie  des  nombres  n'est  au  fond  que  l'étude  des  identités,  les  unes  simplement  algé- 
briques, les  autres  concernant  des  suites  de  termes  en  nombre  indéterminé  mais  fini,  comme 
celles  de  Gauss,  ou  bien  des  séries  élémentaires,  ou  des  séries  transcendantes,  ou  des  inté- 
grales définies.  C'est  Jacobi  qui  paraît  avoir  le  premier  soupçonné  ces  mystérieux  liens  qui 
unissent  l'analyse  des  quantités  continues  à  la  théorie  des  nombres. 

1  Ces  sommes  ont  été  calculées  autrement  par  Lejeune-Dirichlet. 

J  Suit  p  =  xa  +  4y*i  on  a  : 

—  +  -p^P  —  ')  ••■  <f*  H-  ') 

s  Gauss  avait  fait  la  découverte  de  ce  caractère  en  1805  et  l'avait  (ait  connaître  en  ISuT  dans 
une  lettre  a  Sophie  Germain. 

4  [are  sur  ce  sujet  l'intéressante  Contribution  à  l'étude  des  rés.  biquadr.  et  eub.  de  Sticljès, 
parue  dans  les  Archives  néerlandaises,  lS8:t,  et  reproduite  dans  les  A  lin.  de  ta  tac.  de  Toulouse. 

Lejeune-Dirichlet  a  démontré  la  loi  de  réciprocité  généralisée  de  la  même  manière,  et  a 
étendu  ses  recherches  aux  formes  quadratiques  à  coefficients  et  indéterminées  imaginaires. 
La  théorie  des  nombres  a  reçu  de  la  notion  des  imaginaires  une  nouvelle  impulsion,  grâce  sur- 
tout aux  travaux  de  Galois,  de  Kummer  et  de  Dedekind, 
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énonce  la  loi  générale  de  réciprocité  biquadratiqne,  démon- 
trée par  Eisenstein. 

1831.  Premières  applications  de  la  géométrie  à  la  théorie 
des  nombres. 

Considérons  deux  systèmes  de  parallèles  équidistantes  se 

coupant  sous  un  angle  0  dont  le  cosinus  est  égal  à  —p=  ;  ai>- 
1  &  °  y  ac        l 

pelons  \/ a  les  longueurs  des  divisions  d'un  des  systèmes 
de  parallèles  et  \/  b  celles  de  l'autre.  Prenons  Tune  des  in- 
tersections, 0,  ainsi  déterminées  comme  origine.  Le  carré  de 
la  distance  d'une  autre  intersection.  M,  à  l'origine  est 
ax%  -+-  2bxy  +  cy%,  x  et  y  désignant  les  nombres  de  paral- 
lèles rencontrées  par  OM  dans  chacun  des  deux  systèmes. 
La  surface  d'un  des  petits  parallélogrammes  ainsi  construits 
représente  la  racine  carrée  du  déterminant  b2 —  ac  ==  D. 

Si  on  remarque  que  par  tous  ces  points  passent  une  infi- 
nité de  systèmes  de  parallèles,  il  s'ensuivra  que  l'ensemble 
de  ces  mêmes  points  représentent,  non  seulement  la  forme 
ax*  -f  2b.vy  +  cy'Â,  mais  toutes  celles  qui  s'en  déduisent  au 

moven  de  substitutions  linéaires  telles  que  f    J  .  Dans  le  cas 

où  ay  —  fid  =  —  1,  le  nouveau  déterminant  est  égal  au  pre- 
mier ;  les  parallélogrammes  élémentaires  sont  égaux  et  il  y 
a  simple  translation.  Si  y.y  —  (5  =  —  1,  le  nouveau  détermi- 
nant est  égal  à  —  D  et  il  y  a  retournement. 

Les  formes  ternaires  font  l'objet  d'une  semblable  symbo- 
lisation  dans  l'espace  '. 


Le  reste  des  travaux  arithmétiques  de  Gauss  se  trouve 
dans  sa  correspondance  et  dans  ses  œuvres  posthumes.  Nous 
en  extrayons  seulement  ces  théorèmes  [Werke,  b.  \Y)  : 

(n)  désignant  le  nombre  des  fonctions  entières  du  degré  // 
suivant  le  module  p  et  «,  b,  c,  ...   les  facteurs  premiers  de 


1  Depuis  Gauss,  les  plus  éminents  géomètres  ont  utilisé  de  même  la  géométrie  pour  la  re- 
présentation des  théorèmes  arithmétiques  et  découvrir  de  nouvelles  propriétés  des  nombres. 
II  suffira  de  citer  les  noms  d'Eisensteiu.  Lejeune-Dirichlet,  Smith,  Ed.  Lucas,  Poincaré,  Cesàro, 
Hurwitz,  Klein.  Minkowski.  Gauss  parait  être  arrivé  ainsi  à  ses  théorèmes  de  la  composition 
des  formes.  (Voir  Klein,  Conf.  sur  Us  Math.  1898). 
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il,  on  a  : 

r,  pn=in[n)  +  (1    -\- a(a    —  b  b    +  ... 

n  n   =pn  -  lpa  -f  zpah  —  ...  > 

Le  nombre  des  points  dont  les  coordonnées  â'I'intérieur 
d'un  cercle  de  rayon  \/ n  sont  dps  nombres  entiers  est  2 

I  +  I  (E  "_eJ  +  e4- 
1  3  5 

Les  sujets  traites  sont  d'ailleurs:  l'analyse  des  résidus, 
dis  développements  sur  la  section  \  1 1  des  Disc/.  A/.,  les 
continences  en  général,  le  classement  des  formes,  la  repré- 
sentation géométrique  des  formes  ternaires  et  des  résidus 
biquadratiques,  enfin  une  théorie  des  nombres  complexes 
des  troisième,  cinquième  et  septième  degrés. 

Avec  Gauss  se  termine  la  deuxième  période  de  1  histoire 
de  L'arithmétique.  D'auxiliaire  de  l'algèbre  qu'elle  était  chez 
ce  profond  analyste,  —  surtout  dans  >es  Disq.  A/.,  —  elle 
va  reprendre  son  autonomie  et  appeler  à  son  aide  l'intuition 
géométrique,  la  théorie  des  séries,  celle  des  fonctions,  l'ana- 
lyse infinitésimale  et  plus  tard  la  théorie  des  ensembles,  qui 
permettront  d'entrevoir  et  même  de  formuler  certains  îles 
principes  qui  la  relient  à  l'analyse  générale;  de  sorte  qu'il 
ne  sera  plus  chimérique  d'espérer  soumettre  les  fonctions 
arithmétiques  a  ux  méthodes  habituelles  d'étude  des  fonctions, 
après  transformation  de  la  discontinuité  variable  des  éléments 
qu'elle  considère  en  discontinuité  infinitésimale.  D'abord  la 
théorie  des  moyennes,  créée  par  Legendre  el  Gauss,  mise 
dans  loui  son  jour  par  Lejeune-Dirichlet,  ne  sera  plus  qu  une 
première  approximation,  que  Tchebichefel  Riemannappren- 
dronl  a  perfectionner  par  de  géniales  conceptions.  Liouville, 
par  sa  découverte  des  nombre-,  transcendants,  créera  une 
branche   nouvelle  et   inattendue   de    l'arithmétique    el    dont 


-  deux  formules  «nit  été  trouvées  par  plusieurs  auteurs  ayant  la  publication  des  oeuvres 
posthumes  do  ii.m-~ 

-  nstein  .i  publié  la  même  chose  ■  a  !*ii    J  >urnai       I 
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l'étude  produira  d'importants  résultats  en  même  temps  qu'il 
ouvrira  un  domaine  immense  aux  recherches  des  savants. 
Les  lois  numériques,  —  particulièrement  celles  des  nom- 
bres premiers,  —  plus  savamment  attaquées,  livreront  de 
plus  en  plus  leurs  secrets,  et  l'idée  de  nombre  entier  paraî- 
tra si  primordiale  qu'on  pensera  à  en  faire  la  base  de  toute 
l'analyse  mathématique. 

Quoique  la  littérature  arithmétique  nous  soit  assez  connue, 
le  caractère  élémentaire  que  nous  avons  tenu  à  laisser  à  la 
présente  notice,  et  surtout  la  défiance  que  nous  avons  de 
nos  modestes  lumières,  ne  nous  permettent  pas  d'en  dire 
davantage  sur  cet  important  sujet,  dont  nous  avons  voulu 
seulement  essayer  d'expliquer  les  origines. 

A.  Aubry  (Dijon). 


LE    THEOREME    DE    PYTHAGORE 
EN  MÉTAGÉOMÉTRIE 


Dans  un  article  publié  au  42e  volume  du  Journal  de  C relie 
(année  1851,  page  280),  et  paru  la  veille  de  sa  mort,  Guder- 
mann  donnait  pour  le  triangle  rectangle  sphérique  de  côtés 
a,  b,  c  l'énoncé  et  la  démonstration  d'un  théorème  analogue 
à  celui  de  Pythagore  pour  le  triangle  rectangle  plan.  Si  S, 
S'  et  S"  sont  les  aires  des  carrés  ayant  pour  côtés  respectifs 
a,  b  et  c,  le  théorème  de  Gudermann  peut  s'exprimer  par  la 
relation 

L  (1  s)  =  ,.  (^T  S')  +  ,.  Il  S» 


en  posant  pour  abréger, 

_    .  ,       ,  /l  -I-  sin  x  , 
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Le  numéro  de  février  l!H>7  de  V Intermédiaire  des  Mathé- 
maticiens, rappelle,  page  48,  le  calcul  de  Gudermanu  sous 
le  titre  :  Novissima  verba.   Question  3121). 

Si  je  me  permets  de  revenir  sur  ee  point  assez  intéressant, 
c'est  qu'il  est  utile  de  l'appliquer  à  la  métagéomélrie,  et  de 
montrer  qu'on  peut  lui  faire  revêtir  une  assez  grande  variété 
de  formes  diverses. 

En  ellêt,  la  géométrie  générale  nous  offre  d'abord  plusieurs 
sortes  de  triangles  qui  ont  des  propriétés  similaires  de  celles 
du  triangle  pythagoricien  :  Ce  sont 

1°  le  triangle  rectangle  [a  hypoténuse,  b  et  c,  eathètes), 
relation  : 

cos  a  =:  cos  l>  .  cos  c   . 

OU 

ch  a  r=     cli  b  .     cli  c   . 

2°  le  triangle  inscrit  dans  un  demi-cercle  la  diamètre),  re- 
lation : 

•  2  a         •  2  h    ,     •  -i  c 

sur  —  =  sur  —   -|-  sur  —     , 
OU 

.  o  u  .  ,   l>  .  ..  c 

st.*  -  =    sh"   -  +    sh-  - 

3°  le  triangle  formé  avec  les  deux  côtés  principaux  de  l'an- 
gle droit  et  la  diagonale  principale  (diagonale  intermédiaire  , 
dans  un  quadrilatère  trirectangle,  relation  : 

tg2  a  =  lga  l>  -\-  tg-  c   , 

ou 

(h2  a—  th"A  -f  il.-  c  . 

4°  le  triangle  formé  avec  la  même  diagonale  principale  et 
les  deux  autres  cotés  du  même  quadrilatère,  relation  : 

siir  a  —  sur1  li  -\-  sin*  c    . 

OU 

sli2  a  =    sir  b  -\-    sh!  c    . 

Il  est  clair  d'ailleurs  que  le  triangle  \  a  pour  côtés  les 
moitiés  de  ceux  d'un  autre  triangle inscriptible  dans  un-demi- 
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cercle    2  .  En  géométrie  euclidienne,  ces  quatre  Cormes  de 
triangles  se  réduisent  à  une  seule. 

Pour  obtenir  une  traduction  métagéométrique  de  la  propo- 
sition de  Pythagore,  il  suffît  de  concevoir  une  ligure  plane 
élémentaire  dans  laquelle  une  fonction  simple  de  l'aire,  /  S ), 

puisse  être  égale  soit  à  log  eos  a ,  soit  à  sin2  -  ou  sin2  a,  soit 

enfin  à  tg2«,  et  d'en  Caire  autant  pour  b  et  c  dans  un  des  tri- 
angles qui  précèdent  ;  on  a  alors 

f(S)  =f(S')  +  /iS"!  . 

qui  est  la  traduction  demandée. 

Par  exemple.  Taire  du  cercle  de  rayon  a  étant  exprimée 
par 

a  =  4rt  sin*  —        ou        b  =  i-  sh*  —     , 


nous  avons  l'énoncé  général  : 

Quand  un  triangle  ABC  est  inscrit  dans  un  demi-cercle,  le 
cercle  de  rayon  BC  est  équivalent  a  la  somme  des  cercles  de 
rayons  AB  et  AC. 

Cet  énoncé  devient  encore  plus  saisissant  sous  la  Corme 
que  voici  : 

Si  BC  et  A  sont  un  diamètre  et  un  point  quelconque  d'une 
sphère,  la  somme  des  surfaces  sphériques  de  diamètres  AB 
et  AC  vaut  celle  de  la  sphère  entière. 

Cela  tient  à  ce  qu'en  métagéométrie  Taire  de  la  sphère 
égale  aussi  celle  du  cercle  de  rayon  double.  Le  schéma  ci- 
contre,  qui  rappelle  la  ligure  bien  connue  des  lunules  d'Hip- 
pocrate,  symbolise  a  merveille  le  théorème  pythagoricien,  et 

a    l'avantage   sur    la    ligure    dite    du 
ponl-au.x-ànes    de    demeurer    indé- 
pendant  du    système   de   géométrie. 
Mais  revenons  à  la  figure  même  de 
Pythagore,  c'est-à-dire  aux  quadrila- 
tères  construits   sur    les   côtés   d'un 
triangle.  Les  quadrilatères  simples,  réguliers  ou  seini-regu- 
liers    que    Ton    peut    construire   en    géométrie    générale    au 
moyen  d'un  longueur  donnée  l  sont  : 


me  ta  g  eo  me  trie 


',:,:; 


I"  le  carré,  qui  ;i  tous  ses  côtés  égaux  à  /,  et  ses  quatre  an- 
gles égaux  entre  eux.  L'un  d'eux  étant  désigné  par  r(). 


cos  '■>  —  —  l<r 


COS  '■'  =   lll"   - 


Taire  S  du  carré  vaut  4î(co  —  k)  ,  £  étant  pris  égal  à  ±  i, 

suivant  que  Ton  raisonne  en  géométrie  Riemannienne  ou  sur 
le  plan  Lobatschefskien  :  donc 


.     S 
sin    - 


tfi 


tha 


Dans  ce  calcul,  l'unité  d'aire  est  celle  du  trapèze  hypercy- 
clique  ayant  pour  base  l'unité  naturelle  U  et  pour  équidistance 

la  ligne  Y  de  sinus  circulaire  ou  hvperbolique  égal  à  i. 
La  médiane  m  du  carré  est  donnée  par  la  relation 


et  la  diagonale  d  par 


par  suite,  on  peut  exprimer  également  Taire  S  en  fonction 
soit  de  m  soit  de  d  en  écrivant 


m 

/ 

si  u 

2 

l.g 

2 

' 

d 
"2 

= 

V 

T 

sin 

et  aussi 


S  ,  d 

—  =  t  «z  -  — 


11.2 


2"  \e  pseudo-carré,  qui  est  un  losange  dont  tous  les  côtes 
sont  égaux  à  /,  mais  qui  a  deux  angles  droits  opposes  a  I  ex- 
trémité de  la  diagonale  principale  d,  et  deux  autres  angles 
égaux  à  L'extrémité  de  la  diagonale  secondaire  d' . 

Sa  surface  est  évidemment  la  moitié  de  celle  du  cane  qui 
a  pour  côté  d' ,  pour  médiane  d  et  pour  diagonale  21:  donc 


te  -r  =    le* 


.     s 

sin  — 


•4- 


1   2    ^ 
SU*    — 
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et 

•     S  d'  ..  d' 

sm  —  rs    tg'  —       ou        tir  —     . 

3°  le  quadrilatère  birectangle  isocèle  qui  a  les  trois  côtés 
consécutifs  des  angles  droits  égaux  à  /.  Son  aire  S  est  expri- 
mée par 

tg  S  =  2  siu2  —        ou        2  sh2  —     . 

Ces  quadrilatères  se  réduisent  aussi  à  un  seul  sur  le  plan 
euclidien. 

Eu  combinant  les  formes  principales  de  triangles  citées 
plus  haut  avec  celles  de  ces  quadrilatères  on  peut  donc  ob- 
tenir différents  énoncés,  au  premier  rang  desquels  se  trouve 
précisément  celui  de  Gudermann,  qui  pourrait  aussi  s'écrire 
d'ailleurs 

*rg  »h  (tg  jj  =  Arg  th  Ug   -J  +  Arg  th  (tg  — J     , 

S,  S',  S"  étant  les  aires  des  carrés  construits  sur  les  côtés 
a,  b,  c  d'un  triangle  rectangle. 

Par  exemple,  si  les  côtés  d'un  triangle  (2)  inscriptible  dans 
un  demi-cercle  sont  pris  pour  médianes  de  carrés  ou  diago- 
nales principales  de  pseudo-carrés,  on  a 

.S  .S'  .S" 

mu  -  =z  sin  —   -j-  s  m  — 

■i  -i  1 

dans  le  premier  cas,  et 

.S  .S'  .S" 

su,  -  —  sm  -  -f  su.  — -    , 

clans  le  deuxième. 

L'emploi  du  triangle   4    fou  fuirait  des  résultats  analogues. 

Et  encore,  les  aires  des  quadrilatères  birectangles  isocèles 
construits  sur  les  trois  côtes  du  triangle  inscriptible  sont 
liées  par  la  relation 

tg  S  =  tg  S'  +  tg  S" 

qui  donne,  somme  toute,  la  généralisation  la  plus  simple  du 
théorème  de  Pvthagore. 

il 
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Il  doit  d'ailleurs  exister  un  triangle  particulier  tel  que  si 
sur  chacun  de  ses  cotés  on  construit  un  carré  ou  un  des 
autres  quadrilatères  semi-réguliers,  leurs  aires  satisfassent 

à  la  formule 

S  =  S'  +  S"  . 

Il  serait  facile,  au  moyen  des  considérations  qlii  précèdent, 
de  calculer  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  côtés  de  ce 
triangle,  selon  la  nature  du  quadrilatère  choisi. 

P.  Barrarjn  (Bordeaux). 


SUR  LE  DERNIER  THEOREME  DE  FERMAT 

ET    LE 

CRITÉRIUM  DE  M.   A.  WIEFERICH 


Dans  un  article  intitulé  Znm  letzten  Fermalschen  Theorem 
(Journal  f.  reine  u.  angew.  Malhematik,  t.  136,  p.  293-302), 
M.  A.  Wieferich  vient  de  démontrer  un  théorème  impor- 
tant sur  lequel  je  désirerais  attirer  l'attention  des  lecteurs  de 
V Enseignement  mathématique.  En  voici  l'énoncé  : 

Si  l'équation  x1'  -f-  yp  -f-  zp  =  0  est  possible  en  nombres  en- 
tiers premiers  a  p,  le  quotient  de  2P_  —  1  par  p  est  divi- 
sible par  p. 

L'impossibilité  de  l'équation  de  Fermât  en  nombres  en- 
tiers premiers  à  p  est  donc  établie  par  tous  les  nombres  pre- 
miers y;  tels  que  2l'~l —  1  ne  soit  pas  divisible  par  p'2.  Elle 
est  établie  en  particulier  pour  tous  les  nombres  premiers  de 
la  forme  2"  ±  1  ,  c'est-à-dire  pour  les  nombres  de  Mersenne 
et  leurs  analogues  et  pour  tous  les  nombres  premiers  p  pour 
lesquels  la  division  du  cercle  en  p  parties  égales  peut  être 
faite  avec  la  règle  et  le  compas.  L'importance  de  ce  résultai 
n'échappera  à  personne. 

M.  Wieferich  a  déduit  son  critérium  des  corigruences 
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nérales  qui  ont  été  données  dans  un  article  <\\\  J .  /'.  reine  u . 
dngew.  Math.  t.  1.28,  p.  45  et  qui  découlent  du  reste  assez 
simplement  des  célèbres  recherches  de  Ruminer. 

L'importance  du  résultat  obtenu  par  M.  Wieferich  ma  dé- 
terminé à  reprendre  l'étude  de  ces  congruences.  Je  me  suis 
demande  s'il  était  possible  de  simplifier  sa  démonstration. 
Or,  en  examinant  de  plus  prés  la  congruence  tinale  de  la- 
quelle M.  Wieferich  a  déduit  son  théorème,  on  ne  peut  ne 
pas  être  frappé  de  l'analogie  qu'elle  présente  avec  la  formule 
connue  d'Euler  donnant  la  somme  alternée  des  puissances 
<\i'^  premiers  nombres  entiers.  Il  était  donc  naturel  de 
prendre  celte  formule  d'Euler  comme  point  de  départ. 

Je  montrerai  que  la  congruence  de  M.  Wieferich  est  une 
conséquence  de  la  formule  d'Euler. 

Congruences  fondamentales.  Rappelons  d'abord  le  crité- 
rium qui  découle  des  recherches  de  Kummer. 

Désignons  par  y.{t)  ou  oi  le  polynôme 

t  _  o'-'r  +  :}'-'/:i  -  ...  -  (/>  -  Ji'-V-1  . 

En  faisant  i  =  1 ,  2,  3  ...  />  —  1  ,  on  aura  p  —  1  polynômes, 
mais  nous  n'aurons  à  considérer  que  les  polynômes  y.  à  in- 
dices impairs  et  le  polynôme  <p  _,  . 

Supposons  maintenant  que  l'équation  de  Fermât 

XP    _|_    yP    _|1    ZP    —   0 

admette   une  solution  x.  y,  z   première  à  p.   Soit   t  l'un  des 

rapports  -;-,--,  —  ,-,  -ou,  ce  qui  revient  au  même,  son 
1  l  y      x       z      x       z       y  ' 

reste  (mod/j).  Puisque,  par  hypothèse,  .r,  ?/,  z  sont  premiers 

à  />.   le  nombre  /  n'est  congru  ni  à  0,  ni  à  —  1  (mod/;).  Voici 

alors  comment  s'énonce  le  critérium  que  je  voulais  rappeler  : 

Chacun  des  six  rapports  /  vérifie  le  système  des  con- 
gruences 

Bp_i?i(t)  =  0        (modp) 

(1)  "T 

[i  =  3  ,5,  ...  p  —  2) 
B,-t-  étant  le  ^"  noral>re  de  Bernoulli. 
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A  ces  <—= —  congruences  nous  pouvons  adjoindre  la  sui- 
vante 

(2)  fp_x(t)  =  0  , 

qui   résulte  des  congruences     !    et  qu'on   peut   aussi  établir 
d'une  manière  directe   c\'.  J.  f.  Malh.,  t.   128,  p:64  . 

Nous  avons  donc  en  lout^— ~ — congruences  1  ,  (2).  Appe- 
lons-les eono-ruenees  fondamentales. 

Congruence  de  M.  Wieferîeh.  Nous  allons  établir  mainte- 
nant la  congruence  nouvelle  de  laquelle  M.  Wieferich  a  dé- 
duit son  critérium.  Je  partirai,  comme  je  l'ai  dit,  de  la  Cor- 
mule  d'Euler 


(3)  l2„+1  _  22„+1    +   32„+,  _  +   (_   ,  (H-y,l+, 

=(- ■  r  ;  l^  +  C2"  +  l)^pV«  -  (2n + !  )  vVr-  + ... 


/O.,       I        I  \    -1-"  I  O-"   I  -  I 

+  (-ir'(|:iî)2-^iB,./  +  (-ir^iiB„+,j 

■>-"+-  i 

+  I-  l)' -B    ,-. 

^   '  2/;  +  2        "  +  1    ' 

(Cf.  L.  Saalschûtz,  Vorlesungen  liber  die  Bernoullischen  /ail- 
le n,  p.  53). 

Posons   2/z  -f-  1  =  p  —  2  ,     faisons    y  =  1 .  2.  3,  ...  p  —  l , 
multiplions   les   égalités  ainsi   obtenues  respectivement  par 

/,  /".  /' ,  ...  lp~    et  ajoutons. 
Il  viendra 


p — 2  p — 2  p — 2      2  p — 2  n — 2  p — 2      p — 1 

v    «  +  {i      -  2P    \t  +  ...  +  ir     —  27     +  ...  —  i^  —  if    >r 

1  /p  —  2\  22  —  1  (v  —  2\  24  —  I 

=  SV-t  +  ('    i    )-2-B"^-('3    )-S-B-V-.  +  ~ 


+  (— n b„2(« +/  +  .- +  r     i 

i»  —  l 


n  —   I 

en  posant  p  =  { — = — 
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Multiplions  cette  égalité  par  t  —  1  ;  son  premier  membre 
devient 


V_i  +  |  ip  '  —  >2P  2 


-(p 


Nous  obtenons  ainsi  la  formule 


p — 2  p — 2  p — 2      v  1 

«-»i(p72)^-1^_s-(^2)^B,f_4  + 


+  I-  i) 


*  ¥ 


-  4/     »  —  3 


Bv_!*3       +(-1) 


B, 


y;  -   1         *  +  1  ,' 


qui  est  une  identité  en  /. 

Si  maintenant  on  l'envisage  comme  une  congruence  (mod/>>, 
on  a  le  droit  de  supprimer  le  dernier  terme,  à  la  condition 
que  t  soit  différent  de  —  1  (mod  p  .  En  effet,  le  facteur  /;  qui 
figure  au  dénominateur  de  B„  disparait  eu  multipliant  par 
2P  —  2  et  d'autre  part  tp  —  /  s'annule  pour  toutes  les  valeurs 
entières  de  t  (mod/;). 

Mais  en  supprimant  le  dernier  terme  de  (4)  on  obtient  pré- 
cisément la  congruence  finale  de  laquelle  M.  Wieferich  a 
tiré  son  critérium    I.  c,  n°  3,  form.  (18;). 

On  voit  donc  que  la  congruence  de  M.  Wieferich  résulte 
de  l'identité  (4),  qui  est  une  conséquence  de  la  formule  d'Eu- 
ler.  Mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie,  et  c'est  là  un  point 
sur  lequel  je  voudrais  attirer  l'attention  :  il  ne  serait  pas  fa- 
cile de  déduire  l'identité  (4  de  la  congruence  de  M.  Wie- 
ferieh. 

Supposons  maintenant  que  l'équation  de  Fermât  soit  pos- 
sible en  nombres  entiers  premiers  à  p.  Il  existera  alors  une, 
et  même  plusieurs  racines  /  différentes  de  0  et  de  —  l  qui 
annuleront  les  premiers  membres  des  congruences  (1)  el  2). 
L'égalité  (4  se  réduira  à  son  premier  terme  et  nous  aurons 
la  condition 


,p-2 


+  ...-</> 


p-2 


Pi 
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Or  le   premier  membre   de  celte  congruence   est   congru 
à (mod  p)   (cf.    P.   Bachmann,    Niedere    Zahlentheorie, 

p.  163). 
D'où 

P  ' 

C.  Q.  F.  D.  D.  Mirimanoff  (Genève  . 


MELANGES   ET  CORRESPONDANCE 


Notations  rationnelles  pour  le  système  vectoriel1. 

s.  —  Réponse  de  MM.  Burali-Forti  et  Marcolongo 
à  MM.  Timevding  et  Wilson. 

Nous  remercions  vivement  M.  Fehr  davoir  ouvert,  dans  V En- 
seignement mathématique,  une  discussion  sur  les  notations  ration- 
nelles pour  le  système  vectoriel  minimum  que  nous  avons  pro- 
posées en  I'.mis;  nous  remercions  aussi  MM.  Timerding,  Wilson 
et  Peano,  qui  ont  accepté  l'invitation  de  M.  Fehr.  et  ont  bien  voulu 
faire  connaître  leurs  observations. 

Le  tableau  qui  contient  nos  propositions  a  été  publié  dans  les 
Rendiconti  del  Circolo  matematieo  di  Palermo,  t.  \.\\  .  1908,  à  la 
fin  de  notre  Nota  IV,  Per  V unificazione  délie  notazioni  vettoriali. 
I/uu  de  nous  le  présenta  au  IV""  Congrès  international  des  ma- 
thématiciens à  Rome  :  il  a  été  ensuite  imprimé  à  part  e1  reproduit 
par  plusieurs  journaux  scientifiques  et  par  V Enseignement  r>  jan- 
vier L909  . 

Il  semble,  malheureusement,  que  nos  notations  soient  connues 
surtout  par  notre  tableau  :  mais  ce  tableau  esl  le  résumé  de  toutes 
les  études  que  nous  avons  faites  sur  la  question  de  l'unification 
et  que  nous  avons  publiées  dans  les  Rendiconti  del  Circolo  mate- 


1  Voir  l'Ens.  math.,  XI»  année,  n»  •  1  <  1   15  janvier  1909,   |>.  11-45;  n»  du   15  mars,  p.  124-134; 
n«  du  15  mai,  p.  21 1-217  :  n»  Un  1">  juillet,  p.  341. 
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matico  diPalermo1.  C'est  donc  à  ces  noies  que  nous  devrons  tou- 
jours mois  reporter  pour  répondre  aux  critiques  qui  nous  ont  été 
faites. 

Les  idées  ([lie  nous  avons  exposées  dans  ces  travaux  ont  été 
ensuite  développées  dans  deux  livres  qui  viennent   de  paraître-. 

Apres  avoir  rappelé  tout  cela,  qu'il  nous  soit  permis  de  répondre 
brièvement  aux  observations  de  MM.  Timerding  et  Wilson,  pour 
éclaircir  surtout  quelques  questions  scientifiques  étroitement  liées 
à  la  question  des  notations  vectorielles. 

Sri!    LES    REMARQUES    DE    M.  TlMERDING. 

1.  M.  Timerding  a  présenté  sans  doute  des  observations  très 
intéressantes.  Xous  trouvons  aussi,  comme  M.  Peano,  très  oppor- 
tunes les  modifications  de  X  et  /\  en  x  et  ^  .  indépendamment 
des  difficultés  typographiques,  ainsi  que  les  locutions  proposées 
par  M.  Timerding.  Nous  n'insistons  pas  davantage  sur  la  notation 
mod ,  et  nous  trouvons  très  concluants  les  arguments  de  M.  Peano 
pour  changer  mod  en  T,  ou  M,  ou  m.  La  notation  |a|  est  à  rejeter 
absolument  ;  elle  empêcherait  l'usage  du  signe  |  {index)  très  utile 
dans  le  système  de  Grassinann;  elle  est  contraire  à  toutes  les  no- 
tations employées  pour  les  fonctions,  et  nous  ne  pouvons  pas  ad- 
mettre, avec  M.  Timerding,  que  mod  a  a  n'est  pas  une  fonction 
proprement  dite 

Mais  le  changement  de  —  en  -  ,  ne  nous  parait  pas  admissible. 
En  voici  les  raisons.  Avant  tout  si,  comme  a  observé  justement 
M.  Peano,  les  petits  signes  ont  le  but  de  lier  et  les  grands  signes 
celui  de  séparer,  le  changement  proposé  donnerait  au  signe  — 
une  signification  qu'il  n'a  certainement  pas. 

L'observation  (pie,  sans  les  formations  géométriques  Ff  de  pre- 
mière espèce  de  Grassmann,  d'une  équation  de  la  forme 

A  —  S+B  —  S  +  C  —  S  =  0   , 

on  ne  peut  pas  déduire 

S  =  A  +  B  +  C   , 
o 

esl  juste  Nota  II,  nos  G,  7  ;  mais  cette  résolution  devient  possible 
dis  que  l'on  a  li\é  l'algorithme  de  ces  formations,  qui  fait  partie 
du  système  minimum. 


1  Per  l'unificazione  délie  notazioni  vettoriali.  Rendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo; 
Nota  1",  I.  XXIII,  324-328  (1907);  Nota  2«,  t.  XXIV,  (i.J-80;  Nota  3»,  t.  XXIV.  :US-332  11907); 
Nota  V\  t.  XXV.  352-375;  Nota  .".'.  I.  XXVI,  369-377  (1908). 

-  Eleinenti  di  Calcolo  vettnriale  cmi  numerose  applicazioni  alla  Geometria,  alla  Meccanica  e 
alla  Fisica-matematica.   Bologna,  N.  Zanichelli,  1909;  pp.  I-V;  1-174. 

Omografie  vettoriali  con  applicazioni  aile  da  ivate  rispetto  ad  un  punto  e  alla  Fisico- mate- 
matica.  Torioo,  G.-B.  Petrini,  1909;  pp.  I-Xl.  î-m. 
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Enfin  il  y  a  une  autre  considération  pour  ne  pas  accepter  ce 
changement.  On  peut  déduire  ions  les  systèmes  vectoriels  de  celui' 
de  Grassmann,  el  de  tout  système  vectoriel  y  compris  le  système 
minimum  on  doit  pouvoir  déduire  le  système  de  Grassmann 
[Note  \.  n°  .'{(S  ;  or,  dans  celui-ci,  on  ne  saurai)  pas  changer  -j- 
et  —  ,  qui  oui  toutes  les  propriétés  «1rs  mêmes  signes  algébriques, 
en  +  et  —  . 

2.  La  notation  de  bivecteur  es1  certainémenl  nécessaire;  sur  ce 
point,  non  seulement  nous  sommes  de  la  même  opinion  que 
M.  Timerding,  mais  nous  allons  bien  plus  loin  encore,  car  nous 
croyons  nécessaire  tout  entier  le  beau  système  de  Grassmann 
(Note  V,  n°  36  .  Cependant  il  y  a  des  cas  où  cette  notion  n'est  pas 
nécessaire  et  les  applications  que  nous  avons  faites,  sans  nous 
servir  de  la  notion  de  bivecteur,  n'ont  rien  perdu,  croyons-nous, 
de  leur  caractère  géométrique. 

M.  Timerding  croit,  peut-être,  que  ce  prétendu  défaut  de  carac- 
tère géométrique  dérive  de  l'impossibilité  de  considérer  le  pro- 
duit interne  d'un  vecteur  u  par  un  bivecteur  c/>. 

Or  il  est  facile  de  voir  cpie  cette  impossibilité  subsiste  encore 
même  après  l'introduction  des  bivecteurs  et  des  trivecteurs. 

Si  u  et  v  sont  des  vecteurs;  <p  et  ip  des  bivecteurs,  et  si  les  pro- 
duits internes  ou  scalaires  uXv,  yXift,  ont  la  signification 
usuelle,  l'on  a 

I  1 1  U  X  V  =  — -—   ,  *  X  é  =  J-L-L    : 

il  r  II 

Si  est  le  trivecteur  unité;  |  v  le  bivecteur  index  de  v;  |  ip  le  vec- 
teur index  de  ip  ;  u  |  V  le  produit  alterné  progressif  de  u  par  v; 
<jP  |  xp  celui  de  <p  par    |  ip . 

Le  produit  scalaire  u  X  (p  de  u  el  y.  est,  pour  M.  Timerding, 
le  volume  d'un  parallélipidède  dont  la  hase  est  r/>,  et  u  esl  l'arête. 
Par  conséquent 

U  x  ?  =  ÏT  ' 

puisque  \up  est  le  produit  alterne  de  u  et  c/>    trivecteur  . 

Alors  pour  le  produit  scalaire  u  X  y>  .  ou  brièvement  ux  </>. 
de  u  et    !  (p,  on  aura,  d'après    I  . 

u  M  y        uv 
3  u  x  \v  =  -^  =     '-  . 

il  il 

puisque  l'opérateur     a  pour  carré  I  unité. 

Les  expressions  (2)  el   (3)  montrent   que  la    notation    u  X  <p   n'e>l 

pas  régulière  et  doit  être  remplacée  par  u  x   </>  • 

On  peut  certainement  admettre  la  notation   u  X  (p  :    mais  a  cou- 
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ditioii  de  rejeter  les  notations  (1),  qui  sont  acceptées  par  tons  les 
autours. 

L'opération  /\  confirme  la  régularité  de  la  notation  u  X  |  (p  et 
L'irrégularité  de  L'autre  u  X  <p  •  En  effet,  si  y  est  le  produit  alterné 
des  doux  vecteurs  a.  b,  on  a 

?  =  a  A  h  • 
«•t.  pour  (3), 

uxl^uxaAb  . 

qui  exprime  le  volume  considéré  par  M.  Timerding.  tandis  que 
de  (2)  on  obtiendrait 

u  x  <?  =  u  x  (ab)  . 

et  le  second  membre  n'a  pas  de  signification. 

3.  Dans  les  Elementi,  p.  72  :  et  dans  les  Omogi'afie  çettoriali, 
n"  25,  p.  61,  nous  avons  donné  les  deux  formules 

A/h   =  div  grad  m 

A'u  =  grad  div  U  —  rot   rot  U   . 

On  voit  aussitôt  quelle  immense  différence  il  y  a  entre  les  deux 
opérateurs  J  et  J' ,  pour  lesquels  les  auteurs  ont  adopté  la  seule 
notation  J„  ou//,  parce  que  ces  opérateurs  ont  la  même  expression 
cartésienne.  Ce  n'est  pas  une  raison  qui  peut  justifier  l'usage  d'un 
seul  signe  pour  indiquer  des  choses  bien  différentes  ;  au  contraire, 
elle  prouve  encore  une  fois  que  l'usage  systématique  des  coor- 
données peut  faire  envisager  des  pseudo-opérateurs  qui  n'ont  plus 
de  caractère  géométrique  et  logique!  L'exemple  des  quaternions 
de  Hamilton  est  très  instructif  (Note  III,  n"  1.")). 

M.  Timerding  croit  trouver  une  autre  justification,  puisqu'il  ob- 
serve que  l'on  a  une  même  notation  pour  la  dérivée  de  //  (nombre) 
ou  de  u  (vecteur)  par  rapport  à  une  direction  n  (vecteur)  fonctions 
d'un  point  I*.  c'est-à-dire 

ôfi  c^U 

on    '  dn 

.Même  en  faisant  abstraction   du  défaut  de  caractère  absolu  de 

la  notation        ,  car  il   n'est  pas  possible  lie  définir  n  ;   nous  vou- 

bii  '         ' 

Ions  lui  faire  observer  «pie.  dans  ce  cas,  l'application  d'un  même 

signe  —  (à  n  ou  à  u)  n'est  pas  illogique;  car  nous  avons,   sous  la 

forme  absol  ue, 

bu        du  ru  du 

h~n  =  d\> n  '       y«  =  dv  n 
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e1  yr,  esl  toujours  le  symbole  d'une  transformation  Linéaire  [Omo- 

grafie  vettoriali,  n°21,  p.  45)  applicable  à  un  nombre,  à  un  vecteur 
ou  à  une  homographie  fonctions  de  P.  C'esl  donc  un  cas  bien  dif- 
férent de  celui  de  y . 

4.  M.  Timerding  dit  enfin  :  «  De  plus,  on  doit  se  demander, 
comment  il  faut  définir  les  opérations,  quand  on  ne  veut  pus  se  ser- 
vir des  méthodes  cartésiennes,  comme  est,  à  ce  qu'il  paraît,  dons 
les  idées  des  nu  te  tus.  » 

La  réponse  à  cette  question  a  été  déjà  donnée  dans  nos  deux 
livres  :  Elementî,  pp.  (i(3-74  ;  Omografie  vettoriali,  n"  22-25, 
pp.  49-64. 

A  la  fin  de  son  important  article.  M.  Timerding-  a  bien  voulu 
reconnaître  l'importance  de  l'unification  des  notations  vectorielles, 
car  «  le  désaccord  actuel  dons  la  terminologie  vectorielle  est  presque 
sans  exemple»,  et  le  progrès  réel  qu'il  y  aurait  si  nos  notations 
rationnelles  étaient  adoptées. 

En  le  remerciant  de  son  adhésion  presque  entière  à  notre  sys- 
tème, nous  espérons  atteindre  le  but,  que  nous  poursuivons  de- 
puis quelques  années,  par  nos  travaux  et  surtout  par  nos  deux 
livres. 

Sur  les  remarques  de  M.  Wilson. 

1.  La  variété  des  notations  employées  dans  le  calcul  différentiel 
et  intégral  est  seulement  formelle  ;  elle  est  parfaitement  logique, 
et  n'a  rien  à  voir  avec  le  chaos  des  notations  vectorielles. 

Ainsi  en  analyse,  la  dérivée  (totale  ou  partielle),  l'intégrale 
(simple  ou  multiple)  sont  désignées  par  des  opérateurs  qui  peuvent 
indifféremment  ehanger  de  forme  et  de  position. 

Dans   le  calcul  vectoriel,  au  contraire,  pour  le  produit  vectoriel 

de  a  et  b,  on  a  la  notation  complète  V  {  (l  a)  (I  b)  j  ,  abrégée  en 
V(ab);  la  notation  |  (ab)  ,  qui,  dans  Le' calcul  de  Hamilton  et  de 
Grassmann,  sont  très  exactes.  \  et  |  sont  des  symboles  de  l'onc- 
tion d'une  seule  variable;  c'est-à-dire,  dans  les  deux  cas.  Le  pro- 
duit quaternional  de  deux  quaternions  droits  ou  le  produit  alterné 
de  deux  vecteurs  (hi vecteur). 

Pour  les  auteurs  qui.  ne  faisant  pas  usage  des  quaternions,  em- 
ploient la  notation  abrégée  de  Hamilton,  \  (ab)  est  fonction  d'un 
certain  produit  Le  produit  complet  que  nous  n'avons  pas  encore 
réussi  à  comprendre,  ou  bien  il  est  fonction  de  deux  variables. 

Dans  les  notations  a  .  b]  ,  [a  ,  b]  Le  symbole  de  fonction  est  [  ]  , 
contrairement  a  toutes  les  lois  ordinaires  algébriques  et  L'on  ne 
sait  pas  s'il  s'agit  d'une  fonction  d'une  ou  de  c\vu\  variables.  Enfin, 
dans  la  notation  de  Gibbs,  a  X  b  :  el  dans  la  nôtre,  a  ,'  b  .  X opé- 
ration a  pris  la  place  de  la  fonction. 
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Peut-on,  sérieusement,  comparer  tout  cela  avec  La  variété  pure- 
ment logique  des  notations  de  Leibniz,  La  grange,  Cauchy? 

2.  M.  Wilson  se  demande  ensuite  :  «  L' uni  formai'  des  notations 
(luns  l'analyse  vectorielle  est-elle  réellement  importante?  »  Il  croit 
que  non,  parce  que  ■■  les  formules  et  les  opérations  d'analyse  vec- 
torielle actuellement  employées  dans  les  divers  traites  de  méca- 
nique, électricité,  magnétisme  et  théorie  électromagnétique  sont  en 
fort  petit  nombre  et  ne  sont  par  conséquent  pas  difficiles  à  com- 
prendre, quelle  que  soit  la  notation  employée  par  l'auteur.  » 

C'est,  sans  doute,  une  raison  fort  concluante  ! 

Les  applications  à  la  géométrie,  à  la  mécanique',  à  la  physique 
que  nous  avons  laites  (Note  l\  :  Elementi,  pp.  95-155;  Omografie 
vettoriali,  pp.  65-111)  prouvent  clairement  que  le  calcul  vectoriel 
est  applicable  dune  manière  complète  à  toutes  les  questions  qui 
se  présentent  dans  ces  sciences.  Et  nous  croyons,  avec  M.  Timer- 
ding,  que  c'est  surtout  la  variété  des  notations  qui  a  jusqu'ici 
borné  les  applications  de  l'analyse  vectorielle.  Naturellement  nous 
parlons  de  la  variété  et  (\i\  défaut  de  correction  logique,  la  variété 
formelle  n'ayant  pas  une  grande  importance. 

3.  «  Une  uniformité  quelconque  pourrait-elle  être  imposée  ?  »  se 
demande  encore  M.  Wilson. 

M.  Klein  a  très  justement  observé  que  dans  le  calcul  vectoriel 
ne  sont  pas  en  jeu  des  intérêts  matériels  d'ordre  extérieur,  comme 
dans  l'Electrotechnique  ;  on  ne  saurait  donc  imposer  une  unifor- 
mité quelconque. 

Mais  l'uniformité  logique,  qui  domine  l'algorithme  universel  de 
l'algèbre  et  de  l'analyse,  doit  s'imposer  d'elle-même.  Et  cela  n'ar- 
rivera pas  par  la  force  brutale  des  intérêts  matériels,  mais  par  la 
force  de  la  rigueur  scientifique,  la  seule  admise  dans  les  mathé- 
matiques. 

Une  fois  que  l'on  aura  rejeté  les  idées  imprécises  ou  absurdes 
et  les  notations  qui  en  dérivent,  le  champ  est  si  borné  que  l'uni- 
formité sera  obtenue  tout  de  suite,  exception  faite  pour  la  l'orme 
des  symboles,  ce  qui  est  une  question  tout  a  l'ail  secondaire.  Tel 
est  le  but  ipie  nous  espérons  atteindre  par  nos  travaux,  (les  tra- 
vaux n'ont  pas  permis  l'acceptation   officielle,  de  la  part  du  IV 

Congrès  international  «les  mathématiciens  à  Rome,  de  l'un  des 
systèmes  vectoriels  actuellement  connus.  Cela  nous  fait  espérer 
(pie  nous  réussirons  ! 

\.  M.  Wilson.  après  avoir  observé  la  grande  variété  des  appli- 
cations de  l'analyse  vectorielle,  ajoute  encore:  «  Il  semble  impos- 
sible et  certainement  inutile  d'établir  un  ensemble  île  imlations  uni- 
formes pour  un  nombre  aussi  considérable  de  sujets  et  de  met/iodes 
que  ceux  au. rancis  les  vecteurs  peuvent  s'appliquer.  » 

Il  n'y  a  rien  d'impossible  et   nous  l'avons  démontré  avec  nos 

Notes  et   avec   nos  deux    livres. 
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Les  vecteurs  changent-ils  de  nature  selon  leurs  applications  à 
des  questions  de  physique  ou  de  géométrie  ?  Alors  il  est  certaine- 
ment inutile  de  fixer  un  ensemble  de  notations  uniformes.  Mais 
M.  Wilson  sait  très  bien  que  les  vecteurs,  leurs  opérations  et  leurs 
fonctions  restent  toujours  les  mêmes  dans  les  applications;  l'uni- 
fication des  notations,  dans  le  sens  dont  nous  avons  déjà  parlé, 
s'impose  alors  comme  une  nécessité  absolue. 

M.  Wilson  a  parfaitement  raison,  s'il  parle  des  auteurs  qui  nous 
ont  précédés,  lorsqu'il  observe  :  «  On  doit  remarquer  que,  tant 
que  V analyse  vectorielle  traite  de  questions  de  physique,  elle  se 
sert  presque  exclusivement  du  système  de  coordonnées  rectan- 
gulaires   »  Mais  nous  croyons  qu'il  n'a  pas  le  droit  déjuger  le 

futur;  pour  Le  présent,  nos  travaux  lui  prouvent  qu'il  a  tort. 

.").  Nous  n'avons  pas  considéré  les  fonctions  vectorielles  li- 
néaires. «  C'est  une  omission  sérieuse,  observe  M.  Wilson,  car  la 
considération  de  la  fonction  vectorielle  linéaire  peut  jeter  un  jour 
nouveau  sur  la  question  de  ce  qui  est  nécessaire  pour  le  système 
minimum.  » 

A  la  fin  de  la  Note  III  nous  avons  dit  la  même  chose  ;  et  dans  la 
Note  V  nous  avons  rappelé  bien  d'autres  lacunes  du  système  mi- 
nimum. Nous  avons  commencé  nos  études  par  ce  système;  mais 
tout  était  déjà  prêt  pour  l'étude  des  fonctions  linéaires  (pie  nous 
avons  faite  dans  notre  livre  Omografie  vettoriali.  En  un  mot.  nos 
travaux  vont  bien  au  delà  du  système  minimum. 

Dans  notre  livre  M.  Wilson  pourra  voir  (pie  l'étude  de  la  dyade 
de  Gibbs  n'est  pas  le  seul  moyen  pour  comprendre  ce  (pie  sont  les 
vecteurs  et  leurs  opérations.  La  (lipide  est  un  opérateur  vectoriel 
Note  Y,  note  8]  défini  par  deux  vecteurs  a  et  b.  Cet  opérateur 
pourra  donner,  peut-être,  notre  homographie  lia,  b  ,  p.  20.  mais 
il  est  impossible  qu'il  donne  aussi  les  opérateurs  généraux,  c'est- 
à-dire  les  «  dérivées  par  rapport  à  un  point  ».  (les  operateurs 
sont  en  effet  à  neuf  dimensions,  et  ils  devraient  dépendre  de  trois 
et  non  pas  de  deux  vecteurs;  mais  il  est  important  d'observer 
qu'on  peut  seulement  exprimer  une  telle  dépendance  de  trois  vec- 
teurs au  moyen  des  trois  autres  vecteurs  //.ces  de  référence  ;  la 
dépendance  est  donc  tachygraphique  et  non  absolue.  La  dyade 
n'a  pas  le  caractère  (pie  M.  Wilson  lui  attribue. 

Il  semble  que  M.  Wilson  esl  de  l'opinion  (pie  la  seule  manière 
de  voir  qu'il  //  a  mm  seulement  2,  mais  3  produits  de  vecteurs,  soit  : 
le  produit  scalaire,  le  produit  vectoriel  et  le  produit  dyade  »,  est 
La  considération  des  systèmes  Linéaires  de  (iil>l>s.  Nous  deman- 
dons alors  :  le  produit  alterne  (bivecteur)  de  (  '.  rassniann  dérive-t- 
ilde ces  trois  ?  n 'est -il  pas  fondamental?  les  au  très  opérateurs  de 
notre  Omografie  sont-ils  inutiles!'  les  quaternions,  ou  les  quater- 
nions  droits,  dérivent-ils  de  ta  dyade  .' 

6.    On    peut    toujours    exprimer    un    opérateur    vectoriel    par    des 
L'Enseignement  mathém.,  Il*  année;  1909.  30 
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coordonnées;  il  fonctionne  alors  comme  tachygraphe.  C'est  un 
tachygraphe  accidentel,  s'il  peut  être  défini  indépendamment  des 
coordonnées  ;  il  est  au  contraire  essentiel,  si  une  telle  définition  ab- 
solue n'est  pas  possible. 

Les  opérateurs  p.  ,  p  X  de  Gibbs  (Note  III,  n.  17)  sont  des  opé- 
rateurs absolus,  car  la  div  et  la  rot  peuvent  être  définies  sans  les 
coordonnées  [Elementi,  pp.  66-71  ;  Omografie  vettoriali,  pp.  56-60]; 
p.  au  contraire,  est  un  tachygraphe  essentiel  et  le  signe  .  .  ou  X  , 
qui  le  suit,  est  un  opérateur,  qui,  sans  les  coordonnées,  n'a  plus 
de  valeur.  La  même  ebose  a  lieu  pour  u  grad  ,  qui  n'a  rien  à  voir 
avec  la  fonction  grad  [Omografie  vettoriali,  p.  51],-  et  dans  lequel 
grad  figure  pour  une  analogie  cartésienne  tout  à  fait  accidentelle; 
et  aussi  pour  J  et  J\  comme  nous  avons  déjà  observé  dans  notre 
réponse  aux  observations  de  M.  Timerding  (n.  3)1. 

Après  avoir  rappelé  tout  cela,  il  nous  faut  observer  que  si  //, 
dans  certaines  formules,  suit  les  mêmes  lois  que  des  vecteurs,  ce 
n'est  pas  une  raison  pour  justifier  la  dénomination  de  vecteur 
symbolique  ;  car  la  qualité  d'être  symbolique  ne  peut  pas  détruire 
l'autre  d'être  vecteur  et  p  n'est  pas  un  vecteur,  c'est  un  tachy- 
graphe. Et  si  M.  Wilsôn  se  fût  donné  la  peine  de  lire  ce  que  nous 
avons  écrit  au  n°  17  de  notre  Note  III,  à  propos  des  notations  de 
Gibbs.  il  n'aurait  pas  écrit  que  notre  affirmation  est  fausse. 

En  conclusion,  peut-on  admettre,  dans  les  mathématiques,  un 
même  nom,  un  même  signe,  pour  indiquer  deux  choses  diffé- 
rentes ?  Nous  ne  le  croyons  pas  ;  par  conséquent  nous  n'avons  pas 
suivi  et  nous  ne  suivrons  jamais  cette  voie,  qui  conduit  inévita- 
blement à  faire  des  confusions. 

Août  1909.  C.  Burali-Forti  et  R.  Marcolongo. 


Sur  le  principe  d'induction  complète. 

On  reste,  semble-t-il,  encore  indécis  sur  le  rôle  à  attribuer,  en 
Arithmétique,  au  principe  d'induction  complète.  Ce  principe  ne 
serait-il  pas  tout  bonnement,  selon  l'expression  de  M.  Poincaré, 
une  définition  déguisée? 

Si  l'on  admet  qu'une  théorie  purement  rationnelle  doit  se  rap- 
porter aux  concepts  les  plus  généraux  possédant  les  propriétés 
dont  elle  s'occupe,  le  véritable  objet  de  l'Arithmétique  est  l'étude 
de  certains  types  ordinaux  et,  en  premier  lieu,  du  type  ordinal 
auquel  appartient  la  suite  des  nombres  naturels  et  que  G.  Cantor 


1  La  taehvgraphie  cartésienne  ne  peut  se  passer  de  tels  pseudo-opérateurs  vectoriels. 

M.  K.LKIN  [EUmentarmathematik  vom  hôheren  Standpunkte  ans,  cours  àutographié,  t.  II, 
pp.  4 lî - 1 3 V •  ]  expose,  eu  la  simplifiant,  la  première  méthode  analytique  de  Graâsmann. 

U  est  bien  connu  que  M  Puaho  [Ctùcolo  geometrico  seconda  l'Aitsdehnungslehre  di  II.  Crass- 
tnann.  ecc,  Torino,  Kratelli  Bocca,  1888]  a,  depuis  longtemps,  rédoit  a  une  lorme  absolue  les 
formations  de  Grassinann;  mais  M    Klein  ne   l'ait  pas  même  allusion  à  ce  livre! 
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désigne  par  le  symbole  w.  Les  axiomes  dé  L'Arithmétique  devraient 
alors  constituer  une  définition  de  ce  type  ordinal,  définition  qui 
pourrait  être  énoncée  ainsi: 

Un  ensemble  M  est  ordonné  suivant  le  type  ordinal  w,  s'il  satis- 
fait aux  conditions  suivantes  : 

1°  il  y  a  un  premier  terme  a0  ;  2°  a  chacun  de  ses  éléments  en 
correspond  un  autre  qui  le  suit  immédiatement;  3"  tout  ensemble 
formé  d'éléments  de  M  qui  contient  a0  et  les  suivants  immédiats 
de  ses  propres  éléments  se  confond  avec  M. 

Ces  trois  propriétés  ne  sont  autres  que  celles  qu'expriment  les 
axiomes  habituels  de  l'Arithmétique.  La  troisième  proposition 
équivaut  au  principe  d'induction  complète  et  elle  est  évidemment 
indispensable  pour  distinguer  le  type  ordinal  oi  des  autres  types 
se  rapportant  également  à  des  ensembles  ayant  un  premier  terme, 
pas  de  dernier  et  dans  lesquels  tout  élément  a  un  suivant  immé- 
diat; tels  sont  les  types  des  ensembles  parfaitement  ordonnés 
dépourvus  de  dernier  terme  et  définissant  des  nombres  ordinaux 
supérieurs  à  m  ;  tels  sont  encore  les  types  ordinaux  représentés, 
selon  la  notation  de  G.  Cantor,  par  des  expressions  de  la  forme: 


+  '">  + 


+  I*"  + 


'■>o  +    '*'"    +    '" 


f*-1-. 


■„  +  ..•  +*<o  + 


Un  tel  ensemble  ordonné  M  comprend  en  général  plusieurs 
ensembles  contenant  chacun  a0  et  les  suivants  de  ses  propres  élé- 
ments. Parmi  ces  derniers  ensembles,  il  y  en  a  toujours  un  et  un 
seul  du  type  ordinal  w;  la  condition  3°  exprime  qu'il  se  confond 
avec  l'ensemble  M  lui-même  et,  par  conséquent,  (pie  celui-ci  est 
bien  de  ce  type  ordinal  w. 

Examinons  maintenant  la  définition  des  nombres  entiers  posi- 
tifs ou  nombres  cardinaux  finis  selon  G.  Cantor.  Ces  nombres 
sont  les  nombres  cardinaux  que  l'on  obtient  en  partant  de  l'unité 
et  en  l'ajoutant  à  chacun  des  nombres  déjà  obtenus  de  cette 
manière.  Mais,  si  cette  définition  parait  suffisamment  claire  et 
complète,  ne  serait-ce  pas  parce  que  l'esprit  évoque  implicitement 
la  notion  intuitive  et  déjà  familière  du  type  ordinal  ta?  Dire  (pie 
l'on  obtient  par  le  procédé  indiqué  tous  les  nombres  cardinaux 
finis,  cela  n'équivaut-il  pas  précisément  a  dire  (pie  ces  nombres 
forment  un  ensemble  ordonné  selon  le  type  w?  La  définition  ex- 
plicite des  nombres  finis  consisterait  alors  dans  les  trois  propo- 
sitions suivantes: 

a)  Le  nombre  cardinal  I  est  fini  ; 

b\  Si  le  nombre  cardinal  r  est  fini,  il  en  est  de  même  du  nombre 
cardinal  r  -\-  1  obtenu    en  ajoutant   1   a  i  : 

c)  Les  nombres  cardinaux  finis  ordonnés  au  moyen  de  l'opéra- 
tion -\-  1  forment  un  ensemble  ordonne  suivant  le  type  a>,  c'est-à- 
dire  satisfont  au  principe  d'induction  complète. 
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Ainsi,  qu'il  s'agisse  des  types  ordinaux  ou  des  nombres,  le  prin- 
cipe d'induction  complète  se  présenterait  comme  un  élément  de 
définition  el  nullement  comme  un  principe  général  de  logique. 

(i.  Combebiac    Montauban). 


Comment  une  force  agit-elle  sur  un  corps? 

On  parle  souvent  dune  seule  force,  quand  il  s'agit  en  realité 
d'un  grand  nombre  de  forces  plus  petites.  Celui -qui.  au  moyen 
d'une  corde,  veut  entraîner  un  corps,  saisit  la  corde  en  un  grand 
nombre  de  points,  et  c'est  le  frottement  qui  empêche  la  corde 
d'échapper  de  la  main.  Ce  frottement  est  né  de  la  pression  que  la 
main  exerce  sur  la  corde. 

La  corde  n'.est  pas  attachée  à  un  seul  point  du  corps,  mais  à  un 
nombre  illimité  de  points.  Si  la  corde  est  attachée  à  l'aide  d'un 
nœud  ou  si  elle  est  épissée),  c'est  encore  le  flottement  qui  joue 
un  rôle.  La  corde  n'exerce  pas  sur  le  corps  une  force  tractive, 
mais  une  pression. 

Si  un  corps  est  mis  en  mouvement  par  une  tige,  passant  à  tra- 
vers le  corps  et  pourvue  dune  clavette,  alors,  quand  on  tire  la 
tige,  celle-ci  exercera  une  pression  sur  la  clavette,  qui  à  son  tour 
exercera  une  pression  sur  le  corps.  Si  la  tige  est  filetée  et  munie 
d'un  écrou.  c  est  l'écrou  qui  exerce  une  pression  sur  le  corps,  et 
la  friction  empêche  que  l'écrou  ne  tourne. 

Le  frottement  lui-même  n'est  autre  chose  que  la  conséquence 
d'un  grand  nombre  de  pressions. 

La  manière  dont  les  forces  exercées  parla  main  sont  transmises 
par  la  corde  ou  la  tige  n'est  pas  connue.  On  suppose  que  chaque 
partie  d'un  corps  exerce  une  force  attractive  sur  les  parties  envi- 
ronnantes. Dès  qu'une  partie  se  déplace  sous  l'action  d'une  force 
extérieure,  cette  partie  entraîne  les  parties  environnantes  qui.  ta 
leur  tour,  entraînent  d'autres  parties,  etc.  Cela  ne  se  fait  pas  sans 
que  la  distance  qu'il  va  entre  les  différentes  parties  devienne  plus 
grande  ou  plus  petite  allongement  longitudinal,  compression  la- 
térale  . 

Ce  qu'on  nomme  tension  esl  la  conséquence  d'un  changement 
de  la  force  attractive  que  les  éléments  du  corps  exercent  les  uns 
sur  les  autres.  Or  M.  Kellbr  a  montré  Comptes  rendus  du  i)  nov. 
1908,  T.  CXLVII,  p.  <sr>:>  que  l'attraction  de  deux  points  matériels 
peut  être  considérée  comme  la  conséquence  d'une  pression. 

C'est  donc  toujours  la  pression  qui  joue  un  rôle,  cl  on  arrive  à 
la  conclusion  que  ce  qu'on  nomme  des  forces  tractives  n'existe  pas. 
Il  faut  excepter  la  force  musculaire,  qui  échappe  encore  aux  con- 
sidérations mathématiques. 
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Quand  on  se  serl  donc  du  moi  tirer,  on  se  sol  d'une  expression 
qu'on  ne  saurai!  défendre,  mais  qui  perrael  d'éviter  de  Longues 
périphrases. 

F.-J.  Y.v.s   Rotterdam,  Hollande). 


A  propos  d'un  article  sur  un  cas  de  discontinuité'. 
Réponse  de  M.  Bioche  à  M.  Zoretti. 

Cher  Monsieur  Laisant, 

\  oudriez-vous  avoir  la  bonté  de  Caire  insérer  dans  l' Enseigne- 
ment mathématique  les  quelques  lignes  suivantes,  que  j'ai  commu- 
niquées à  M.  Zoretti,  et  au  sujet  desquelles  il  n'a  élevé  aucune 
objection. 

«  Je  n'ai  pas  dit  :  «  11  faut  faire  expressément  l'hypothèse  que  la 
fonction  est  continue  »,  mais  «  il  n'est  pas  inutile  si  on  veut  don- 
ner un  énoncé  ne  prêtant  pas  à  objection...  »  Il  me  semble  pru- 
dent d'énoncer  des  conditions  qui  peuvent  n'être  pas  absolument 
nécessaires,  pour  parer,  par  avance,  à  des  objections  plus  au 
moins  graves.  Je  ne  vois  pas  bien  ce  que  l'on  gagne  à  supprimer 
le  mot  continue;  y  ai  constaté  d'ailleurs  que  des  auteurs  de  traites 
bien  connus  ne  le  suppriment  pas.  » 

Paris,  20  octobre  1909.  Ch.  Bioche. 

Vues  stéréoscopiques  pour  l'enseignement  de  la  géométrie. 

Nous  avons  déjà  attiré  l'attention  des  lecteurs,  a  plusieurs  re- 
prises2, sur  l'emploi  du  stéréoscope  dans  l'enseignemenl  géomé- 
trique et  nous  leur  avons  signalé  les  collections  et  publications. 

Voici  deux  nouvelles  séries,  éditées  par  la  maison  Underwood 
<V  Underwood  à  Londres.  L'une  des  séries  est  destinée  a  l'ensei- 
gnement élémentaire;  elle  comprend  25  vues  stéréoscopiques  em- 
pruntées à  la  Géométrie  de  l'espace.  La  collection  est  accompagnée 
d'un  petit  opuscule  intitulé  :  Solid  Geometry  through  the  Stéréos- 
cope. Démonstrations  ofsome  ofthe  more  important  Propositions. 
Prepared  by  Edw.  Langley,  M.  A..  Bedford  .Modem  School. 

L'autre  série  comprend  23  planches  de  courbes sphèriques,  no- 
tamment de  chaînettes  algébriques,  étudiées  par  Sir  Greenhili  . 
dans  divers  mémoires  sur  les  fonctions  elliptiques. 


1  Voir  l'article  do  M.  BtocHR,  flans  VEns.  math,  du   15  mai   1909    |>    184-188  .  et   la   lettre  de 
M.  Zorbi  m.  dans  le  o«  de  septembre  (p.  379-  '  ""'• 

2  Voir  VBnseign.  mathim.,  8«  année,  1906,  p.  385-390,  p    .7.  -478    "    année,  i>   61-63,  p    141-146. 

3  Voir  ses  Applications  of  elliptic  Functions,  p.  243;  Proc.  tond.  Math.  Soc,  1895,  1896;  En- 
gineering; 189"  ;  Bull,  de  la  Soc.  math,  de  France,  1901. 
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Commission  internationale  de  l'enseignement  mathématique. 

Comité  Central.  —  Les  délégations  ont  été  invitées  à  présenter 
un  rapport  sommaire  sur  L'organisation  et  l'état  des  travaux  de 
leurs  sous-commissions.  Le  Comité  central  se  réunira  fin  dé- 
cembre à  Bàle  pour  examiner  ces  rapports;  il  en  rendra  compte 
aux  membres  de  la  Commission  dans  une  «  Circulaire  N°  2  ». 

Allemagne.  —  Les  deux  premiers  rapports  préparatoires 
annoncés  dans  la  «  Circulaire  N°  1  »  (voir  \E.  M.,  p.  199,  1909 
viennent  d'être  publiés.  L'un  est  intitulé  : 

Ueber  die  Stellung  cler  Mathematik  ini  Lehrplan  der  hôheren 
Mâdchenschule  in  Preussen.  (Sur  la  place  accordée  aux  mathé- 
matiques dans  les  plans  d'études  des  écoles  supérieures  de  jeunes 
filles  en  Prusse,  avant  et  après  le  nouveau  décret  concernant  ces 
écolesi,  par  G.  Nooos  (Berlin).  —  Cette  étude  a  été  publiée  dans 
la  Zeitsch.  f.  math.  u.  naturw.  Unterricht  et  mise  en  vente  à  part 
sous  le  titre  général  de  Berichte  u.  Mitteilungen,  verahlasst  durch 
die  intern.  mathematische  Unterrichtskomrnission.  Nous  en  donne- 
rons un  résumé  complet  dans  un  prochain  numéro. 

Le  second  rapport,  dont  nous  donnerons  également  un  aperçu, 
a  pour  titre  :  Stoff  u.  Méthode  irn  matheni.  Unterricht  der  nord- 
deutschen  hôheren  Schulen  auf  Grand  der  vorhandenen  Lehr- 
bucher.  Los  matières  et  les  méthodes  des  manuels  mathéma- 
tiques de  l'Allemagne  du  Nord.)  11  forme  le  premier  fascicule  des 
Abhandlungen  iïber  den  mathem.  Unterricht  in  Deatschland,  ver- 
anlasst  durch  die  intern.  mathem.  Unterrichtskomrnission,  heraus- 
gegeben  von  F.  Klein.  Band  1,  Heft  1.  —  C'est  sous  ce  titre  que 
seront  publiés  les  rapports  d'une  certaine  étendue. 

Ces  deux  études  font  bien  augurer  des  travaux  que  provoque 
L'enquête  de  la  Commission  internationale. 

lielgicfue.  —  La  Belgique  sera  représentée  dans  la  Commis- 
sion internationale  par  M,  J.  Neuberg,  membre  de  l'Académie 
loyale,  professeur  a  l'Université  de  Liège. 

Etats-Uni**  d'Amérique.  —  Depuis  la  publication  de  son 
premier  rapport  préparatoire,  dont  nous  avons  donné  la  traduc- 
tion en  mai.  la  sous-commission  américaine  a  tenu  des  séances  à 
New- York,  les  21  et  22  mai  et  le  15  septembre  1909.  Elle  vient  de 
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publier  un  second  rapport  contenant  la  liste  des  membres  des 
différents  comités  et  sous-comités,  Les  travaux  sont  en  fort  bonne 
voie  et  seront  présentés  et  discutés  dans  des  réunions  de  maîtres 
et  de  mathématiciens,  afin  de  bien  être  le  reflet  de  l'opinion  de 

tout  le  corps  enseignant  et  des  mathématiciens  du  pays. 

Hongrie.  —  La  sous-commission  a  été  constituée  par  les 
soins  du  Ministère  et  comprend  43  membres.  Le  Bureau  est  com- 
posé comme  suit  :  présidents,  MM.  Kônig  et  Demkczky  ;  vice-pré- 
sidents, MM.  les  délégués  Beke,  Kados  et  Ratz  ;  secrétaires,  MM. 

Goi.DZIEHEK,   KOPP,   MlKOLA. 

Italie.  —  La  sous-commission  italienne  a  tenu  ses  premières 
réunions  à  Padoue  les  21  et  22  septembre  1909.  Elle  a  constitué 
son  bureau  comme  suit  :  M.  d'OviDio,  président;  E.  Castelxuovo, 
secrétaire.  Les  travaux  projetés  comprendront  une  série  de  rap- 
ports préparatoires  sur  les  principaux  types  d'école,  et  rédigés 
par  MM.  Conti,  pour  les  écoles  primaires;  Fazzeki  et  Scarpis, 
pour  les  écoles  classiques  gymnases  et  lycées);  Scorza,  pour  les 
écoles  techniques  moyennes;  Lazzari,  pour  les  écoles  profession- 
nelles moyennes;  Coxti,  pour  les  écoles  normales  ;  Somigliana, 
pour  les  deux  premiers  cours  de  la  Faculté  mathématique  ;  Pin- 
cheulk,  pour  les  deux  derniers  cours.  En  outre.  MM.  d'Ovmio  et 
Veronese  ont  ete  pries  d'exposer  leurs  vues  générales  sur  rensei- 
gnement mathématique.  Ces  rapports  seront  examinés  dans  une 
réunion  de  la  sous-commission,  en  mai  1910. 

Pays  associés.  —  Les  pays  dits  associés,  dont  la  liste  a  été 
donnée  dans  le  «  Rapport  préliminaire  »,  ont  été  invités  à  dési- 
gner un  délégué  pour  suivre  les  travaux  de  la  Commission.  Le 
Comité  central  attend  encore  les  réponses  de  plusieurs  pays: 
quelques-uns  ont  refusé.  Jusqu'ici  les  délégués  suivants  ont  été 
annoncés  : 

Canada  :  M.  Bovey,  recteur  du  Collège  impérial  technique  a 
Londres. 

Colonie  du  Cap:  M.  le  professeur  S. -S.  Houch,  de  l'Observa- 
toire royal  de  Captown. 

Mexique:  M.  Valentin  Gama,  ingénieur,  sous-directeur  de  l'Ob- 
servatoire de  Tacuyaba,  professeur  a  l'Ecole  nationale  des  ingé- 
nieurs. 

Des  pourparlers  sont  en  train  au  sujet  de  la  délégation  japo- 
naise. 

Congrès  des  mathématiciens  allemands. 

Salzbourg,  septembre   1909. 

Les  mathématiciens  allemands  (Deutsche  Mathematiker -1  erei- 
nigung)  se  sont   réunis  cette  année,   du    19  an   26  septembre,   a 
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Salzbourg,  en  même  temps  que  l'Association  des  médecins  et 
naturalistes  de  même  nationalité.  Quinze  cents  personnes  fré- 
quentèrent ce  congrès  qu'un  temps  splendide  a  favorisé. 

Dans  ses  séances  scientifiques,  présidées  successivement  par 
MM.  Wirtingbr,  Krause,  Engel  et  Pick,  la  section  mathématique 
entendit  de  nombreuses  communications,  la  plupart  d'un  grand 
intérêt,  et  dont  voici  L'énumération  succinte  : 

1.  F.  Engel  (Greifswald),  Hermann  Grassmann. 

2.  E.  \\  .ei.scu  (Brùnn),  Applications  tic   la  théorie  des    invariants   binaires. 

(Anwendungen  der  binàren  fnvariantentheorie.) 
'■\.   G.    Pick    (Prague),    Sur   les    équations    différentielles    que    vérifient    les 

périodes  des  intégrales  hyperelliptiques.  i  Die  Diffèrentialgleichungen 

der  hyperelliptischen  Perioden.l 
'i.   Mlle  E.  Nôther  (Erlangen),  Sur  les  invariants  des  tonnes  de  //  variables. 

(Zur  Invariantentheorie  der  Formen  von  n  Variablen.) 

5.  G.  Kohn  i  Vienne),  Sur  un  groupe  de  propositions    de  la  géométrie   pro- 

jeclivé.  (  Ueber  eine  Gruppe  von  Sàtzen  der  projektiven  Géométrie.) 

6.  R.  Rothf.  (Clausthal),   Sur  les  surfaces  isothermes.    (Ueber  die   Théorie 

der  isotherme»  Flàchen.) 

7.  R.  Mli.lek  (Darmstadl),  Sur  le  mouvement  instantané  des  systèmes  plans 

qui  se  déforment  en  restant  semblables  ;i  eux-mêmes.  (Ueber  die 
Momentanbewegung  der  ebenen,  âhnlich  verânderlichen  Système.) 

8.  R.    Mehmke   (Stuttgart),    Contributions    à    la    cinématique   des    systèmes 

gauches,  invariables  ou  qui  se  déforment  en  restant  en  affinité. 
(Beitrâge  zur  Kinematik  der  starren  uiid  der  affin-verânderlichen 
rdumlichen  Système.  ) 

9.  M.  Gkublek  (Dresde),  Sur  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 

ijii  un  polygone  articulé,  dont  les  articulations  se  composent  de  vis, 
soit  à  liaisons  complètes.  (Dos  Kriteriam  der  Ztvangslàufigkeit  der 
Schraubenketten.  ) 

10.  E.  Salkowskj  (Charlottenbourg),  Sur  une  classe  remarquable  de  surfaces 

applicables  sin  l'hyperboloïde  de  révolution,  i  Ueber  eine  bemerkens- 
werte  Klasse  von  Biegungs flàchen  des  Rotationshyperboloids). 

11.  H.  Wiener  (Darmstadt),   Sur  quelques  nouveaux  modèles  géométriques 

el  cinématiques.  ( Ueber  neue  geometrische  und  kinematische  Modelle.) 

\'l.  E.  Stùbler  (Stuttgart),  Sur  le  système  formé  parles  accélérations  des 
différents  points  d'un  corps  solide  en  mouvement.  (Bas  Beschleuni- 
gungssystem  bci  der  Bewegung  eines  starren  KOrpers.) 

13.  H.  Wiener  (Darmstadt).  Quelques  applications  de  la  cinématique  à  la 
géométrie.  (Ânwendung  kinematischer  Betrachtungen  auf  geometri- 
sche Fragen,) 

l'i.  1».  Skutsch  (Dortmund),  Appareil  réalisant  les  conditions  d'un  théorème 
de  Môbius  relatif  aux  positions  d'équilibre  de  systèmes  plans  qui  se 
déforment  en  restant  semblables  à  eux-mêmes.  (Apparat  zur  Démon- 
stration eines  Môbius-Satzes  iiber  das  Gleichgewichi  ebener  âhnlich 
verànderlicher  Système.) 

I").  II.  Jung  (Hambourg),  Rapport  sur  la  théorie  des  fonctions  algébriques 
de  deux  variables  indépendantes.  (Bericht  ûber  die  Théorie  der  alge- 
braischen  Funktionen  zweier  Verânderlichen.) 
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16.  E.  Hoppe  (Hambourg),  Division  du  cercle  «i   système  sexagésimal  chez 

les  Babyloniens.  { Sexagesimalsystem  and  die  Kreisteilung  der  Baby-' 
lonier.  ) 

17.  L.-G.  m    Pasquier  (Zurich),   Sur  le   nombre  qu'il   conviendrai!   le  mieux 

d'adopter  comme  base  «le  la  numération.  ((Cher  die  Frage  nach  der 
geeignetsten  Grundzahl  des  Zahlensystems.)   . 

18.  W.  Velten  (Kreuznach),    Développement  des  fonctions  elliptiques.  (Die 

Entwicklung  der  elliptischen  Funktionen.) 

19.  IL  IIaun  (Vienne),  Rapport  sur  la  théorie  de  l'équation  intégrale  linéaire. 

(Bericht  ilber  die  Théorie  der  linearen  Integralgleichung.) 

20.  A.  K.ORN  (Munich),  Résolution  par  approximations  successives  de  1  équa- 

tion intégrale  linéaire.  (Lôsung  der  linearen  Integralgleichung  mit 
Hilfe  der  Méthode  der  sukzessiven  Ndherungen.) 

21.  W.  Wirtinger   (Vienne),  Sur  la   représentation   conforme  parle  moyen 

d'intégrales  abéliennes.  (Ueber  die  konforme  Abbildung  dttrch  Abel- 
sche  Intégrale  ) 

22.  S.  GuisTHER  (Munich),  Géographie  mathématique  et  physique  de  Leonhard 

Euler.  (Mathematische  and  physikalische  Géographie  bei  Leonhard 
Enter.  ) 

23.  O.    Perron    I. Munich  .    Sur   la    manière   dont    se   comportent    à   l'infini  les 

intégrales  d'équations  linéaires  aux  différences.  (Ueber  das  Verhalten 
der  Intégrale  linearer  Diff'erenzengleichùngen  im  Unendlichen.  i 

24.  L.-G.    du    P.vsoin  i;    (Zurich),    Sur  les    teltarions    entiers     i  Ueber  ganze 

Tettarionen.) 

25.  E.   Timerding    (Braunschweig),    Nouveaux    modèles    de    systèmes    qui    se 

déforment  en  restant  en  affinité,  modèles  exécutés  par  F.  Schilling 
selon  les  indications  de  F.  Klein.  (Neue  Mo  délie  affin-verànderlicher 
Système  nach  Angaben  F.  Klein's  ausgefiihrt  von  F.  Schilling. 

2(3.  R.  Mehmke  (Stuttgart).  Présentation  de  la  machine  à  calculer,  marque 
Euclide,  de  Ch.  Hamann.  (Vorfùhrung  der  Rechenmaschine  a  Euklid» 
von  Ch.  Hamann.  j 

27.  E.  Papperitz  (Freiberg),  Les  projections  cinodiaphragmatiques;  nouveau 
procédé  pour  l'enseignement  de  la  géométrie,  i  Die  kinodiaphragma- 
tisehe  Projektion;  ein  neues  Darstellungsmittel  in  <la-  Géométrie.)  — 
D'intéressantes  projections  lumineuses  accompagnèrent  celle  commu- 
nication. 

2X.  F.  Engel  (Greifswald),  Sur  les  familles  de  courbes  qui  admettent  un 
même  covariant  différentiel.  (Ueber  Kurvenscharen,  die  zn  einem 
gegebenen  Differentialausdruck  Kovariant  sind.) 

29.  E.  Czubeh  (Vienne),  Sur  l'évaluation  de  la  mortalité.     Ueber  Sterblich- 

keitsmessung.  ) 

30.  E.  Mi  i.i.ik  (Vienne),  Réflexions  sur  les  transformations  qu'il  conviendrait 

d'apporter  a  l'enseignement  de  la  géométrie  descriptive  dans  les  uni- 
versités el  dans  les  hautes  écoles  techniques.  (Anregungen  zur  Aus- 
gestaltung  des  darstellend-geometrischen  Unterrichtes  an  technischen 
Hochschulen  and  Universitàten.  —  Une  exposition  d'épurés,  exécutées 
par  ses  élèves,  illustrait  les  remarques  judicieuses  du  conférencier. 

Chaque  chapitre  des  scion  ces  mathématiques  lui  pouv  ainsi  dire 
représente.  La  cinématique  eul  toutefois,  comme  on  l'axait  <l  ail- 
leurs décidé  a  l'avance,  la  place  principale.  Poui  ('lie  complet,  il 
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faut  mentionner  encore  la  conférence  de  M.  Einstein,  de  l'Univer- 
sité de  Zurich,  sur  les  transformations  récentes  apportées  à  nos 
hypothèses  sur  la  nature  de  la  lumière  I Ueber  die  neueren  Utmvand- 
lungen,  welcke  unsere  Anschauungen  ïtber  die  Natur  des  Lichtes 
erfahren  fuiben).  Elle  fut  très  fréquentée  et  eu  lieu  devant  un  public 
attentif,  composé  des  mathématiciens  et  des  physiciens  réunis  pour 
la  circonstance. 

Séance  administrative  de  l'Association  des  mathématiciens 
allemands.  —  La  séance  est  présidée  par  M.  Krause,  président. 
M.  KRazer  donne  un  aperçu  de  l'état  de  la  société  qui  compte 
actuellement  753  membres.  Il  rappelle  le  souvenir  de  MM.  Bier- 
mann,  Minkowski,  Mvth,  Reuschle  et  Stahl,  décédés  dans  le  cou- 
rant de  l'année. 

Les  publications  de  l'Association  sont  en  bonne  voie.  Les  grands 
rapports  de  MM.  Schœxflies  et  Birkhahdt  touchent  à  leur  fin. 
Le  mémoire  de  M.  Enestrôm,  concernant  la  bibliographie  des 
(riivres  d'Euler  sera  bientôt  terminé.  Le  second  fascicule  de 
ï 'Algèbre  de  la  logique  de  Schrôder,  pourra  paraître  incessamment. 
Quanta  l'Encyclopédie  des  Sciences  mathématiques,  qu'il  s'agisse 
des  éditions  française  ou  allemande,  cette  œuvre  progresse  comme  le 
fait  voir  M.  F.  Klein  en  donnant  quelques  renseignements  sur  les 
plus  récents  numéros.  Une  chose  qu'il  convient  de  noter,  c'est  la 
création  de  deux  bibliothèques  centrales  techniques  en  Allemagne, 
l'une  à  Berlin,  l'autre  à  Munich. 

Œuvres  d'Euler.  M.  Ridio,  le  dévoué  président  de  là  commission 
des  œuvres  d'Euler,  prend  la  parole.  Il  dit  toutes  les  démarches 
faites  pour  assurer  la  publication  des  travaux  mémorables  de 
l'illustre  mathématicien  bàlois,  leur  réussite  complète  et  termine 
au  milieu  des  applaudissements  chaleureux  et  unanimes  de  toute 
rassemblée  en  faisant  part  de  la  décision  votée,  le  6  septembre 
écoulé,  à  Lausanne,  par  la  Société  helvétique  des  Sciences  natu- 
relles '. 

Monument  eommèmoratif  en  l'honneur  de  Gauss.  L'assemblée, 
après  un  rapport  de  M.  F.  Kleix,  vote  un  subside  de  300  marks  en 
faveur  de  l'établissement  d'une  tour  qui  portera  le  nom  de  tour  de 
Gauss  (Gaussthurm)  et  qu'on  élèvera  non  loin  de  Gœttingue,  sur 
le  Hohenhagen. 

Commission  internationale  de  V Enseignement  mathématique. 
M.  F.  Klein  parle  des  travaux  de  cette  commission,  de  l'activité 
multiple  des  comités  nationaux  et  il  insiste  plus  particulièrement 
sur  l'organisation  et  l'état  des  travaux  en  Allemagne;  puis  il  signale 
le  rapport  publié  sous  les  auspices  de  la  Délégation  allemande  par 
M.  \\  .  Lietzmann  et  intitulé  Stoffttnd  Méthode  im  mathematisehen 


1  Voir  V Enseignement  mathématique,  numéro  du  lf>  s'|>t.  1909,  p.  383. 
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Unterricht  der  horddeutschen  hôkeren  Schulen  auf -Grund  der 
vorhandenen  Lehrbùcher. 

Elections.  MM.  Czuber  et  Rheinhold-Muller  sont  appelés,  par 
acclamai  ion,  à  remplacer,  dans  Le  Comité  directeur,  MM.  KitAusEet 
Schœmi.iks,  membres  sortants. 

Le  prochain  congrès  aura  lieu  à  Kœnigsberg,  en  1910. 


Société  italienne  pour  l'avancement  des  sciences. 

La  Societù  italiana  per  il  progresso  délie  scienze  a  tenu  sa  réu- 
nion annuelle  a  Padoue,  du  20  au  25  septembre,  sous  la  présidence 
de  M.  Volterra.  11  est  à  remarquer  qu'on  a  fait  dans  ce  congrès 
la  plus  large  place  aux  conférences  d'intérêt  général,  en  réduisant 
le  plus  possible  les  travaux  des  sections.  Pour  ce  qui  se  rapporte 
aux  mathématiques  pures  et  appliquées,  il  y  a  lieu  de  signaler  une 
conférence  générale  des  plus  brillantes,  tenue  par  M.  Severi  et 
intitulée  Hypothèses  et  réalité  dans  les  sciences  géométriques,  et 
les  communications  suivantes  :  A.  Alessio,  Sur  la  réduction  à  sup- 
port rigide  des  observations  pendulaires  dans  les  déterminations 
de  gravité  relative.  —  U.  Cisotti,  Efforts  d'après  Maxwell  et  mi- 
lieux élastiques.  —  A.  Chocco,  Navigation  aérienne.  —  G.  Gal- 
lucci.  Sur  les  configurations  irrégulières  N3.  —  T..  Levi-Civita, 
M.  Abraham,  M.  O.  Corbino,  Sur  la  constitution  des  radiations 
électriques.  —  E.  Pascal,  Intégration  mécanique  des  équations 
différentielles.  —  G.  Ricci,  Sur  la  détermination  de  variétés  à 
trois  dimensions  ayant  des  propriétés  intrinsèques  assignées 
d'avance. 

Congrès  de  la  «  Mathesis  »,  société  des  mathématiciens  italiens. 

La  société  des  mathématiciens  italiens  qui  a  surtout  en  vue  les 
questions  d'enseignement  a  tenu  sa  réunion  annuelle  à  Padoue. 
du  20  au  23  septembre,  sous  la  présidence  de  M.  Severi. 

Le  discours  d'ouverture  a  été  tenu  par  M.  CL  Loria,  professeur 
à  l'Université  de  Gènes,  qui  a  analysé  la  crise  actuelle  des  écoles 
moyennes. 

On  a  traite-,  dans  le  congrès,  les  questions  suivante-,: 

1.  Modifications  et  réformes  des  programmes  d'enseignemenl 
des  différentes  écoles  moyennes  Rapporteurs,  MM.  Gigli,  Gallucci, 
Perna  et  M Bisson-Minio  . 

2.  Préparation  des  professeurs  Rapporteurs,  MM.  Loria  et  Pa- 
doa).  La  discussion,  très  animée,  à  laquelle  participèrent  MM.  Cas- 
telnuovo,  Pincherle,  Severi  et  Veronese,  conclut  avec  le  vœu  que, 
dans  les  grandes  Universités,  il  suit  créé  une  chaire  de  Méthodo- 
logie mathématique,  et  que  les  candidats  a  L'enseignemenl  soient 
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ternis,  pendant  le  cours  des  études,  à  faire  des  leçons  d'appren- 
tissage dans  les  écoles  moyennes. 

.>.  Organisation  et  publication  en  italien  d'une  encyclopédie 
des  mathématiques  élémentaires    Rapporteurs,  MM.  Beiîzoi.ari  et 

BoNOLA   . 

4.  Plan  des  travaux  de  la  Commission  internationale  de  l'ensei- 
gnement mathématique  et  de  la  sous-commission  italienne  Rap- 
porteur. M.  Castelnuovo,  membre  de  la  délégation  italienne  . 

Pendant  le  congrès,  on  a  ouvert  un  concours  prix  200  francs) 
pour  une  leçon  sur  un  sujet  de  mathématique  élémentaire  (Com- 
missaires. MM.  Bettazzi.  Castelnuovo,  D'Ovidio".  Nannei,  Yax- 
xi m  . 

Le  prix  a  été  décerné  à  M.  Padoa  pour  sa  leçon  sur  la  théorie 
des  fractions. 


Congrès  des  mathématiciens  Scandinaves. 
Stockholm.  22-25  septembre  1909. 

Un  grand  nombre  de  mathématiciens  danois,  finlandais,  nor- 
végiens et  suédois  ont  pris  part  au  Congrès  des  mathématiciens 
Scandinaves,  qui  a  eu  lieu  à  Stockholm,  du  22  au  25  septembre  1909. 
La  séance  d'ouverture  était  présidée  par  M.  le  Prof.  Mittag-Leffler. 

Le  comité  d'organisation  avait  prévu  des  conférences  générales, 
d'une  durée  de  3/4  d'heure,  et  des  communications  spéciales,  d'une 
durée  de  10  minutes.  Voici  la  liste  des  travaux  présentés  : 

Conférences  générales.  —   1.   Mittag-Lefflek,  G.,  Le  fondement  arithmé- 
tique de  la  théorie  des  fonctions. 

2.  Zeuthen,  H. -G.,  Introduction  à  la  Géométrie  énumérative. 

3.  Koch,  H.  v.,   Systèmes  d  équations  à  un  nombre  infini  d'inconnues. 

\     Si  nd.ma.n.  K.-F.,  Sur  les  singularités  réelles  dans  le  problème  des  trois 
corps. 

5.  Bjkrknes,  Vilh.,  La  théorie  mathématique  des  problèmes  de   la    météo- 

rologie. 

6.  Fredholm,  I. ,   Sur  les  équations  intégrales. 

7.  Hjemslev,  J..  Sur  les  principes  de  la  Géométrie. 

8.  PhragmÉN,   E.,   La  théorie  des  fonctions  entières  de  genre  fini. 

9.  Lindelôf,  E.,  Sur  le  théorème  de   Picard  dans  la   théorie  des  fonctions. 
10.   Stôkmer,  C,  La  théorie  mathématique  de  l'aurore  boréale  et  des  orages 

magnétiques. 

Communications  spéciales.  — ■  11.  Brodén,  T.,  Sur  l'antinomie  de  Richard. 

12.  Mi  i. lin,   llj.,  Sur   une    théorie   commune    pour   la    fonction    gamma  et   les 

l' met  ions  hypergéométriques. 

13.  Bendixson,  !..  Sur  les  solutions  périodiques  dis  équations  différentielles 

linéaires. 

14.  Birkeland,  H..  Sur  les  intégrales  irrégulières  des  équations  différentielles. 
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L5.   S  i  KiDsiu.nG,  E.,  Sur  quelques  propriétés  arithmétiques  de  certaines  fonc- 
tions transcendantes. 

16.  Bohlin,  k.,  Développements  des  intégrales  du  problème  des  trois  corps. 

17.  Charlier,  C.-V.-L.,  Sur  le  problème  «lu  calcul  de  probabilité. 

18.  Hesselberg,  Th.,  Sur  l'application  de  l'équation  de  continuité  de  l'hydro- 

dynamique   pour   la    détermination    des    mouvements    verticaux   dans 
l'atmosphère. 

19.  Bicht,  G.,   La  représentation  dos   racines  des  équations   métacycliques. 

20.  Palmstrom,  A.,  Sur  les  nombres  cycliques. 

21.  Jtjel,  Chr.,  Sur  une  surface  de  révolution  non  analytique. 

22.  Oseen.,  C.-W.,  Une  équation  aux  dérivées    partielles  dans   la   physique 

mathématique. 

23.  Holmgren,    E.,   Sur  des   systèmes  d'équations    aux  dérivées   partielles  à 

caractéristiques  réelles. 

24.  Pleijel,  IL.  Sur  la  différence  du  potentiel  entre  deux  solutions  électro- 

lytes. 

25.  Thle,  A..  Sur  des  propriétés  nouvelles  des  nombres  algébriques  et  leur 

application  aux  équations  de  Diophante. 

26.  Bohr,  H.,  Sur  la  sommabilité  des  séries  de  Dirichlet. 

27.  Mollerup,  J.,  La  convergence  des  séries  de  fonctions  orthogonales. 

28.  Stkidsbeko.    E.,    Sur    les    propriétés    arithmétiques   des    intégrales   des 

équations  différentielles  algébriques. 

29.  Zeipel,  H.  v. .  Sur  les  perturbations  séculaires  des  comètes. 

30.  Lindeberg,   J.-W.,  Sur  la    fonction    de   Weierstrass  dans  la   théorie   des 

variations.  • 

31.  Nôrlund,  N.-E.,  Les  équations  aux  différences 

32.  Thiele,   T.-N.,   Le  calcul  d'interpolation,   l'intermédiaire  entre  les    ma- 

thématiques  élémentaires  et  1  analyse. 

33.  Wicksell,  K..  Déduction  mathématique  de  l'intérêl  du  capital. 

34.  Hansen,  ('..,  Sur  les  singularités  situées  sur  le  cercle  de  convergence. 

35.  Bjerknes,  Yilli.,  Sur  une  forme  modifiée  des  équations  <le  Maxwell. 

36.  Ekman.W..  La  question  de  stabilité  dans  l'hydrodynamique. 

Société  suisse  des  professeurs  de  mathématiques. 
Réunion  de  Soleure,  lu  octobre  L909. 

La  IIe  réunion  a  eu  lieu  à  Soleure,  le  11  octobre  L909,  sous  la 
présidence  de  M.  II.  Fehr,  Genève.  Elle  a  été  ouverte  par  une 
courte  allocution  du  président,  dans  laquelle  il  a  rappelé  que  La 

Société    helvétique    «les    Sciences    naturelles,    dans    sa    réunion    (le 

Lausanne,  a  définitivement  décide  d'entreprendre  la  publication 
des  œuvres  d'Euler. 

Les  communications  scientifiques,  au  nombre  de  quatre,  onl  été 
réparties  sur  deux  séances. 

1.  —  M.  Bhandenbergeb  Zurich  .  Ueber  Lambert*  flâchentreue 
Azimutalpt'ojektion.  —  M.  Brandenberger  a  eu  L'occasion  d'appro- 
fondir tout  particulièrement  l'étude  de  La  projection  azimutale  de 
Lambert  avec  conservation   des   aires.   Au    point   de  vue  géomé- 
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trique,  ce  système  fournit  une  série  intéressante  d'applications 
que  l'auteur  exposera  dans  cette  Revue.  Les  méridiens  et  les  pa- 
rallèles sont  projetés  suivant  des  courbes  du  quatrième  ordre. 

Le  conférencier  a  montré  comment  on  peut  déduire  la  projec- 
tion azimutale  de  la  projection  stéréographique.  On  sait  que  la  pre- 
mière conserve  les  aires  sans  être  conforme,  tandis  que  la  seconde 
est  conforme,  mais  ne  conserve  pas  les  aires. 

La  projection  de  Lambert  devant  être  utilisée  pour  la  repré- 
sentation du  globe  terrestre  dans  les  atlas  suisses,  cette  confé- 
rence a  tout  particulièrement  intéressé  les  auditeurs. 

2.  —  Du  Pasquier  (Zurich),  Quel  nombre  serait  à  préférer 
comme  base  du  système  numéral  ?  —  La  base  du  système  de  nu- 
mération a  souvent  été  discutée  et  critiquée.  M.  L.-G.  Du  Pas- 
quier,  agrégé  à  l'Ecole  polytechnique  et  à  l'Université  de  Zurich, 
a  présenté  un  exposé  très  clair,  concis  et  tout  de  même  complet  de 
la  question  ci-dessus.  Nous  publierons  son  étude  dans  un  pro- 
chain numéro.  —  En  se  plaçant  successivement  à  cinq  points  de 
vue  différents  pour  élucider  cette  question  d'une  façon  complète, 
le  conférencier  arrive  à  lui  donner  une  réponse  aussi  définitive 
que  possible,  basée  à  la  fois  sur  des  considérations  théoriques 
et  sur  des  expériences  pratiques.  Si  l'on  ne  considère  que  le  point 
de  vue  de  la  divisibilité,  on  demandera  que  la  base  contienne 
autant  de  diviseurs  et  autant  de  facteurs  premiers  que  possible, 
quelle  soit  en  tout  cas  paire;  si  l'on  veut  que  le  nombre  des  élé- 
ments fixes  qui  servent  à  construire  tout  le  système  soit  minimum 
pour  la  numération  parlée,  [on  devra  préférer  4,  6  ou  8  comme 
base  du  système  ;  pour  la  numération  écrite,  une  base  aussi  grande 
que  possible.  En  se  plaçant,  troisièmement,  au  point  de  vue  de  la 
clarté  dans  la  représentation  des  nombres,  on  exigera  qu'il  soit 
aussi  facile  que  possible  de  lire  et  d'écrire  les  nombres,  de  les 
reconnaître  et  de  saisir  leurs  propriétés  élémentaires  au  premier 
coup  d'oeil  ;  on  devra  considérer  alors  un  grand  nombre  de  fac- 
teurs dont  les  uns  militent  en  faveur  d'une  grande,  les  autres  en 
faveur  d'une  petite  base.  Résultat  :  les  nombres  impairs  ainsi  que 
les  nombres  supérieurs  à  30  sont  impossibles  comme  base  d'un 
système  de  numération. 

D'une  importance  autrement  grande  que  ces  spéculations  théo- 
riques sont  les  considérations  d'ordre  pratique  et  pédagogique; 
elles  militent  toutes  en  faveur  d'une  petite  base,  spécialement  de 
la  base  4  ;  il  coûterait,  pour  prendre  un  exemple,  en  moyenne  cent 
fois  moins  de  temps  et  d'efforts  pour  apprendre  à  calculer  dans  le 
système  quaternaire  que  dans  le  système  décimal. 

Enfin,  le  système  quaternaire  possède  une  souplesse  qui  fait 
défaut  à  tous  les  systèmes  à  grande  base  :  les  élèves  moins  doués 
en  resteraient  toujours  au  système  par  4;  mais  les  plus  doués  pas- 
seraient facilement   aux  systèmes  à  base  .S  et  à  base   1(5,   en   pre- 
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liant  les  chiffres  deux  à  deux;  de  la  1rs  grands  calculateurs  mon- 
teraient facilement  aux  systèmes  par  32  et  par  64,  en  prenant  les 
chiffres  .'5  par  .'5,  et  ainsi  de  suite. 

Une  réforme,  quelque  désirable  qu'elle  soit,  n'est  plus  guère 
possible  aujourd'hui,  mais  on  entrevoit  l'immensité  de  la  perte  de 
temps  et  d'efforts  causée  à  l'humanité  par  le  fait  que  ce  n'est  pas 
le   meilleur  nombre  qui  est  la   base  du  système  de1  numération. 

.'5.  —  L.  Crelier  (Bienne  .  Systèmes  einêmatiques.  —  Le  confé- 
rencier part  du  déplacement  des  figures  de  forme  invariable,  e1  se 
basant  sur  les  principes  et  les  constructions  de  la  géométrie  ciné- 
matique, il  arrive  à  divers  groupes  de  courbes  supérieures  qui 
présentent  entre  elles  des  relations  très  intéressantes. 

Le  déplacement  d'un  angle  droit  dont  le  sommet  glisse  sur  un 
axe  pendant  qu'un  côté  s'appuie  constamment  sur  un  point  fixe 
donne,  en  dehors  des  trajectoires  bien  connues  (conchoïdes,  or- 
thoconchoïdes.  conchoïdes  obliques  de  droite  diverses  paraboles 
et  cissoïdes  liées  par  des  relations  simples. 

Dans  le  déplacement  de  l'angle  droit  cpii  correspond  à  la  géné- 
ration de  la  strophoïde,  il  y  a  encore,  outre  les  trajectoires  qui  sont 
des  conchoïdes  de  strophoïde,  une  base,  une  roulante  et  une  enve- 
loppe du  second  côté  de  l'angle  droit.  11  y  a  encore  un  lien  des 
points  symétriques  de  ceux  de  la  base  par  rapport  à  cette  enve- 
loppe. On  arrive  également  à  divers  mouvements  eonchoïdaux 
liés  au  précédent  quand  on  étudie  les  normales   des  trajectoires. 

[/angle  droit  dont  le  sommet  décrit  une  parabole  et  dont  un 
côté  s'appuie  sur  le  foyer,  forme  également  un  système  cinématique 
intéressant.  Ce  mouvement  nous  donne  la  développée  de  l'enve- 
loppe du  second  côté  dans  le  déplacement  strophoïdal. 

Des  considérations  analogues  sont  applicables  au  mouvement 
de  l'angle  droit  générateur  du  cappa  ou  de  l'angle  droit  dont  le 
deuxième  côté  enveloppe  une  ellipse  ou  une  hyperbole.  (  hi  arrive 
à  des  conchoïdes  d'ellipse  et  d'hyperbole  d'un  grand  intérêt. 
M.  Crelier  a  parlé  également  du  mouvement  à  deux  ornières  lixes 
et  expos«;  une  construction  élémentaire  des  points  de  rebrousse- 
menl  des  astroïdes  obliques. 

Les  résultats  plus  complets  des  recherches  du  conférencier  pa- 
raîtront prochainement  dans  un  volume  de  la  collection  Scientia 
intitulé  :  Systèmes  einêmatiques. 

4.  —  A.  I-Imcii  Soleure  .  Einige  mathematische  und  mechanische 
Betrachtungen  in  der  Natur.  —  La  communication  de  M.  Emch  a 
passé  en  revue  un  certain  nombre  de  formes  géométriques  et  de 
phénomènes  mécaniques  que  l'on  rencontre  dans  la  nature  et  sur 
lesquels  il  y  aurait  intérêt  à  attirer  l'attention  des  élèves.  Nous 
aurons  l'occasion  de  revenir  sur  cet  expose. 

Séance  administrative.  -=-  M.  Fehr,  président  de  la  Délégation 
suisse  de  la  Commission  internationale  de  l'enseignement  mathé- 
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matique,  donne  un  rapide  aperçu  de  l'état  des  travaux  en  Suisse. 
Il  signale  le  Rapport  que  la  Délégation  allemande  vient  de  publier 
sous  le  titre  de  Stoffu.  Méthode  im  mathem.  Unterricht  der  Nord- 
deutschen   Schulen  auf  Grund  der  vorhandenen  Lekrbùcher,  par 

LlETZMANN. 

La  Société  a  décidé  qu'à  l'avenir,  la  séance  générale  annuelle 
aura  lieu  en  même  temps  que  celle  de  la  Société  suisse  des  pro- 
fesseurs de  Gymnases,  et  que  le  Comité  sera  en  fonction  pendant 
trois  ans.  Le  président  sortant  de  charge  a  été  remplacé  par  M.  le 
Dr  C.  BiiANDEXBKiîUEit  Zurich  .  Les  autres  membres  du  comité 
sont  MM.  Egli,  recteur  à  Lucerne.  vice-président ;-Dr  De  Pasquier 
(Zurich  .  secrétaire;  Dr  A.  Emcii  Soleure  ,  trésorier;  I)r  L.  Crklier 
Bienne  . 

La  dernière  séance  a  été  suivie  d'une  visite  à  l'Observatoire  de 
l'Ecole  cantonale,  sous  la  direction  du  professeur  Maudeisi.i. 

Dans  une  réunion  commune  avec  la  Société  des  professeurs  de 
gymnases,  on  a  discuté  la  question  des  cours  de  vacances  des- 
tinés aux  professeurs  des  Ecoles  moyennes.  La  discussion  était 
basée  sur  deux  rapports,  l'un  de  M.  Grossmaxx  Zurich)  pour  l'en- 
seignement des  sciences  mathématiques  et  naturelles,  l'autre  de 
M.  Steiger  Zurich)  pour  les  blanches  historiques  et  philoso- 
phiques. Une  commission  de  15  membres  a  été  chargée  de  pré- 
parer un  plan  général  de  cours  de  vacances  pour  la  prochaine 
réunion,  qui  aura  lieu  à  Baden. 


Etats-Unis.  —  Thèses  de  doctorat. 

Voici  la  liste  des  Thèses  présentées  aux  principales  universités 
américaines  pendant  l'année  1908-1909;  le  nom  de  l'université  est 
indiqué  entre  parenthèses,  après  le  nom  de  L'auteur. 

1L-E.  Bi ciianan  Chicago  :  Periodic  oscillations  of  three  ûnite 
niasses  about  the  Lagrangian  circulai'  solutions.  —  T.  Buck  (Chi- 
cagoj  :  Oseillating  satellites  nearthe  Lagrangian  equitorial  triangle 
points.  —  II.-T.  BuiiUEss  Yale  :  Point-circle  corrélations.  —  J.-R. 
Conner   .lolins  Hopkins  :  Basic  Systems  of  relation  al  norm-curves. 

—  L.-S.  Dedbrick  Harvard  :  Certain  singularities  of  transforma- 
tions oftwo  real  variables.  — A.  Dresden  Chicago  :  The  second 
derivatives  of  the  extremal  intégral.  —  G. -F.  Gulderfikger  \  aie)  : 
On  the  geometry  of  line  éléments  in  the  plane  with  référence  to 
oscnlating   vertical    parabolas   and    circles.  —  G.-W.   IIautwell 

Columbia  :  Plane  ftelds  of  force  invariant  under  projective  trans- 
formations. —  D.-l).  Leib  Johns  Hopkins  :  On  a  complète  System 
of  invariants  oftwo  triangles.  — J.-Y.  MacKelvby  Cornell)  :  The 
groiips  ol'lii  ratio  nal  1 1  -an  s  format  ions  of  al  gel)  raie  curves  of  genns  .">. 

—  \Y.-I).  .Mac.Mii.i.w    Chicago   :  Periodic  orliits  aboul   an  oblate 
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spheroid.  —  E.-H.  Tayloh    Harvard  :  On  some  problems  in  con- 
formai raapping.  —  II. -I.  Thomsen    Johns  Hopkins   :  Some  lacis' 
in   regard   to  plane  ration  al   curves.  — M.-O.   Tripp  (Columbia   : 
Groups  of  order p3g*.  — Miss  M. -S.  Walker   Yale  :  A  generalized 
définition  an  improper  multiple  intégral. 

Nouvelles  diverses.  —  Nominations  et  distinctions. 

Allemagne.  —  M.  G.  Fabeh,  privat-docent  à  l'Ecole  tech- 
nique supérieure  de  Carlsruhe,  est  nommé  professeur  extraordi- 
naire à  l'Université  de  Tubingue. 

M.  Hartmann,  de  l'Institut  astrophysique  de  Potsdam,  est 
nommé  professeur  d'astronomie  et  directeur  de  l'institut  astrono- 
mique à  Gôttingue,  en  remplacement  de  M.  Scuv\  ai-.zsciiild. 

M.  E.  Hilb,  privat-docent  à  l'Université  d'Erlangen,  est  nomme 
professeur  extraordinaire  de  mathématiques  à  l'Université  de 
Wùrzbourg. 

M.  R.  Ekhmaxx-Eilhks,  professeur  extraordinaire  à  l'Université 
de  Berlin,  est  nommé  professeur  ordinaire  honoraire  de  cette 
Université. 

M.  E.  X.irrscH,  professeur  à  l'Ecole  technique  supérieure  de 
Dresde,  est  nommé  professeur  honoraire  de  cette  école. 

M.  Scuwarzschii.i).  professeur  à  l'Université  Gôttingue,  est 
nommé  directeur  de  l'Observatoire  astrophysique  de  Potsdam. 

Privat-docents.  —  Ont  été  nommés  privat-docents  :  M.  J.  Os- 
wald-MCller,  pour  les  mathématiques,  à  l'Université  de  Bonn; 
M.  A.  Wilkens,  pour  l'astronomie,  à  l'Université  de  Kiel. 

Angleterre.  —  M.  A.-W.  Conway,  1).  Se.  est  nomme  pro- 
fesseur de  physique  mathématique  à  l'Université  nationale  d'Ir- 
lande. 

M.  G. -A.  Gibson,  M.  A.  ;  EL.  I).  ;  E.  B.  S.,  est  nomme  professeur 
de  mathématiques  à  l'Université  de  Glasgow. 

M.  J.-M.  Mu.LKii.  D.  Se.  est  nomme.-  intérim  ■■  chef  du  Dépar- 
tement des  mathématiques  au  collège  technique  de  Glasgow. 

M.  J.-R.  WlLTON,  B.  A.  ;  B.  Se.  est  nomme  «  Assista  ni  Lecturer  » 
en  mathématiques  dans  l'Université  de  Sheffîëld. 

Autriche*  —  M.  A.  Adler,  privat-docenl  a  L'Ecole  technique 
supérieure  de  Vienne,  a  été  nommé  professeur  de  géométrie  des- 
criptive. 

M.  J.  v.  Hepperger,  professeur  à  l'Université  de  Vienne,  a  été 
nommé  directeur  de  l'institut  astronomique  de  celte  l  niversité. 

Etats-Uni*.  —  M.  E.-IE  Moore,  professeur  a  l'Université  de 
Chicago,  esl  nommé  docteur  honoris  causa  en  mathématiques  de 
l'Université  de  Clark  et  docteur  es  sciences  de  l'I  Diversité  «le  ^  aie. 

M.  W.-F.  Osgood,  professeur  a  l'Université  d.-  Harvard,  esl 
uommé  docteur  honoris  causa  en  droit  de  11  niversité  de  Clark. 

(.'Enseignement  mathém.,  Il*  année;  1909  .  SI 
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M.  C.  Runge,  professeur  à  l'Université  de  Gôttingue,  a  été  appelé 

à  l'Université  de  Columbia  (Xew-York)  comme  professeur  à  titre 
d'échange  pour  l'hiver  1909-1910;  il  fera  des  conférences  et  des 
exercices  sur  les  méthodes  graphiques  dans  les  Sciences  physiques 
et  techniques. 

M"'  A.  Sexty  est  nommée  professeur  de  mathématiques  à  l'Uni- 
versité de  Californie,  à  Berkeley. 

Italie.  —  M.  V.  Voltbrba,  professeur  à  l'Université  de  Rome, 
a  été  invité  par  la  Clark  University  (Worcester,  Massachussets)  à 
y  tenir  quelques  conférences.  Ces  conférences,  au  nombre  de  trois, 
ont  eu  lieu  en  septembre  dernier.  Voici  le  programme  :  1.  Sur  la 
théorie  des  ondes.  Théorie  de  Maxwell  et  de  Lorentz.  Le  monde  de 
Minkowski.  —  II.  Problèmes  anciens  et  nouveaux  de  la  théorie  de 
l'élasticité.  Théories  de  Fredholm  et  de  Hilbert.  —  III.  Les  ques- 
tions d'hérédité  en  physique  mathémathique  hystérésis,  etc). 
Mécanique  de  l'hérédité.  Hérédité  en  élasticité  et  en  électrodyna- 
mique. Equations  intégro-différentielles. 

M.  G. -A.  Maggi,  professeur  à  l'Université  de  Pise,  a  été  nommé 
membre  correspondant  de  la  Société  mathématique  de  Kharkow. 

M.  V.  VoLTERRA,  professeur  à  l'Université  de  Rome,  a  été  nommé 
docteur  es  sciences  physiques  honoris  causa  par  la  Clark  Univer- 
sity. La  même  distinction  a  été  conférée  à  deux  éminents  phy- 
siciens, les  professeurs  Michelson  et  Rutherford. 

Suède.  —  M.  J.  Fredholm,  professeur  à  l'Université  de  Stock- 
holm, a  été  nommé  docteur  honoraire  de  l'Université  de  Leipzig. 
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Cours  universitaires. 
Semestre    d'hiver    1909-1910  (suite). 

ALLEMAGNE 

Berlin  ;  Technische  Hochschule.  —  Abteilung  fur  allgemeine  Wissen- 
schaften.  —  Dziobek  :  Hôh.  Mathematik.  Uebgo.  —  Haentzschel  :  Ele- 
mente  der  Diff.-  u.  Integralrechnung  u.  der  analyt.  Géométrie.  —  Hkttner  : 
Hôh.  Mathemalik.  Uebgn.  —  Joi.i.es  :  Darst.  Géométrie  I.  Graph.  Slatik. 
—  Krigar-Meuzel  :  Allgemeine  Mechanik  I.  Teil.  Theorelische  Akustik.  — 
Lampe  :  Hôh.  Mathematik.  Uebgn.  Bestimmle  Intégrale  uud  Dilferential- 
gleichungen.  —  Scheffers  :  Darst.  Géométrie  I.  —  Steinitz  :  Niedere  Ana- 
lysis  und  Algebra.  Potentialtheorie.  l'nnktionentheorie  I.  Teil.  —  Fuchs  : 
Partielle  Differentialgleichungeenebsl  Auweodungen,  —  Gross  :  Mechanische 
Wâriuetheorie.  —  Jaiin  :  Thermodynamik  mil  Uebungen.  —  Kalischeb  : 
Grundzùge  der  Potentialtheorie  u.  Anwendungen.  —  Eue.  Meyer  :  Darst. 
Géométrie  II.  —  Salkowski  :  Darst.  Géométrie  II.  —  Servus  :  Matliema- 
tische  Optik.  —  W'ai.linberg  :  Repetitorium  der  hôh.  Mathematik. 
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Freiburg  i.  Br.  ;  Universitàt.  —  Lûroth  :  Analyt.  Géométrie  der  Ebene 
une  Dîff.  rechnung,  5;  Theo'r.  Astronomie,  2;  Seminar.  --  SticiCelbebger 
Analyt.  Mechanik,  4:  Variationsrechnung,  3;  Seminar.  —  Loewy  :  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung  mit  Anwendung  auf  Statistik  und  Versicherungs- 
wescn,  3  ;  Algebr.  Analysis,  3  ;  Einfùhrung  in  die  neuere  Algebra,  -  :  Ubun- 
gen    in   der   Versicherungsrechnung,  1.  —  Seith,    Projektive   Géométrie,  2. 

Greifswald  ;  Universitàt.  — Thomé  :  Théorie  u.  Anwendung  der  Potential- 
funktion,  4;  Ebene  algebr.  Kurven,  2;  Seminar.  —  Enqel  :  Analyt.  Géomé- 
trie. 4;  Algebra,  4:  Invarianteu  und  Differentialinvarianten,  2:  Seminar.  — 
Vahlkn  :  Differenlialgeometrie,  4  mit  Ubungen,  1  ;  Wahrscheinlichkeits- 
und  Ausgleichungsrechnung,  2.  —  Starke  :  Malhem.  Ergànzungen  zur 
Experimentalphysik.  —  Holtz  :  Mechanik  und  Molekularphysik. 

Marburg  ;  Universitàt.  —  Hensel  :  Algebra.  4:  Ellipt.  Funktionen,  4;  Se- 
minar; Proseminar.  —  Neumann  :  Diff.-  und  Integra! rechnung  II,  4;  Varia- 
tionsrechnung, 4  :  Proseminar.  —  v.  Dalwick  :  Potential théorie,  '■>  :  Unend- 
Iiche  Reihen  und  Produkle.  1  ;  Perspektive.  4.  —  Hellinger  :  Analyt. 
Géométrie  II,  3;  Integralgleichungen  und  Gleichungen  mit  unendlich  vielen 
Unbekannten,  2. 

Mùnchen  ;  Universitàt.  —  Linbemakn  :  DifT.  Rechnung,  5;  Analyt.  Mecha- 
nik, 4  ;  Seminar.  —  Yoss  :  Analyt.  Géométrie  der  Ebene,  4  ;  Th.  der  algebr. 
Kurven  ;  Seminar.  —  Pringshi-.i.m  :  Einfùhrung  in  die  Th.  der  analyt.  Funk- 
tionen, 5.  —  Brunn  :  Die  neuere  Entwicklung  der  Analysis  situs.  2.  - — 
Doehlemanx  :  Darst.  Géométrie  I,  5  mit  Ubungen.  3:  Synth.  Géométrie,  i 
mit  Ubungen,  1  :  Die  bildliche  Darstellung.  ihre  Grundlagen  und  ihre  Ent- 
wicklung. 2.  —  Hartogs  :  Th.  der  Abelschen  Funktionen,  4.  —  Perron  : 
Fortsetzung  der  Differential- und  Integralrechnung,  4;  mit  Ubungen,  I  :  Th. 
der  Kettenbriiche.  2.  —  v.  Seeliger  :  Grundlehren  der  Astronomie,  '*  ;  Kol- 
loquium.  —  Grossmann  :  Anleilung  zur  Ausfûhrung  astron.  Rechnungen,  3. 

—  Sommereeld  :  Vektoranal ysis,  3:  Thermodynamik.  )!  :   Seminar. 
Mùnchen;  Technische  Hochschule.  —  v.   Dyck  :   Hôh.   Mathemalik  I,  mit 

Ubgn  ;  Anwendung  der  Diff.-  und  Integralrechnung  aul  Géométrie;  Semi- 
nar. —  Finster.wa.loer  :  Hôh.  Matliematik  III  mit  Ubgn;  Elem.  Mathemalik 
(geometr.  Teil),  mit  Ubgn;  Seminar.  —  Bcrkhakdt  :  Grundzùge  <\^v  hôh. 
Mathemalik  mit  Ubgn.  ;  Elem.  Matliematik  (algebr.  analyt.  Teil),  mit  Ubgn.; 
Seminar.  —  Burmester  :  Darst.  Géométrie  1.  mit  Ubungen.  —  Schmioi  : 
Yermessungskunde  I.  mit  Praktikum.  —  Foppl  :  Techn.  Mechanik  II  (graph. 
Statiki  und  III  (Festigkeitslehre)  ;  Ubgn.  zur  graph.  Slatik.  —  Bisciiofi 
Mechanisches  und  graphisches  Recbnen.  —  Grossmann  :  Elemente  der  Astro- 
nomie. —  Nabauer  :  Trigonométrie  mit  tbesonderer  Berùcksichtigung  des 
Studiums  der  Vermessungsingenieur  ;  Anleitung  zur  rechnerischen  Ausar- 
beitung  geodâlischer  Aufnahmen  (Ubungen).  —  Schrôter  :  Mechanische 
Wârmelheorie. —  Knoblauch  :  Ausgew.   Kapitel  der  Lechn.  Thermodynamik. 

—  E.mdf.n  :  Aerodynamik  u.  Anwendung  auf  Flugtechnik. 

AUTRICHE 

Wien  ;  Universitàt.  —  A.  Mathematik.  \  Escherich  :  Bestimmte  Inté- 
grale und  Variationsrechnung,  ."> .  Proseminar  fur  Mathematik,  I  :  Seminar  fur 
Mathematik,   2.   —   Mertens      Diff-   und   Integralrechnung,  5;    Uebgn,    im 

math.  Seminar,  2;    Uebgn.    in'i    math.     l'r<  isrminar.    1.  —  WlRTl.NGER  :   Diffe- 
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rentialgleichungen,  5  ;  Math.  Seminar,  2  .  Math.  Proseminar,  1.  —  Kohn  : 
Analyt.  Géométrie,  i;  Uebgn.,  1;  Invariantealheorie  mil  geometr.  Anwen- 
dungen,  2.  —  Talber  :  Versicherungsmathematik,  i.  —  Blaschke  :  Einlïih- 
rung  in  die  malh.  Stnlislik,  1.  3.  —  Hahn  :  Integralgleichuogen,  3.  — 
Han.m  :  Ausgew.  Kapilel  der  Funktionentheorie,  2.  —  Scukitka  :  Differen- 
tialgeometrie,  1.  —  Tietze  :  Analysis  situs,  2.  —  B.  Astronomie.  —  Hepper- 
ger  :  Sphâr.  Astronomie,  i  ;  Ueber  spektroskopischc  Doppelsterne,  1.  — 
Schra.m  :  Zeitréchnung  verschiedener  Vôlker  uiid  Umrechnung  von  Daten 
verschiedener  Aeren  (mit  besonderer  Rùcksicht  auf  Historiker),  1. —  Pbey  : 
Bahnbeslimmung  der  Planetcn  und  Koraelen.  2.  —  Hekz  :  Die  kosmischeu 
L  rsachen  der  Eiszeiten,  2. 

Wien  :  Techniscke  Uochschule.  —  Mathematische  Fâcher.  —  Zsigmo.ndt  : 
Mathematik  I.    —   Czlber  :  Mathematik   II;    Wahrscheinlichkeitsrechoung. 

—  X  :  Grundlehren  der  hoh.  Mathematik.  —  v.  Schrutka  :  Uebun- 
gen  im  Gebrauche  des  logar.  Rechenschiebers  ;  Enzyclopadie  der  hôheren 
.Mathematik  fur  Lehramtskandidaten.  Praxis  des  Rechiiens.  —  Reich  :  Aus- 
gew. Kapitel  aus  der  hôh.  Algebra.  —  Tauber  :  Versicherungsmathematik 
I.  U.  II.  Kurs.  —  Blaschke  :  Einfuhrung  in  die  math.  Statistik.  —  Muller  : 
Darst.  Géométrie  u.  konstruktives  Zeichnen  ;  Zyklographie  ;  Seminar  fur 
darst.  Géométrie.  —  Schmid  :  Darst.  Géométrie  u.  konstruktives  Zeichnen  ; 
Projektive  Géométrie  I.  u.  II.  Teil.  —  Adler  :  Graphisches  Rechnen.  — 
Finger  :  Mechanik  I.  Teil  (Merhanik  der  starreu  uud  fltissigen  Kôrper].  — 
Jung  :  Mechanik  I.  Teil  (Mechanik).  Hydraulik.  —  (Name  spâter)  :  Allge- 
meine  Mechanik.  —  Kirsch  :  Mechanik  II.  (Elastizitiits   u.   Fesligkeitslehre). 

—  (Name):  spiiter  Festigkeitslehre  u.  Statik  der  Hochbauwerke.  —  Finger: 
Enzyklopàdie  der  Mechanik.  —  Jung  :  Einfuhrung  in  die  Vektoranalysis. 
Hydrodyuamik.  —  Dr  Girtler  :  Analyt.  Mechanik  der  fliissigen  Kôrper. 
Dynamik  der  materiellen  Punktsysteme  im  allgemeinen  und  des  starren 
Kôrpers  im  bespnderen.  —  Dr  Léon  :  Analyt.  Mechanik  des  elastischen 
feslen  Kôrpers.  —  Pollack  :  Eiemente  der  niederen  Geodiisie.  Prakl.  Uebgn. 

—  Dolezal  :  Prakl.  Géométrie.  Uebgn.  Situationszeichnen.  Photogramme- 
trie  liir  Architeklen.  Photo-  und  Stereophologrammetrie  fur  militarische 
Zwecke.  —  Dr  Finter  :  Hôh.  Geodiisie.  Sphâr.  Astronomie;  Uebgn.  ;  Geodàt. 
Rechenûbungen.  —  Pket  :  Das  trigOD.  und  das  geometr.  Nivellement. 

BULGARIE 

Sofia;  Université.  —  E.  Ivakov  :  Equations  différentielles,  3;  Exer.,  2; 
Théorie  des  fondions,  3;  Exerc.  2.  —  A.  Tinterov,  priv.-doc.  :  Principes 
des  mathématiques  supérieures  I.,  2;  Exerc.  1;  II  partie,  Calcul  différen- 
tiel, 't  ;  Exerc.  2.  —  V.  Sourek  :  Géométrie  analytique  I,  2;  Exerc.  4; 
Géométrie  descriptive.  3;  Exerc.  3  ;  Géométrie  supérieure,  1.  —  Sp.  Ganev: 
Théorie  des  équations  algébriques,  3  ;  Exerc.  2;  Mécanique  analytique,  5; 
Exerc.  2.  —  M.  Batchea  \.ko\  Astronomie  sphérique  et  pratique,  3;  Astro- 
nomie théorique,  3  ;  Exerc.  d'astronomie,  'i. 

FRANCE 

Paris  ;  Faculté  des  Sciences.  —  Cours  de  mathématiques  du  1er  semestre 
1909-1910  (ouverture  le  3  novembre  1909).  —  G.  Dakboux  :  Des  principes 
généraux  de  la  Géométrie    infinitésimale;    Théorie  des  systèmes  triples  or- 
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thogonaux,  2.  —  E.  Goursat  :  Des  opérations  du  calcul  différentiel  el  du 
calcul  intégral;  Eléments  de  la  théorie  des  fonctions  analytiques,  2.  — 
L.  Raffi  :  Théorie  des  courbes  gauches  et  propriétés  des  lignes  tracées 
sur  les  surfaces  (Programme "du  Certificat  de  calcul  différentiel  et  de  calcul 
intégral),  2.  —  E.  Boricl  :  Des  Intégrales  défîmes  el  de  quelques-unes  de 
leurs  applications.  2.  —  P,  Painlevé  :  Des  lois  générales  de  l'Equilibre  et  du 
Mouvement.  2.  —  P.  Appell  et  M.  Blutel  :  Mathématiques  générales  I.  1  h. 
—  H.  Poincare  :  Mouvements  des  corps  célestes  autour  de  leur  centre  de 
gravité.  —  Boussinesq  :  Théorie  mécanique  de  la  lumière,  2.  —  Kônigs 
Des  moteurs  thermiques. 

Conférences.  —  E.  Raffy  :  Conférences  sur  le  calcul  différentiel  et  le 
calcul  intégral,  2.  —  M.  Caktan  :  Conférences  sur  la  Géométrie  supérieure, 
3,  et  sur  la  Mécanique  rationnelle,  2.  —  M.  Blutel  :  Conférences  sur 
1  Algèbre,  en  vue  du  Certificat  dé  mathématiques  préparatoires  à  I  étude 
des  Sciences  physiques,  2.  —  M.  Servant  .  Conférences  sur  les  principes 
de  la  statique  graphique  et  de  la  résistance  îles  matériaux,    1. 

Second  semestre.  —  E.  Picard  :  Principaux  développements  en  séries  se 
présentant  en  physique  mathématique.  —  Goursat  :  Equations  différentielles. 
Equations  aux  dérivés  partielles.  —  Painlevi;  :  Eois  générales  du  mouve- 
ment des  systèmes.  Mécanique  analytique.  Hydrostatique  et  Hydrodynami- 
que. —  Appeli,  :  Analyse  et  mécanique.  — Andoyer  :  Programme  du  Cer- 
tificat d'astronomie.  —  Boussinesq  :  Théorie  mécanique  de  la  lumière.  — 
Koenigs  :  Théorie  générale  des  mécanismes. 

Marseille;  Faculté  des  Sciences.  —  Sauvage  :  Calcul  intégral  théorique. 
Géométrie  infinitésimale,  2  ;  Programme  de  l'agrégation  ès-sciences  mathé- 
matiques, 1.  -  Jamet  :  Conférences  de  calcul  différentiel.  Calcul  intégral 
pratique.  2.  —  Charve  :  Mécanique,  2;  conférences,  1.  —  Bourgei  :  Astro- 
nomie. 2.  —  Mathématiques  générales  :  Sauvage,  Algèbre,  Trigonométrie, 
Géométrie  analytique,  2  h.;  Boikget.  Analyse  et  Mécanique.  I;  Chauvi. 
Mathématiques  générales,  1  h. 
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Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  l'année  1910.  —  ln-16  de  plus  de 
900  pages  avec  Ggures  ;  I  fr.  50.  Gauthier-Villars,  Paris. 

Toujours  très  précieux  par  le  nombre  de  documents  qu'il  contient,  cet 
excellent  recueil  renferme  cette  fois,  après  les  documents  astronomiques, 
des  tableaux  relatifs  à  la  physique  et  à  la  chimie.  Ou  y  trouve  :  éléments 
magnétiques,  correction  et  comparaison  îles  baromètres  et  des  thermo- 
mètres, dilatation  «les  liquides,  tensions  de  vapeur,  élasticité  et  frottement 
des  solides,  viscosité  des  gaz,  longueurs  d'ondes,  solubilité,  etc.,  etc. 

Cet  ouvrage  ne  se  trouvera  pas  seulement  sur  la  table  du  technicien,  du 
physicien,  «lu  mathématicien;  les  laïcs  eux-mêmes  le  consulteront  volontiers 
pour  avoir  sous  les  yeux  la  liste  des  constantes  usuelles,  el  aussi  pour  lire 
les  intéressantes  notices  de  M.  Baillai  n  sur  la  Réunion  du  Comité  interna- 
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tional  de  la  carte  photographique  du  ciel  cl  de  M.  Lallema.no  sur  les  Marées 
de  l'écorce  terrestre. 

F.  BOtzberger.  —  Lehrbuch  der  ebenen  Trigonométrie.  —  Vierte,  verbes-» 
série  und  vermehrte  Auflage.  —  1  vol.  iu-8°  ;  84  p.,  2  francs;  Orell 
Fiissli,  Zurich. 

Le  livre  de  M.  Bùtzberger  se  reconimaude  tout  spécialement  à  l'attention 
des  maîtres  'le  mathématiques  pour  la  façon  judicieuse  dont  il  est  conçu. 
Dans  le  premier  chapitre,  intitulé  «Le  triangle  rectangle»,  il  part  de  ce 
dernier  pour  définir  les  fonctions  trigonométriques.  Le  sinus  et  le  cosinus 
d'un  angle  obtus  s'obtiennent  en  identifiant  les  formules  qui  donnent  la  sur- 
face d  un  triangle  isocèle  dont  l'angle  au  sommet  est  soit  -aigu,  soit  obtus  ; 
ce  qui  permet  à  1  auteur,  dans  le  chapitre  suivant,  d'aborder  le  triangle 
scalène  et  les  différents  principes  qui  s'y  rapportent.  L'élève,  familiarisé 
avec  ces  nouvelles  fonctions,  sera  porté  à  en  désirer  leur  généralisation  à 
un  angle  quelconque  ;  c'est  le  but  du  troisième  et  dernier  chapitre.  Il  ren- 
ferme tout  d'abord  1  exposé  des  systèmes  de  coordonnées  rectangulaires  et 
de  coordonnées  polaires,  pour  passer  ensuite  à  la  définition  des  fonctions 
sinus  et  cosinus.  Prenant  un  point  P  (x,  y)  sur  l'un  des  côtés  d'un  angle 
dont  le  sommet  coïncide  avec  l'origine  des  axes  et  l'autre  côté,  avec  la  par- 
tie positive  de  l'axe  des  x,  l'auteur  considère  le  cosinus  et  le  sinus  de  cet 
angle  comme  étant  le  rapport  au  rayon  vecteur,  de  l'abscisse  et  de  l'ordon- 
née du  point  P.  Le  livre  se  termine  par  la  résolution  des  problèmes  de  Po- 
thenot  et  de  Hansen.  Ajoutons  que  l'introduction  traite  de  l'histoire  de  la 
trigonométrie  et  que  le  recueil  renferme  également  un  grand  nombre 
d'exercices.  G.  Bertrand  (Genève). 

K.  Dœhlemann.  —  Geometrische  Transformationen.  //.  Teil  (Sammlung 
Schubert i,   1  vol.  eart.  ;  10  Mk.  ;  G.-J.  Gôschen,  Leipzig. 

Dans  un  précédent  Ouvrage,  lauteur  avait  étudié  les  relations  analytiques 
qui  caractérisent  les  divers  éléments  de  la  géométrie  de  position.  Le  présent 
Ouvrage  est  une  continuation  très  intéressante  de  ces  théories.  M.  Dœhle- 
mann a  développé  d'abord    les  transformations  quadratiques  définies  par  les 

relations  :  a"    :  x    :  x    —  a.t   x    :  bx  r    :  ex  x    ,    dans    lesquelles   x  x  x     et 
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x  .>  x  sont  les  coordonnées  trimétriques  des  points  homologues  P  et  P' 
pris,  l'un  dans  le  plan  fondamental  et  l'autre  dans  le  plan  de  transformation. 
Partant  de  ces  idées,  il  établit  la  définition  des  points  et  des  droites  fonda- 
mentaux pour  l'appliquer  à  l'étude  des  poiuts  singuliers,  puis  des  points  et 
des  lignes  de  coïncidence.  La  comparaison  par  les  équations  linéaires  lui 
permet  <le  déterminer  très  élégamment  le  nombre  et  la  nature  des  éléments 
caractéristiques  d'une  transformation  quadratique. 

L'emploi  des  points  cycliques  comme  points  fondamentaux  conduit  l'au- 
teur à  un  exposé  fort  remarquable  sur  les  droites  isotropes  et  les  foyers. 
L'application  à  La  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  est  illus- 
trée de  quelques  propriétés  simples  des  coniques  et  des  courbes  anallag- 
matiques.  Une  élude  des  inverseurs  classiques  :  Peaucelier,  Sylvester,  Hart 
et  Kempe  termine  cette  partie.  L  auteur  a  consacré  un  chapitre  complet  à 
la  transformation  par  variables  imaginaires  et  l'a  intéressé  par  le  dévelop- 
pement  d'un  grand  nombre  de  beaux  exemples. 
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La  seconde  partie  du  livre  traite  des  transformations  quadratiques  <>u 
birationnelles  dans  l'espace.  Le  plan  suivi  est  très  analogue  à  celui  de  la 
première  partie  :  relations  algébriques,  sections  sphériques  imaginaires  et 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Les  applications  <le  ces 
transformations  à  la  projection  stéréographique,  à  la  géométrie  de  la  sphère, 
aux  cyclides  de  Dupin  et  aux  surfaces  anallagmatiques  sont  particulière- 
ment intéressantes. 

Nous  ne  pouvons  pas  entrer  dans  tout  le  détail  des  exemples  et  des  sujets 
traités,  mais  c'est  avec  plaisir  que  nous  recommandons  l'excellent  Ouvrage 
de  M.  Dœhlemann  à  tous  ceux  qui  s'intéressent  à  la  géométrie   moderne. 

L.  Creliek  (Bienne-Bemej. 

H.  Hartl.  —  Erste  Einfùhrung  in  die  Elemente  der  Differential-  und 
Integralrechnung  und  deren  Anwehdung  zur  Losung  praktischer  Aufga- 
ben.  —  1  vol.  in-8°,  58  p.  :  Franz  Deuticke  ;  Wien  und  Leipzig. 

A  une  époque  où  l'on  est  de  plus  en  plus  porté  à  faire  figurer  au  pro- 
gramme de  renseignement  secondaire  les  éléments  du  calcul  infinitésimal, 
le  livre  de  .M.  Hartl  arrive  à  propos.  Ce  petit  recueil  s'adresse  principale- 
ment aux  jeunes  gens  qui  ont  eu  une  préparation  incomplète,  et  qui  désirent 
néanmoins  avoir  un  aperçu  de  celte  théorie.  Par  suite  du  but  que  s'est 
proposé  l'auteur,  ce  dernier  n'a  pu  donner  toute  la  rigueur  voulue  aux  dé- 
monstrations ;  il  a  surtout  recherché  une  compréhension  facile  et  rapide  du 
sujet.  Quelques  applications  pratiques  montrent  tonte  l'importance  de  ce 
calcul  ;  en  outre,  chaque  chapitre  renferme  des  exercices   et    leurs  solutions. 

E.  Landau.  —  Handbuch  der  Lehre  von  der  Verteilung  der  Primzahlen. 

—  '2  vol.  gr.  in-8°  comprenant  au  total  un  millier  de  pages;  B.  G.  Teubner, 

Leipzig. 

La  suite  des  nombres  premiers  est  illimitée.  —  Toute  progression  arith- 
métique dont  la  raison  et  le  premier  terme  sont  des  nombres  premiers  entre 
eux,  contient  une  infinité  de  ternies  qui  sont  des  nombres  premiers  absolus. 

Le  premier  de  ces  théorèmes  est  un  cas  particulier  du  second.  L'une  de 
ces  démonstrations,  devenue  classique,  se  trouve  déjà  chez  Euclide.  Celle  du 
second,  eu  revanche,  coula  les  plus  grands  efforts  et  ce  fut  Dirichlet  qui  eut 
l'honneur  d'y  parvenir  en  1837.  En  l'obtenant  au  moyen  des  séries  qui 
portent  sou  nom,  il  ouvrit  à  la  théorie  des  nombres  des  voies  inconnues  et 
devint  pour  ainsi  dire  le  véritable  créateur  d'une  nouvelle  discipline,  l'arith- 
métique analytique. 

Plus  lard  vint  Riemann.  Dans  un  mémoire,  que  personne  n  ignore  et  daté 
de  1859,  Riemann,  faisant  preuve  d'une  divination  inouïe,  donna  une  formule 
désormais  historique  relative  au  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs  à 
un  nombre  donné-,  dont  se  sont  occupés  depuis,  bon  nombre  de  mathémati- 
ciens éminents,  parmi  lesquels  MM.  Hadamard,  von  Mangoldt,  de  la  Vallée 
Poussin  et  Landau1.  Riemann  obtint  ce  résultai  capital  en  parlant  de  consi- 
dérations profondes  sur  la  fonction 


1  Au  sujet  du  rôle  exact  de  char-un  de  ces  géomètres  dans  les  recherches  que  nécessita  le 
mémoire  de  Riemann,  voir  aussi  Landau,  «  Sur  le  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs  ,i 

une  limite  donnée.  »  [Ann.  de  l'Ecole  normale,  t.  J.'>.  :i1"-  série,  1908 
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qui  n  est  eu  définitive  que  l'une  des  plus  importantes  d'entre  les  suites  de 
Dirichlet. 

Préoccupé  d'éclaircir  une  foule  de  questions  aussi  difiici les  qu'attrayantes, 
se  rattachant  aux  deux  théorèmes  du  début  de  cette  Note,  M.  Landau,  depuis 
dix  ans.  a  multiplié  ses  recherches.  Ses  deux  livres,  dont  il  faut  chercher 
l'origine  dans  ses  cours  de  Berlin  et  de  Gôttingen,  contiennent  l'exposé  de 
ses  nombreux  travaux.  Ils  renferment  tout  ce  qu'on  connaît  jusqu'à  ce 
jour  relativement  à  la  répartition  des  nombres  premiers  et  nul,  mieux  que 
M.  Landau,  n'aurait  pu  les  écrire.  Ils  sont  élémentaires  et  n'exigent  du  lec- 
teur, à  côté,  bien  entendu,  d'une  bonne  maturité  d'esprit,  que  la  connais- 
sance des  premiers  théorèmes  de  la  théorie  des  nombres  et  des  premiers 
chapitres  de  celle  des  fonctions,  de  l'intégrale  de  Caucliy.  avec  toutes  les 
conséquences  classiques  qu'il  est  possible  d'en  tirer. 

Les  deux  livres  comprennent  six  parties  principales,  augmentées  d'une 
introduction  historique,  p.  1  à  55,  d'un  chapitre  consacré  à  l'indication  des 
sources,  p.  883  à  907,  et  enfin  d'un  index  bibliographique,  p.  908  à  961, 
portant  sur  un  total  de  plus  de  six  cents  travaux  dus  à  deux  cent  vingt  au- 
teurs environ.  Voici  très  succintement  le  contenu  des  six  parties. 

Pe  partie  Ip.  59  à  388).  —  Etablissement  de  la  formule  asymptotique 

|  1  lin,    ll^L  —  1 


dans  laquelle  n  |.r)  représente  le  nombre  des  nombres  premiers  inférieur  au 
nombre  x  et  où  log.r  est  le  logarithme  naturel  de  x. 

Cette  formule,  dont  Gauss  avait  eu  l'intuition  dans  sa  jeunesse,  ne  fut 
établie  qu'en  1896  par  MM.  Hadamard  et  de  la  Vallée  Poussin.  Leurs  dé- 
couvertes furent  indépendantes.  L'exposition  de  M.  Landau  est  indépen- 
dante de  celle  de  ces  deux  savants,   dont  il  a  simplifié  les  démonstrations. 

vin.'  partie  Ip.  391  à  564).  —  Etablissement  de  la  formule  qui  correspond 
à  la  formule  (1),  lorsque  la  suite  de  nombres  considérés  est  une  progression 
arithmétique,  dont  la  raison  et  le  premier  terme  sont  des  nombres  premiers 
entre  eux. 

Application  de  la  théorie  précédente  à  des  décompositions  des  nombres 
entiers  en  sommes  de  carrés  et  de  cubes,  et  à  la  recherche  du  plus  grand 
diviseur  premier  de  certains  produits.  Ces  deux  premières  parties  con- 
tiennent du  reste,  $  82  à  88  et  ^  133  à  138,  une  démonstration  rigoureuse 
de  la  formule  de  Ricmann  que  M.  Landau  étend  aussi  au  cas  où  la  suite  na- 
turelle des  nombres  se  trouve  remplacée  par  une  progression  arithmétique. 

La  formule  de  Riemann  [introduction  historique,  p.  36),  n'est  pas  équiva- 
lente à  la  formule  (Il  ci-dessus  indiquée.  Celte  dernière  la  surpasse  de  beau- 
coup en  importance. 

3nie  et  imc  parties  (p.  567  à  637).  —  Ces  deux  parties  sont  consacrées, 
entre  autres,  à  l'étude  des  fonctions  arithmétiques  p[n)  et  X(//)  de  Môbius  et 
de  Liouville,  lorsque  /(  appartient  soit  à  la  suite  des  nombres  naturels,  soit 
à  une  progression  arithmétique. 

In  chapitre  important  est  le  3""',  où  M.  Landau  déduit  directement  de 
l'égalité 


i2i  y  * (/l)  log  " 


-  i 

11  =  1 


1       1       1 

]          1 

+  7+9  +  ÏÎ- 

Ï3  _  15 
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la  formule  ili  relative  à  la  fréquence  des  nombres  premiers.  Dans  cette 
formule  pi  n    esl   défini,   comme   on   sait,  de    la    façon    suivante:   pi(l)  r=  1  ,• 

^  n)  =0,  lorsque  /;  esl  divisible  par  un  carré  parfait  :  a («)  =  i —  1 1'  .  lorsque 
ri  est  égal  au  produit  de  p  facteurs  premiers  distincts.  Log  n  esl  le  loga- 
rithme naturel  de  n. 

La  déduction  faite  par  M.  Landau  est  importante  parce  qu'elle  donne  la 
raison  véritable  pour  laquelle  Tschebyschef  et  ses  successeurs  n'ont  pu 
aboutira  la  formule  (1)  en  suivant  la  voie  qu'ils  avaient  adoptée. 

."""*  partie.  —  Dans  celle-ci  l'on  rencontre  certaines  séries  numériques 
classiques  envisagées  les  unes  par  Euler.  les  autres  par  Môbius  et  d'autres 
enfin  par  Cesàro.  On  trouve,  par  exemple,  chez  Euler ',  l'égalité  suivant* 

;  5  =  1 +\ 

dont  le  second  membre  s  écrirait,  en  notation  moderne, 

jgi%(n)  X(n) 

S      n 

où 

/^iz=0,1.0,  —  l  pour         «  =  0,1,2,3,  (mod  i)  . 

"/.    n    esl  la  fonction  arithmétique  de  Liouville  définie  comme  suit: 
/    l)  =  1  ,         X(n)  =  | —  li&. 

où  p  désigne  le  nombre  des  facteurs  premiers  dont  n  esl  le  produit,  ces 
facteurs  étant  comptes  avec  leur  ordre  de  multiplicité. 

Pour  la  première  fois,  comme  il  le  fait  d'ailleurs  pour  une  foule  d'autres 
égalités  semblables,  M.  Landau  établit  la  convergence  du  second  membre 
de  (3),  qu  il  évalue  ensuite  facilement. 

6me  partie  (p.  723  à  882).  —  Cetle  6me  partie  comporte  un  exposé  complet 
et  systématique  de  la  théorie  des  suites  de  Diriehlei  qui,  dans  le  cas  le  plus 
général,  sont  de  la  forme 


où  X„  représente  une  suite  de  quantités  réelles  lendanj  vers  l'infini  en  crois- 
sant constammenl  avec  /?.  Ce  dernier  exposé  était  utile.  11  complète  et  ré- 
sume très  heureusement  beaucoup  de  propositions  relatives  à  ces  remar- 
quables séries  dont  M.  Landau  fait  un  usage  constant  d  un  bout  à  l'autre 
de  sa  colossale  entreprise. 

Ce  qui  précède  n'en  est  pas  un  résnmé,  encore  moins  une  analyse.  Seuls 
quelques  jalons,  isolés  mais  importants  sans  doute,  onl  été  jetés  dans  les 
lignes  qui  précèdent 

Les  deux  livres  de  M.  Landau,  émaillés  partout  de  remarques  historiques 
intéressantes,  sans  être  difficiles  à  lire,  ne  peinent  l'être  qu'avec  une  atten- 
tion soutenue.  Mais  ils  en  valent    la    peine.    Comme   tous   «eux   qui   se   Bonl 


1  Eulrr.  Intraductio  in  analysin  infinitorum.  t.  !..  Lausanne,  Bousquet,  1748,  p    ->>■ 
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occupés  d'arithmétique,  comme  les  Fermât,  les  Legendre,  les  Euler  ou  les 
Gauss,  lous  ceux  qui  feront  cette  étude  seront  saisis  d'admiration  pour  les 
merveilleuses  propriétés  du  nombre  entier,  propriétés  qui,  dès  la  plus  haute 
antiquité,  ont  toujours  éveillé  l'enthousiasme  et  exercé  la  sagacité  des  pen- 
seurs les  plus  profonds  de  toutes  les  époques. 

Gustave  Dlmas  (Zurich). 

G.  de  Laplanche.  —  Etude  sur  les  angles  imaginaires.  —  1  vol.  in-16, 
135  p.;  3  fr.;  Hermann,  Paris. 

Une  quantité  imaginaire  peut  toujours   s'écrire   sous  la  forme  e  '    (cos  ce 

-|-  i  sin  «i  =  e  '  .  Si  elle  est  le  rapport  de  deux  autres  quantités  ima- 
ginaires, u  est  l'angle  des  vecteurs  représentatifs  de  ces  deux  quantités.  La 
quantité  a  -)-  ]3i :  ,  comme  le  rapport  lui-même,  ne  dépend  que  des  deux  vec- 
teurs et  rien  n'empêche  de  lui  donner  le  nom  d'angle  (imaginaire).  On  con- 
çoit aussi  que  l'on  puisse  eu  faire  l'élément  d'un  calcul  géométrique. 

C'est  à  développer  quelques  applications  d'un  tel  calcul,  que  s'applique 
l'auteur,  après  avoir  exposé  assez  longuement  les  éléments  de  la  théorie 
des  imaginaires. 

Il  est  à  peine  besoin  de  signaler  que  le  calcul  ainsi  mis  en  lumière  se 
confond,  à  très  peu  de  chose  près,  avec  celui  des  équipolleuces  de  Bellavitis. 

E.  Combebiac  (Montauban). 

Ernest  Lebon.  —  Henri  Poincaré,  Biographie,  Bibliographie  analytique  des 
écrits,  (Collection  des  Savants  du  Jour).  —  1  vol.  gd  8°,  de  YIII-80  p., 
papier  de  Hollande,  avec  un  portrait  en  héliogravure;  7  fr.  ;  Gaulhier- 
Villars,  Paris. 

M.  Lebon  vient  d'entreprendre  la  publication  d'une  collection  intitulée 
«  Les  Savants  du  Jour  ».  Chaque  volume  contiendra,  avec  les  indications 
biographiques,  une  bibliographie  analytique  des  écrits.  Une  pareille  collec- 
tion est  appelée  à  rendre  de  grands  services,  car  il  y  a  un  véritable  intérêt 
pour  le  chercheur  à  être  renseigné  sur  l'ensemble  des  travaux  d'un  même 
savant. 

L'auteur  de  l'Histoire  abrégée  de  l'Astronomie  était  particulièrement  bien 
qualifié  pour  entreprendre  la  rédaction  de  ces  monographies,  et  il  a  été  bien 
inspiré  en  mettant  sa  collection  sous  l'égide  d'un  nom  d'une  réputation  aussi 
universelle. 

Dans  le  premier  chapitre  on  lira  avec  plaisir  la  partie  biographique  du 
spirituel  discours  prononcé  par  M.  Fr.  Masson,  Directeur  de  l'Académie 
française,  en  recevant  M.  Henri  Poincaré. 

La  liste  des  écrits,  arrêtée  au  premier  juillet  1909,  comprend  436  titres 
que  M.  Lebon  a  répartis  en  6  sections:  Analyse  mathématique.  —  Méca- 
nique analytique  et  mécanique  céleste.  —  Physique  mathématique.  —  Philo- 
sophie scientifique.  —  Nécrologie.  —  Publications  diverses. 

En  faisant  précéder  chacune  de  ces  sections  d'appréciations  dues  à  des 
hommes  illustres,  M.  Lebon  a  augmenté  l'intérêt  du  recueil  et  fait  oublier 
la  sécheresse  inévitable  des  énumérations  de  litres.  Il  importe  de  remarquer 
que  le  manuscrit  a  été  soumis  à  M.  Poincaré  qui  ;i  égalemenl  lu  et  approuvé 
les  dernières  épreuves  de  cet  Opuscule. 

11.  Fiiik. 


BIBLIOGRAPHIE  19  J 

Giovanni    de   Malro.    —  TrattatO  d'algebra  ad  uso  dei  licei  e  degl'   istituti 

tecnici,    con    una    prefazione    del    Prof.    F.    Rapisardi.    —   1  vol.    in-8°,. 

521  p.,  contenant  1500  exercices:  3  L.  50;  C.  Battialo,  Catania. 

Ce  traité  élémentaire  d'algèbre  possède  à  un  liant  degré  les  qualités  es- 
sentielles d'un  livre  d'initiation,  à  savoir  :  la  simplicité  et  la  clarté  jointes 
à  la  rigueur,  ce  qui  permet  à  tout  débutant  de  le  comprendre  sans  autre 
aide.  Les  démonstrations  et  les  règles  données  sont  précises  quoique  con- 
cices.  de  plus,  de  nombreux  exemples  permettent  à  l'élève  de  se  bien  fami- 
liariser avec  ces  théories  nouvelles  pour  lui. 

L'Ouvrage  comprend  six  livres  et  un  appendice.  Dans  le  premier  Livre 
sont  réunies  les  notions  préliminaires,  les  définitions  et  les  opérations  algé- 
briques ;  le  deuxième  traite  de  l'équation  du  premier  degré  à  une  ou  plu- 
sieurs inconnues,  tandis  que  le  troisième  prépare,  par  l'étude  des  radicaux 
et  des  quantités  irrationnelles,  à  la  résolution  de  l'équation  du  second  degré 
qui  est  exposée  dans  le  quatrième  avec  toutes  les  conséquences  et  considé- 
rations qu'amène  la  discussion  :  inégalités,  maxima  et  miniina,  nombres 
imaginaires  et  complexes.  Le  cinquième  Livre  réunit  les  chapitres  suivants  : 
progressions,  arrangements,  permutations  et  combinaisons;  binôme  de 
Newton.  L'auteur  a  réservé  pour  le  sixième  et  dernier  Livre,  les  logarithmes, 
les  équations  exponentielles,  les  intérêts,  les  annuités  et  les  amortissements, 
les  fractions  continues  et  enfin  l'analyse  indéterminée  du  premier  de^ré. 
Dans  l'Appendice  M.  de  Mauro  passe  en  revue  quelques  théories  élémen- 
taires de  l'Arithmétique  rationnelle.  H.  Jaquemoud  (Genève). 

Dav.-Eug.  Smith.  —  The  Teaching  of  Arithmetic.  —  1  vol.  relié,  in-8°,  120 
p.  ;  75  cent.  ;   Teachers  Collège,  Columbia  University,  New-York. 

Dans  l'antiquité,  chez  les  Grecs,  le  calcul  numérique,  ou  logistique,  et 
la  science  des  nombres,  ou  arithmétique,  formaient  deux  sujets  nettement 
distincts.  L'arithmétique  moderne,  au  contraire,  réunit  les  deux  concep- 
tions: son  but  est,  non  seulement  de  développer  lesprit  logique,  mais  en- 
core de  préparer  à  l'application  du  calcul  numérique  à  la  vie  pratique. 
M.  Smith  démontre  que  l'enseignement  moderne  de  l'arithmétique  peut  et 
doit  satisfaire  à  ce  double  but  et  il  indique  les  moyens  pour  y  parvenir. 
Tout  en  se  préoccupant  constamment  de  rendre  l'étude  de  l'arithmétique 
plus  facile  et  plus  attrayante,  il  met  en  garde  contre  la  tendance  trop  ré- 
pandue de  faciliter,  au  point  de  supprimer  tout  effort  cérébral,  suppression 
qui  annulerait  l'influence  de  1  arithmétique  sur  le  développement  de  l'esprit. 

L'auteur  traite,  dans  les  premiers  chapitres,  des  questions  générales  con- 
cernant les  matières  à  enseigner,  de  la  nature  des  problèmes,  pour  le  choix 
desquels  on  tiendra  compte  des  exigences  actuelles  du  commerce,  de  1  in- 
dustrie, des  conditions  locales,  etc.  Des  problèmes  tirés  de  la  vie  réelle 
n'excluent,  en  aucune  faç la  gymnastique  'le  l'espril  et  ils  doivent  rem- 
placer Les  anciens  qui  ne  correspondent  plus  à  létal   social  actuel. 

Dans  >on  chapitre  sur  les  méthodes,  M.  Smith  arrive  à  la  conclusion  que 
la  meilleure  méthode  consiste  à  n'en  point  avoir,  mais  a  prendre  dans  cha- 
cune ce  qu'il  y  a  de  bon,  afin  d'obtenir  simultanément  la  rapidité  et  L'exac- 
titude dans  les  calculs,  sans  pour  cela  négliger  le  développement  du  raison- 
nement. 

Passant  à  la  question  du  calcul  mental,  ou  plus  exactement  oral,  il  étudie 
la  place  que  celui-ci  doit  occuper  dans  Les  divers  degrés  de  l'enseignement 
et  la  proportion  de  problèmes  abstraits  et  concrets  qu  il  doit  comporter. 
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L'auteur  consacre  également  un  chapitre  à  la  question  si  controversée 
des  réformes  techniques  en  arithmétique,  tels  que  l'emploi  des  signes  algé- 
briques, de  la  lettre  X  dans  les  proportions,  etc.,  dont  l'opportunité  n'est 
pas  encore  évidente  partout. 

Après  avoir  indiqué  des  jeux  qui  peuvent  être  utilisés  pour  l'instruction 
arithmétique,  M.  Smith  signale  des  essais  que  l'on  peut  tenter  dans  l'ensei- 
gnement, tant  au  point  de  vue  arithmétique  que  psychologique  et  il  repro- 
duit à  ce  sujet  une  liste  d'expériences  à  faire  due  à  M.  Henry  Suzzallo. 

Viennent  ensuite  les  plans  d'étude  pour  chaque  degré,  programmes  con- 
cernant plus  spécialement  les  écoles  américaines,  mais  qui.  avec  quelques 
changements  nécessités  par  les  différences  de  système  de  mesure,  pourraient 
s'appliquer  partout  et  sont  riches  en  conseils  utiles,  en  remarques  sugges- 
tives pour  tous  ceux  qui  s'occupent  de  l'enseignement  de  1  arithmétique. 

Ce  qui  donne  une  grande  valeur  à  l'ouvrage  de  M.  Smith,  c'est  la  place 
prépondérante  qu'y  occupe,  directement  ou  indirectement,  la  psychologie 
de  l'enfant. 

Renée  Massox  (Genève). 

H.-E.  Timekdi.ng.  —  Géométrie  der  Kràfte.  —  1  vol.  in-8°,  relié,  381  p., 

16  .Mk.,  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

La  «Géométrie  des  Forces»  se  propose  d'étudier  la  notion  de  force  uni- 
quement dans  son  développement  mathématique.  Elle  constitue  une  branche 
auxiliaire  de  la  mécanique  au  même  titre  que  la  géométrie  du  mouvement  et 
la  géométrie  des  masses,  et  forme  en  même  temps  un  lien  étroit  entre  la 
géométrie  synthétique  et  la  mécanique.  L'étude  systématique  qu  en  fait 
M.  Timerding  se  base,  d'une  part,  sur  la  théorie  des  vecteurs  qui  permet 
d'établir  les  notions  fondamentales  sous  une  forme  très  rationnelle  et  avec 
beaucoup  de  précision,  d'autre  part,  sur  les  principes  de  la  géométrie  réglée. 

L'auteur  consacre  d'abord  cinq  chapitres  au  calcul  vec'oriel  en  se  rattachant 
aux  travaux  de  Grassmann,  dont  les  opérations  (produits  intérieurs  et  pro- 
duits extérieurs!  sont  d'une  grande  simplicité.  Il  s'en  sert  pour  introduire 
et  définir  les  notions  de  moment,  de  mouvement  de  rotation,  de  force  et  de 
dynamo.  Toutefois,  dans  la  suite,  M.  Timerding  ne  fait  guère  usage  des 
opérations  vectorielles.  Les  partisans  de  ces  méthodes  le  regretteront  sans 
doute,  mais  l'auteur  désire,  dit-il,  ne  pas  trop  s'éloigner  des  méthodes 
habituelles  basées  sur  la   géométrie  analytique  et  la  géométrie  synthétique. 

Son  exposé  ne  constitue  pas  moins  une  intéressante  introduction  à  l'étude 
de  la  géométrie  vectorielle  et  elle  donne  une  forme  bien  précise  aux  notions 
fondamentales  dans  lesquelles  interviennent  les  idées  de  vecteurs  et  de 
moments. 

Dans  les  deux  chapitres  suivants  l'auteur  étudie  successivement  les  mou- 
vemente  infiniment  petits  d'un  solide  invariable,  les  forces  et  leur  travail,  les 
dynames.  Le  huitième  chapitre  est  consacré  aux  éléments  «le  la  géométrie 
réglée  :  complexes  et  congruences  linéaires  et  applications.  Puis  viennent  les 
propriétés  relatives  à  l'équilibre  d'un  système,  les  théories  de  Bail,  le 
cylindroîde,  l'équivalence  asiatique.  Dans  le  dernier  chapitre  on  étudie  les 
mouvements  <1  un  corps  solide  liLre  ou  assujetti  à  des  liaisons. 

L  exposé  de  M.  Timerding  est  écrit  avec  beaucoup  de  clarté  et  contient  de 
nombreuses  indications  bibliographiques. 

H.  Fehr. 
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1.  Publication*  pcciodicjues  : 

Annales  de  l'Université  de  Grenoble.  Tome  XXI.  N°  1.  —  Cotto.n  :  Inté- 
gration approchée  des  équations  du  pendule  de  Foucault. 

Anales  de  la  Facultad  de  Ciencias  de  Zaragoza.  Ano  3.  —  Publication  tri- 
mestrielle dirigée  par  1'.  Saviron  et  José  Rius  y  Casas. 

Bollettino  di  Matematica.  Giornale  scientiiico-didaltico  per  l'incremento 
degli  Studi  matematici  nelie  Scuole  medie.  Diretto  dal  Dott.  Alb.  Coxti. 
Anno  VIII.   Huma,    1909. 
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SziJr.s  (A.) 394 

Timerding  (1I.-E.) 129 

\xs  (J.-F.l 303,  468 

Yeili.on  lll.l.,    .      .     .      .      .     .     167 

Wilson  (E.-B.) 211 

Youho  (W.-H.) 102 

Zoretti  iIj.) 379 


ERRATUM 
l>.  244.  Erratum  h  l'article  de  M.  Leau. 
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